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Logik und Beweismethoden

Vorlesung vom:
22. Oktober 2008
Qualitétsstand:
erste Version

Die Regeln der Logik bilden die Grundlagen der mathematischen Argumen-
tation. Zu den zentralen Anwendungen in der Informatik gehoren:

e Schaltkreisentwurf,

e Entwicklung von Programmiersprachen,

e Verifikation von Hard- und Software,

e Suchen in Datenbanken,

e Automatisches Beweisen.

1.1 Logische Aussagen

Definition 1.1. Eine logische Aussage ist ein Satz, dem genau ein Wahrheitswert
wahr (w) oder falsch (f) zugeordnet ist.

Beispiel 1.2.

1. Saarbriicken ist die Hauptstadt des Saarlandes. (w)
2.24+2=7.(f)
3. Im Saarland lebt es sich besser als in Rheinland-Pfalz. (subjektiv!)

4. x + 1 = 3. (keine logische Aussage, da x nicht spezifiziert ist)
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1.2 Verkniipfungen von Aussagen

Durch logische Operatoren lassen sich aus logischen Aussagen, etwa A, B,
neue formulieren, die dann logische Formeln heiflen:

e A A B (A und B sind wahr), Konjunktion
e AV B (A oder B oder beide sind wahr), Disjunktion
e —A (Aistnicht wahr), Negation

Weitere Verkniipfungen sind:

e A= B(aus A folgt B), Implikation,

e A &= B(Aist genau dann wahr, wenn B wahr ist), Aquivalenz.

Der Wahrheitswert dieser Aussagen hingt vom Wahrheitswert von A und B
ab und ist tiber die Wahrheitstafel festgelegt:

A|B|-A|ANB|AVB|A=B|A = B

w|w| f w w w w
w|f| f f w f f
flwlw| f w w f
flflw| f f w w

Die Reihenfolge bei Ausfithrung von logischen Operationen legen wir durch
Klammern fest.

Beispiel 1.3.
(A=B) &< ((mA)VB) (1.1)

Die zugehorige Wahrheitstabelle ist:

A\B\A:>B‘—|A‘(—|A)VB\
wiw|l w f w

£2=2%

w f f f f
flw| w w w
flf| w w w

Um Klammern zu vermeiden, legen wir fest, dass — die hochste Bindungs—
Prioritdt, A und Vv die mittlere Prioritit sowie = und <= die niedrigste
Prioritat haben. Die Formel (1.1) schreibt sich damit kiirzer:

(A=>B) < —-AVB.
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1.2.1 Erfiillbarkeit logischer Formeln

Im Folgenden fassenwir A, B,C, D ... alslogische Variablen auf, also Grofien,
die entweder wahr (w) oder falsch (f) sind. Aus diesen kéonnen wir dann mit
den Operationen neue Aussagen formulieren.

Definition 1.4. Eine logische Formel in den Variablen A,B,C,... ist erfiillbar,
wenn es eine Belegqung von A,B,C, ... mit Wahrheitswerten gibt, so dass die Ge-
samtaussage wahr wird.

Die Aufgabe, algorithmisch zu entscheiden, ob eine logische Formel erfiillbar
ist, ist von zentraler Bedeutung in der Informatik.

Beispiel 1.5. Die Formel
(AVB)A(AV =B)A(=AV B)A(=AV =B)

ist nicht erfiillbar.

Ob Erfiillbarkeit zu entscheiden schnell geht, hiangt von der Struktur der
logischen Formel ab. Wir unterscheiden die disjunktive Normalform

(11 AX12 Ao AX) V (X21 AXa A AXy,) Voo V(X A Xk A s A X, ),
wobei x;; € {A,-A,B,-B,...,w, f} und die konjunktive Normalform:

(11 VX1 Vo Vg ) A (o1 VX Ve Vg ) Ao AXa VXgg VeV X)),
In der disjunktiven Normalform ist dies einfach, fiir die konjunktive Normal-

form schwer, selbst im Fall 7; = 3. Diese Aussage ist der Grundpfeiler der
Komplexititstheorie.

1.2.2 Tautologien

Definition 1.6. Eine logische Formel ist eine logische Tautologie, wenn sie unab-
hingig von der Belequng von logischen Variablen mit Wahrheitswerten wahr ist.

Beispiel 1.7.

1. (A=>B) < ((—A)VB).
2. (A & B) & (A AB)V (A A —B). Dies zeigt die Wahrheitstafel:

Problem:
Mengen und Element
noch nicht eingefiihrt!
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A|B|AANB|-AA-B|(AAB)V(=AA-B)|A & B
ww| w f w w
w|f| f f f f
flw| f f f f
fl|f f w w w

Bemerkung 1.8. Zu entscheiden, ob eine logische Formel eine Tautologie ist,
ist wenigstens so schwer wie die Entscheidung der Erfiillbarkeit. Ist X eine

logische Formel, so gilt: X ist nicht erfiillbar genau dann, wenn (X = f) eine
Tautologie ist.

Beispiel 1.9. Weitere Tautologien:

3. (A= B) A (B=C)=(A = C) (Transitivitit der Implikation)

4. Die Gesetze von de Morgan:

-(AAB) & -AV-B,
-(AVB) & —-AA-B.

Dies folgt aus der Wahrheitstabelle:

A|B|=(AAB)|=AV=B|=(AV B)|(=A A =B)| Gesetze von de Morgan
w|wW f f

£=22%

f f
w f w w f f
flw]  w w f f
flf w w w w
Wir fassen die wichtigsten elementaren Tautologien zusammen:

Satz 1.10. Die folgenden Formeln sind Tautologien:

1.AVB < BVA,
AANB < BAA (Kommutativgesetz).

22.(AVB)VC < AV (BVQ),
(ANBYAC < AA(BAC) (Assoziativgesetze).
Also macht AV BV Cund A A B A C Sinn.

3.ANBVC) & (AAB)V(AANQ),

AV (BAC) < (AVB)A(AVC) (Distributivgesetze)
4 AVf <= A

AANw — A (Identititsgesetze)

5. AV (mA) & w (Satz vom ausgeschlossenen Dritten),
AN (mA) < f (Satz vom Widerspruch)
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6. "(AAB) &< —-AV-B,
-(AV B) &< —AA-B (de Morgansches Gesetz)
7. 7(nA) < A (Doppelte Verneinung)

8. AVA < A,
ANA & A (Idempotenzgesetze)

9.A=B < (-B=-A) (Kontraposition)
10. (A= B) A (B= C) =(A = C) (Transitivitit der Implikation)
11. (mA=f) < A (Widerspruchsbeweis)

Beweis. Durch Aufstellen der Wahrheitstafeln. O

Korollar 1.11. Jede logische Formel lisst sich mit Hilfe der Tautologien|1. —[11. aus
dem Satz in konjunktive oder disjunktive Normalform bringen.

Beweis. (A &= B) <= (A A B)V (A A —B) konnen wir verwenden,
um <= - Zeichen zu beseitigen. (A=B) <= -A V B beseitigt = -
Zeichen. Die Regeln von de Morgan =(A V B) &= —-AA-B, -(AAB)
—AV =B erlauben es uns, Negationszeichen nach Innen zu ziehen. Schliefllich
erlauben es die Distributivgesetze (3), die Formel in Richtung konjunktiver
(disjunktiver) Normalform zu vereinfachen. O

1.3 Beweismethoden

Beweise werden in der Mathematik verwendet, um nachzuweisen, dass ge-
wisse Sitze wahr sind. Dabei haben Tautologien eine wichtige Rolle.

Wir kénnen z.B. (A= B) A (B= C) =>(A = C) benutzen, um aus einem be-
kannten Satz A den Satz C in zwei Schritten zu beweisen. In der Informatik
werden Beweise beispielsweise verwendet, um:

e die Korrektheit von Programmen nachzuweisen,

e zu zeigen, dass Programme terminieren,

o die Laufzeit eines Algorithmus in Abhdngigkeit von der Eingabegrofie
der Daten zu analysieren,

o Zertifizierung des Outputs eines Programmes zu erreichen.
Zwei spezielle Beweismethoden heben wir heraus:

e Beweis durch Widerspruch,

e Beweis mit vollstandiger Induktion.

Vorlesung vom:
24. Oktober 2008
Qualitétsstand:
erste Version
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1.3.1 Beweis durch Widerspruch

Der vielleicht dlteste Beweis durch Widerspruch findet sich in Euklids Ele-
menten Er handelt von Primzahlen, also natiirlichen Zahlen p € IN,p > 1,
die nur durch 1 und sich selbst ohne Rest teilbar sind.

Satz 1.12 (Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Angenommen, es gédbe nur endlich viele Primzahlen, etwa py, ..., px.
Betrachten wir g = p;---p, + 1, so ist g durch keine der Zahlen p; teilbar,
da Rest 1 bei der Division bleibt. Also ist g selbst oder Primteiler von g eine
Primzahl, die in der Liste py, ..., p, nicht vorkommt. Ein Widerspruch. O

1.3.2 Vollstindige Induktion

Gegeben sei eine Aussage A(n) fiir jede natiirliche Zahln € N = {1,2,...}.
Um die Aussage A(n) fiir alle n zu zeigen, gehen wir wie folgt vor. Wir zeigen:

1. A(1) gilt. (Induktionsanfang),

2. Fir beliebiges n folgt unter der Voraussetzung, dass A(n) gilt (genannt
Induktionsvoraussetzung oder kurz 1.-V.), dass auch A(n + 1) zutrifft
(Induktionsschritt). Dies wird hédufig auch kurz n — n + 1geschrieben.

Ist dies getan, so wissen wir:
A(1) ist wahr = A(2) ist wahr = A(3) ist wahr = ---

Also ist A(n) wahr fiir alle n. Diese Beweistechnik heif3t vollstindige Induk-
tion.

Beispiel 1.13. Wir zeigen:

nn+1)

An): 142+ +n= 5

Beweis. A(1): 1 = X2 dh. A(1) ist wahr.

Fiir den Induktionsschritt n — n + 1 diirfen wir also annehmen, dass die
Induktionsvoraussetzung A(n) fiir ein n € N wahr ist. Damit folgt:

1424+ +n+n+l1 = A1+2+---+n)+m+1)

g nn +1) +(m+1)
= (n+1)~n;2.

!Geschrieben von Euklid um 325 v. Chr. war das Buch mit dem Titel Die Elemente
iiber mehr als 2000 Jahre das wichtigste Mathematik—Buch.
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Dies zeigt: A(n +1).

Ein alternativer Beweis ist folgender:

1 +2 + +n
n +(n-1) + +1
= (n+1) +(n+1) + +(n+1)
Dies ist aber gerade: n(n +1) =2(1 +--- + n). ]

Bemerkung 1.14. Das Induktionsprinzip ist eine Aussage, die unsere Vorstel-
lung von natiirlichen Zahlen prézisiert: Ist M C IN,so dass giltg:

leM)yund(ne M=mn+1) e M),

so folgt: M = IN.
Eine dazu dquivalente Aussage ist: Jede nicht leere Teilmenge N C IN hat ein
kleinstes Element. Betrachte N = IN\M.

Definition 1.15. Sei M eine Menge. Dann bezeichnet
2M .= N |N c M}

die Menge aller Teilmengen von M, die sogenannte Potenzmenge von M. Manchmal
wird 2M auch P(M)geschrieben.

Ist M eine endliche Menge, dann bezeichnet |M| die Anzahl der Elemente von M.

Satz 1.16. Sei M eine endliche Menge. Dann gilt:

12M) = 2MI,
Beispiel 1.17.

e M =0 (die leere Menge): 2° = {0}, also [2°| = 1 = 2°.
o M={1}: 2 ={0,{1}}, also 2V =2 = 2L
o M=({1,2}): 2% ={0,{1},{2},{1,2}}, also [21"%] = 4 = 2.

Beweis (von Satz|1.16). Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kénnen wir
annehmen, dass M = {1,2,...,n}.

Induktionsanfang: ist bereits erbracht fiir n = 0 oder n = 1.

Induktionsschritt n — n + 1:

2C bezeichnet eine Teilmenge, C bezeichnet eine echte Teilmenge, d.h. eine Teil-
menge, die nicht die ganze Menge ist.

Problem:
zu knapp?



Problem:
reelle Zahlen noch
nicht definiert!?

14 1 Logik und Beweismethoden

2 = N C {1,...,n+ 1})
={Nc{l,...,n}}Ju{Nc{l,...,n+1}|n+1€N}.

={NIN=N"U{n+1}, wobei N’c{1,....n}}

Dabei bezeichnet die Notation U die Vereinigung zweier Mengen, die disjunkt
sind (also kein Element gemeinsam haben, siehe auch Abschnitt2.4). Es folgt:

|2[1,...,n+1]| — ‘2{1 ..... n}l + |{N | N=NU {7’1 + 1},N, e 2[1,...,n]}‘
— |2[1,...,n]|+|2{1,...,n]|

oy on =0 0n = o
= ol 1]

~

1.3.3 Summen- und Produktzeichen

Induktion taucht auch in rekursiven Definitionen auf:

Definition 1.18 (Summen- und Produktzeichen). Gegeben sind n € IN reelle
Zahlen ay, . ..,a, € R. Wir setzen:

n

Zak:=a1+~-+an.

k=1
Prizise: Y.)_, ar := 0 (leere Summe) und rekursiv:

n -1

Y a= (Y ) +an

k=1 k=1

=

Analog defineren wir

Beispiel/Definition 1.19. Die Zahl

n!::Hk:1-2-3-~-n
k=1

heifst Fakultit von 1 (gelesen: n Fakultit). Insbesondere gilt: 0! = 1.
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Beispiel 1.20. Fiir jedes n € IN U {0} gilt:

i 2 M+ D@n+1)

k=1 6

Beweis mit vollstandiger Induktion:

Induktionsanfang: n = 0 oder n = 1:

was richtig ist.

Induktionsschritt n — n + 1:

Z;@ = (Zn“k2)+(n+1)2

k=1 k=1
1_;\/_ i’l(n+1)6(21’l+1)+(n+1)2
= (n+1)-(@+n+l):n—g_l'(2n2+n+6n+6)
= Dl 2+ 7 6)= L (4 220 +9)

nm+1)-n+2)-2n+1)+1)
6 7

was die Aussage beweist.

Beispiel/Definition 1.21. Wir betrachten nochmals das Beispiel
h:7 — Z, nr—>h(n)::Z:k2
k=1

von eben, wobei Z = {0,1,-1,2,-2,...}die Menge der ganzen Zahlen be-
zeichnet. Wir fragen uns nun, wie wir selbst auf die Formel hitten kommen
konnen. Es erscheint klar, dass fiir n > 0 gilt:

TOEDWS zﬁ £ dt = [;—)ﬁ]g = %nS.
k=1

Daraus leiten wir die Hypothese ab, dass auch die Summe durch ein soge-
nanntes Polynom vom Grad 3 in 1 beschrieben wird:

n
h(n) = Z K2 = azn® + ayn® + ayn + ao, fiir gewisse g; € Q,
k=1
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wobei Q die Menge der rationalen Zahlen bezeichnet, die wir erst in Beispiel
3.12 sauber einfithren werden. Natiirlich kann dies nicht fiir alle ganzen Zah-
lenn € Z korrekt sein, da h(n) = 0 fiir alle n < 0 und da ein Polynom p, das fiir
unendlich viele Werte den Funktionswert 0 ergibt, schon das Nullpolynom
(d.h. p(n) = 0 fur alle n) sein muss. Wir konnen also nur hoffen, eine solche
Formel fiir n > 0 zu finden. Offenbar ist #(0) = 0 und g(0) = ao, so dass sofort
ap = 0 folgt.

Eine Strategie, die weiteren 4; zu bestimmen, ist folgende: Ist f: Z — Z eine
Abbildung, so definieren wir die erste Differenzfunktion

Af:Z—Z, (Af)n) = fn) ~ f(n - 1).

Bezeichnen wir in unserem Beispiel g(n) = asn® + an? + ayn + ag, so ergeben
sich als erste und weitere Differenzenfunktionen:

g(n) = azn® + ayn’® + ain + ag,
(A8)(n) = a3(n® — (n = 1)°) + ay(n* — (n = 1)*) + @y (n — (n — 1))
=33 = 3n+1)+a2n-1) +ay,
(Az(g))(n) =3a3(n* = (n—=1)?) +--- = 6azn — 6az + 2as,
(4%(8))(n) = 6as.

Hierbei ist (A¥(g))(n) := (A(--- (A(g))))(n) die k-fache Anwendung der Funk-
tion A auf ¢. Wir sehen damit, dass A%(g) nicht mehr von n abhéngt, dass
wir also a3 direkt ablesen kénnen, wenn wir nur Werte (A%(¢))(n) fiir n genii-
gend grofs berechnet haben. Dazu betrachten wir folgende Tabelle fiir unser

h(n) = Y, K

n|h(n)| Ah(n) | Ah(n) | A3h(n)
0] 0 0 0 0
1] 1 1 1 1
21 5 4 3 2
3| 14 9 5 2
4| 30 16 7 2

Ist also wirklich h(n) = g(n) fiirallen = 0,1,2,..., so muss gelten (bei A3h(0),
A3h(1), A%h(2) geht h(-1) ein):

2 = (A3()(3) = (A3(3))(3) = 6as, also a3 = %

Wir betrachten nun die neue Funktion i(n) := h(n) — %n3, von der wir an-

nehmen, dass sie fiir # > 0 durch ein quadratisches Polynom beschrieben
wird. Wir kénnen a, also wieder aus einem einzigen Wert aus einer Tabelle
ablesen, da A?( ¢) nicht von n abhéngt, falls a3 = 0 ist, und genauer den Wert
2a, annimmt, wie wir weiter oben berechnet haben:
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n|i(n) = h(n) — 1n®| Ai(n) | A%i(n)

0 0-0=0 o] o
1 _2 2 2

1 1-3=3 5| 5
8 _ 7 5 3 _

2 5-3=3 3 |3=1

3| 14-9=5 811
64 _ 26 11

4] 30-&=2% | 1 | 4

Dies liefert:

1
1 =2a,, alsoa, = 7

Wir fahren analog fort, definieren also j(r) := h(n) — %n3 - %nz, von dem wir
annehmen, dass es ein Polynom vom Grad 1 in  ist fiir n > 0. Wir wir oben
berechnet haben, ergibt sich fiir (Ag)(n) mit a3 = 0 und a, = 0 aber der Wert
a1, der unabhéngig von n ist. Wir konnen demnach a; aus folgender Tabelle

ablesen:

n|j(n) = i(n) — 3n* = h(n) — 3n° — 31 | (A})(n)
0 0 0
1 i-1-1 %
2 §-1-4-1 %
3| 5-39-1-3 !
d  ¥-las-i- %

Insgesamt haben wir also das Polynom

153 1, 1 nmn+1)2n+1)
g(n)—3n +2n +6n— 6

gefunden. Wie wir im vorigen Beispiel schon bewiesen haben, ist dies

auch tatsdchlich das gesuchte und es gilt fiir jedes n € {0,1,2,...}:

n
1 1 1 nn+1)2n+1)
2_ 13,12, 1 _
k;k_?’n +2n +6n G .

1.3.4 Die Fibonacci—-Zahlen

Wir definieren die Fibonacci-Zahlen f,rekursiv:

fO = 0/f1 =1, fn+1 = fn +fn—1 firn=1,2,3,...

Die ersten Werte sind:
0,1,1,2,3,5,8,13,...

Vorlesung vom:
29. Oktober 2008
Qualitétsstand:
erste Version
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Satz 1.22. Die n-te Fibonacci—Zahl isE

1 {1+ V51— B
f":%(( 2 >_( 2 ))
Beweis. Es gilt:
_ 1o
fo—\/g(l 1)=0,
1 ,1+V5 1-+5, 1 245
le@( ) )2—5'(7)21-

Wir beweisen die Aussage

A fi = %((“f)k_(l—f)k) firk=0,...,n

mit vollstindiger Induktion. Den Induktionsanfang A(1) haben wir oben
bereits erledigt.

Fiir den Induktionsschritt A(n) = A(n + 1) betrachten wir:
fas1 = fu+ fu-1 (nach Definition)

- L((1+ \/E)n_ 1- \/E)n)+i((1+ \/E)n_l_(1_ \/E)n_l)

—

v\ > v\ >
e (e R B e RO
Nun gilt: 2% +1= 235 und (195)" = .. = 2388 Analog: 158 41 = 35365 =
(52)" und damit:
e (58
_ % _ ((1 +2\/§)n+1 ~ (1 —2\/§)n+1).

O

Wie wir auf diese Formel kommen konnten, werden wir im niachsten Semester
(Abschnitt|24.4.2) lernen.

SFiir eine exakte Einfithrung der Quadratwurzel siehe Abschnitt[5.6] Vorlaufig
werden wir auf das aus der Schule bekannte Wissen zuriickgreifen. Demnach ist va
fiir 0 < a € R eine positive Zahl, so dass v = a ergibt.
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Aufgaben

Aufgabe 1.1 (Wahrheitstafel). Geben Sie die Wahrheitstafel der folgenden
logischen Formel an:

AAN-B=(CVAe (B=>CAA)).

Ist die Formel eine Tautologie, erfiillbar oder unerfiillbar?

Aufgabe 1.2 (Vier Zeugen). Ein Kommissar hat zu einem Verbrechen 4 Zeu-
genvernommen. Aus den Vernehmungen hat er folgende Schlussfolgerungen
gezogen:

e Wenn der Butler die Wahrheit sagt, dann auch der Koch.
e Koch und Gértner kdnnen nicht beide die Wahrheit sagen.
e Girtner und Hausmeister liigen nicht beide.

o Wenn der Hausmeister die Wahrheit sagt, dann ltigt der Koch.

1. Modellieren Sie die Informationen des Kommissar als logische Formeln.
Verwenden Sie dazu die Variablen B, K, G und H.

2. Bei welchen Zeugen kann der Kommissar sicher sein, dass sie liigen? Bei
welchen kann er sicher sein, dass sie die Wahrheit sagen? Erklédren Sie,
wie Sie auf Ihr Ergebnis kommen!

Aufgabe 1.3 (ZweiInvestmentbinker). Ein Mann ist bei einer Kurz-Beratung
mit zwei Investmentbdnkern, A und B genannt, in der er herausfinden moch-
te, ob er seine Erbschaft lieber in die Anlagemoglichkeit 1 oder in die An-
lagemoglichkeit 2 investieren soll. Leider ldsst die kostenlose Beratung der
Bank nur eine einzige Ja/Nein-Frage an nur einen der beiden Berater zu.
Ein Freund hatte ihn zuvor davon informiert, dass einer der beiden immer
die Wahrheit sagt und dass der andere stets liigt. Der Freund wusste aber
ungliicklicherweise nicht mehr, welcher der beiden welcher ist. Mit welcher
Frage kann der Mann herausfinden, welche die gute und welche die schlechte
Anlagemdglichkeit ist?

Aufgabe 1.4 (Logische Verkniipfungen). Sei A das Zeichen fiir nicht und, d.h.
fur zwei logische Variablen A, B ist A A B = (A A B).

1. Stellen Sie die drei logischen Verkniipfungen —, A und V jeweils aus-
schlieSlich durch A dar.

2. Seien Xj, ..., X, logische Variablen und f(Xj, ..., X, eine beliebige logische
Funktion mitin X; bis X,, mit gegebener Wahrheitstafel. Zeigen Sie: f lasst
sich durch A darstellen.
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Aufgabe 1.5 (Induktion). Finden Sie eine geschlossene Formel, die nur von
n € IN abhéngt, fiir
n
2K
k=1

(beispielsweise mit der in der Vorlesung erlduterten Methode, oder auch
anders) und beweisen Sie die Formel per Induktion.

Aufgabe 1.6 (Die Tiirme von Hanoi). Das Spiel Die Tiirme von Hanoi besteht

aus 3 Spielfeldern, auf denen n € IN Scheiben paarweise verschiedener Grofse
gestapelt werden konnen. Zu Beginn des Spiels sind alle Scheiben auf einem
der Spielfelder der Grofle nach gestapelt (die unten liegende Scheibe ist die
grofite, wie im Bild zu sehen). Ziel des Spiels ist es, den Anfangsstapel auf
ein anderes Feld zu versetzen, so dass er dort wieder in der gleichen Stapel-
Reihenfolge liegt. Dazu darf in jedem Spielzug die oberste Scheibe eines
beliebigen Turms auf einen anderen Turm, der keine kleinere Scheibe enthilt,
gelegt werden.

Geben Sie einen Algorithmus an (Papierform gentigt), der dieses Problem
16st, und beweisen Sie die Korrektheit Thres Algorithmus. Stellen Sie eine
Formel fiir die Anzahl der notwendigen Ziige auf und beweisen Sie diese mit
vollstandiger Induktion.

Aufgabe 1.7 (Erfiillbarkeit, konjunktive Normalform). Finden Sie fiir die
folgenden Aussagen jeweils heraus, ob sie erfiillbar oder sogar eine Tautolo-
gie sind?

1. X=2(Y=2) = (XAY)=>2),
2. (AANB)V (A= B).

Geben Sie fiir die zweite Aussage auch die konjunktive Normalform an.

Aufgabe 1.8 (Induktion). Zeigen Sie mit vollstindiger Induktion, dass fiir
n € N mitn > 2 gilt:
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Mengen und Abbildungen

Die Mengenlehre ist das fundamentale Hilfsmittel zur Spezifizierung ma-
thematischer Objekte. In der Informatik wird sie beispielsweise tiberall dort
verwendet, wo Alphabete, Halbgruppen, Algebren, Verbdnde eine Rolle spie-
len. Zu den unmittelbaren Anwendungen gehoren Datenbanken.

2.1 Mengentheoretische Sprechweisen

Eine Menge M ist eine Kollektion wohlbestimmter Objekte, die wir Elemente
von M nennen. Mengen lassen sich auf zwei Weisen spezifizieren:
1. Aufzidhlen der Elemente,

2. durch eine charakteristische Eigenschaft.

Beispiel 2.1.

1.{a,b,c,...,z} ist die Menge der Buchstaben des Alphabets.

2. {a,b,a} = {a,b}: mehrfaches Aufzédhlen von Elementen dndert die Menge
nicht.

3. {b,a} = {a, b}: auf die Reihenfolge kommt es beim Aufzédhlen der Elemente
einer Menge nicht an.

4. Elemente von Mengen konnen auch Stddte sein:

H = {Hauptstddte der Bundesldnder]}
= {Berlin, Bremen, Hamburg, Saarbriicken, Hannover, Kiel,
Schwerin, Magdeburg, Potsdam, Diisseldorf, Dresden, Erfurt,
Mainz, Wiesbaden, Stuttgart, Miinchen}
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5.0 = {}, die leere Menge.

6. Alle reellen Zahlen x mit der Eigenschaft (kurz | geschrieben) x> — x — 1:

{1+«/§ 1—\/5}'

R|x¥*-x-1=0}= ,
{xeR|x"—x } 5 5

Dies kann man beispielsweise mit der aus der Schule bekannten p, -
Formel berechnen.

Wichtige Mengen von Zahlen haben spezielle Notationen; einige davon ha-
ben wir bereits kennen gelernt:

e IN=1{1,2,3,...}, Menge der nattirlichen Zahlen,
o 7={0,1,-1,2,-2,...}, Menge der ganzen Zahlen.
e Q={}labeZ,b+# 0}, Menge der rationalen Zahlen (siehe Beispiel(3.12).

e R = {unendliche Dezimalzahlen }, Menge der reellen Zahlen (siehe dazu
auch Kapitel|4).

e C =Menge der komplexen Zahlen (siehe Abschnitt[7.1).

Ist M eine Menge und 4 ein Element, so schreiben wir a € M. a ¢ M steht fiir:
a ist kein Element von M. M 3 a steht fiir: M enthilt das Element 4.

2.2 Teilmengen und Venn-Diagramme

Eine Teilmenge N einer Menge M ist eine Menge, fiir die gilt:
aeN=aeM.
Schreibweisen:

e N C M: N ist eine Teilmenge von M.
e N ¢ M: N ist keine Teilmenge von M.
e N C M: N ist eine echte Teilmenge von M, d.h. N ¢ M, aber N # M.

Fiir Teilmengen A, B einer Menge M bezeichnet
ANB={xeM|xe€Aund x € B}

den Durchschnitt. Mit Venn-Diagrammen kann man Beziehungen von Teil-
mengen oft besonders anschaulich darstellen; siehe Abb. 2.1 fiir den Durch-
scnitt. Die Menge
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4 M

AN J/

Abbildung 2.1. Der Schnitt A N B zweier Mengen A, B C M, hervorgehoben durch die
graue Einfarbung.

Abbildung 2.2. Die Vereinigung AUB zweier Mengen A, B C M, hervorgehoben durch
die graue Einfarbung.

A J

Abbildung 2.3. Das Komplement A = M\A einer Menge A C M, hervorgehoben
durch die graue Einfarbung.
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AUB={xeM|xe€Aoderxe B}
heifit Vereinigung von A und B; siehe Abb.[2.2. Die Menge
A=M\A={xeM]|x¢A}
heifit Komplement von A in M, siehe Abb.2.3. Die Menge
A\B={xeM|xeAund x ¢ B}

heif$t Differenzmenge von A und B, siche Abb.[2.4. Manchmal wird statt A\B
auch A — Bgeschrieben.

AN J/

Abbildung 2.4. Die Differenz A\B zweier Mengen A, B C M, hervorgehoben durch
die graue Einfarbung.

2.3 Rechenregeln fiir Mengen

Satz 2.2 (Rechenregeln fiir Mengen). Es seien A, B, C C M. Dann gilt:

1.ANnB=BnNA.

AUB=BUA, Kommutativgesetze
2.(ANB)NnC=ANnBNC).

(AUB)UC =AU (BUC), Assoziativgesetze,
3.ANBUC)=ANB)UANCQC).

AUBNC)=(AUB)N(AUC), Distributivgesetze,

4. AUD=A ANM = A, Identitiitsgesetze.

5 AUM\A) =AUA=M,
AN(M\A) =ANA =0, Mengen und ihr Komplement.

6. (ANB)=AUB,
(AUB) = AN B, Gesetze von de Morgan.
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7. (A) = A, Gesetz vom doppelten Komplement.

Beweis. Die Aussagen folgen unmittelbar aus den analogen Aussagen der

Logik. Alternativ mit Venn-Diagrammen (siehe Abb.[2.5und|[2.6): ]
- N
M
\ J

Abbildung 2.5. ANB=AUB, hervorgehoben durch die graue Einfirbung.

A

ARNSS

Abbildung 2.6. AN (BUC) = (AN B)U (AN C), hervorgehoben durch die graue
Einfarbung.

2.4 Disjunkte Mengen

Sind A und B endlich, dann gilt:
|AUB| =I|Al+|B|-]1ANB],

da in der Summe |A| + |B| die Elemente von A N B doppelt gezdhlt wiirden.
Besser:

|[AUB|+|ANB|=|A|l+|B|,
denn diese Formel macht auch fiir unendliche Mengen Sinn: |A| = co. A und
B heifien disjunkt, wenn AN B = 0.
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2.5 Kartesische Produkte

Es seien A und B Mengen. Dann ist das kartesische Produkt
AXB={(ab)|lacA,be B}

die Menge der geordneten Paare von Elementen aus A und Elementen aus
B.

Beispiel 2.3.

1.{a,b,..., h} x({1,2,...,8} ist beim Schach gebrauchlich.

2.Mit R> = RxR = {(a,b) | a,b € R} lassen sich Punkte in der Ebene
spezifizieren.

Fiir die Anzahl der Elemente eines kartesischen Produktes gilt:

|A % B| = |A] - |B].

2.6 Definition des Binomialkoeffizienten

Die Potenzmenge 2M einer Menge M, die aus den Teilmengen von M besteht,
hatten wir schon eingefiihrt.

Definition 2.4. Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen
Menge bezeichnen wir mit (}) (gelesen: n iiber k, englisch n choose k). () heifdt
auch Binomialkoeffizient.

2.7 Eine Formel fiir den Binomialkoeffizienten

Der Binomialkoeffizient kann durch Fakultiten (siehe Definition|1.19) ausge-
driickt werden:

Satz 2.5. Fiir 0 < k < n gilt:

ny n!
(k) K-k
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Beweis. Induktion nach n. Fiir n = 0 ist die Aussage richtig. Die leere Menge
0 hat genau eine O-elementige Teilmenge, namlich 0. Also: () = 1 = ;2 gilt.

Num zum Induktionsschritt n — n + 1: Fur k = 0 ist die Aussage klar: Auch
{1,...,n+ 1} hat genau eine 0-elementige Teilmenge, namlich 0, also gilt:

n+1 1= (n+1)!
0 )  0m+1)

wie behauptet. Sei also k > 1. Wir betrachten

(n-;{_l):'{Ac{l,...,n+1}||A|:k}|.

Die Menge auf der rechten Seite zerlegt sich disjunkt in

{Ac{l,...,n}||A|=k}U{A’U{n+1}|A’c{1,...,n},|A’|:k—1}.

()=

Die Induktionsvoraussetzung gibt nun:

(%)=

Also:

n! n!
TRk k=Dln—k+1)
n!
S ke TRIER
_ (n+1)!
Ckl(n—k+ 1)
O
Der Beweis des vorigen Satzes zeigt insbesondere:
Lemma 2.6. Fiir n, k € IN gilt:
n+1\ (n N
k) \k] \k-1)
Beweis. O

Der Name Binomialkoeffizient kommt von folgendem Satz:
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n

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1

Abbildung 2.7. Das Pascalsche Dreieck mit den Eintrdgen (}) fir k = 0,...,n. Diese
Darstellung suggeriert (siehe auch Lemma[2.6): (}) = (; ;) + (") fiir k > 1.

Satz 2.7 (Binomische Formel). Es seien a,b € R und n € IN. Dann gilt (siche

auch Abb.\2.7):
n
_ Yk ok
(a+b)”—2(k)a” vk,

k=0

Beweis (von Satz|2.7). Induktion nach n. Induktionsanfang: n = 1.

1
kz_;(}()al‘kbk:(é)a+(i)b:a+b=(g+b)1.

Induktionsschritt n — n + 1:

@+p)™ =

V.

(@+Db)a+b)"

S (1 ek
(a+b)-2(k)a b
k=0
n n
_ Z (’Z) ARk Z (’;) 2k R
k=0

0

n n n n+1 n
n+1 n—k+1 1.k n—(1-1) 1,1
O)a + (k)a b+Z(l_1)a b
k:l l:l
n

n+1 n n n—k+1 1.k Y e

a +Z((k)+(k_l))a b +(n)b

+1 n+1 - n+1 n+l-k 1.k n+1 n+1
O)a +Z(k)a b+n+1b

Il
/—\/?P\
o+

—_

Problem:
k einzeichnen.

Vorlesung vom:
31. Oktober 2008
Qualitétsstand:
erste Version
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2.8 Abbildungen

Um Beziehungen zwischen Mengen zu studieren, benétigen wir sogenannte
Abbildungen.

2.8.1 Definition und erste Beispiele

Definition 2.8. Eine Abbildung f: M — N zwischen zwei Mengen M und N ist
(gegeben durch) eine Vorschrift, die jedem Elemente a € M ein Element f(a) € N
zuordnet. M heif$t dabei Definitionsmenge und N Zielmenge der Abbildung.

Beispiel/Definition 2.9.

1. { Studierende der UdS } —» N, x = Matrikelnummer .
2. fiR—> R, x> f(x) = x? (siche Abb.[2.8)

Abbildung 2.8. Graph einer Parabel mit Gleichung f(x) = x%.

Zu einer Abbildung f: M — N heifit die Teilmenge
Gr={(x,y) e MXN |y = f(x)}

der Graph der Abbildung f. Aus dem Graphen ldsst sich die Abbildung
zurtickgewinnen:

Gy N ({a} X N) = {(a, f(a))}.

3. Der ganzzahlige Anteil einer reellen Zahl ist durch folgende Abbildung
gegeben (siehe auch Abb.[2.9):

entier: R - Z C R, x = y = entier(x) = | x] =max{n €e”Z|n Sx}.

[xX]=min{neZ|n>x}.
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Problem:
hier besser schon die
Notation < etc. ein-
fiihren!?
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-3-2-1 12 3 X
—_—

—0-2

Abbildung 2.9. Graph der entier Funktion. Ein kleiner, leerer Kreis zeigt dabei an,
dass der umkreiste Punkt nicht zum Graphen gehort.

4.Sei A C R. Dann heifst y4: R — {0,1} C R,

|0, fallsaé¢A,
XA =11, fallsa € A.
die charakteristische Funktion fiir A.

5. Der Graph der Funktion xq ldsst sich schlecht zeichnen.

2.8.2 Injektivitdt, Surjektivitit und Bijektivitat

Definition 2.10. Sei f: M — N eine Abbildung und A C M. Dann heifst zu A ¢ M
die Menge
f(A)={f@laeM}CN

das Bild von A unter f. Zu B C N heif$t die Menge
f'(B)={a e M| f(a) € B}

das Urbild von B. f~! ist eine (neue) Abbildung f~': 2N — 2M zwischen den
Potenzmengen von N und M. Fiir ein Element b € N schreiben wir kiirzer: f~(b) =

f7H(.

Im Verlaufe der Vorlesung werden wir sehen, dass die folgenden Eigenschaf-
ten von Abbildungen immer wieder eine zentrale Rolle spielen werden:

Definition 2.11. Eine Abbildung f: M — N heifit injektiv (lat. iniacere: hinein-
werfen), wenn x1,x, € M,x1 # x= f(x1) # f(x2) gilt. f heifit surjektiv (lat.
suriectere: iiberwerfen), wenn f(M) = N. Eine Abbildung, die injektiv und surjektiv
ist, heif$t bijektiv.

Beispiel 2.12. f in Abb.[2.10 ist weder injektiv noch surjektiv: f(a) = f(b),
3 ¢ f(M).
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M

N

Abbildung 2.10. Injektivitdt und Surjektivitat: Die gezeigte Abbildung f ist weder
injektiv noch surjektiv.

Satz 2.13. Sei f: M — N eine Abbildung zwischen endlichen Mengen mit |M| =
IN|. Dann sind dquivalent:

1. f ist injektiv,
2. f ist surjektiv,
3. f ist bijektiv.
Beweis. [2| = (3| Sei f surjektiv. Dann gilt:
INT= ) bl < ) 1F7 )] = 1M1
beN beN

Wegen |N| = |[M| muss Gleichheit gelten. Also:

l{b}l = f'(b)| =1 fiiralleb € N,
d.h. f ist bijektiv.
Wir zeigen nun: 1| = (3| Sei dazu f injektiv. Dann gilt:

INT=) el = ) 1F7 ) = M)

beN beN
wegen |N| = |[M] gilt wieder:
(b}l = |f~'(b)l =1 fiir alle b,

d.h. f ist bijektiv.

Die verbleibenden Implikationen[3| =(1. und[3| = 2| sind nach Definition der
Bijektivitit richtig. O
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Mehrere wichtige Resultate folgen direkt daraus:

Korollar 2.14 (aus dem Beweis). Seien M, N endliche Mengen. Ist f: M — N
injektiv, so gilt: M| < |N|. Ist f: M — N surjektiv, so gilt: |M| > |N].

Korollar 2.15 (Schubfachprinzip). Seien M, N endliche Mengen. Eine Abbildung
f: M — N mit IM| > |N| ist nicht injektiv.

Eine nette Anwendung davon ist folgende:

Proposition 2.16. Unter beliebigen n* + 1 vielen Punkten Py,..., P, in einem
Quadrat der Kantenlinge n gibt es zwei Punkte mit Abstand < V2.

Beweis. Zwei Punkte in einem Quadrat der Kantenldnge 1 haben Abstand
< V2 nach dem Satz von Pythagoras: 1% + 12 = (V2). Wir zerlegen

Q={xy|0<x<n0<y<n}
disjunkt in 7% Quadrate (siche Abb.2.11):
Qi={xyli-1<x<ij-1<y<j}

und definieren eine Abbildung

L

Qll le :

Abbildung 2.11. Zerlegung eines Quadrates.

fill, .+ 1 =Lk x{L,... 0t ={G,j)) e N*|i<n,j<n)

durch f(k) := (i, j), falls der Punkt Py € Q;;. Da wir eine disjunkte Vereinigung
haben, ist dies eine Abbildung. Nach dem Schubfachprinzip ist sie nicht
injektiv und die Behauptung folgt. O
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2.8.3 Weitere Notationen zu Abbildungen

Einige weitere Notationen zu Abbildungen, die hdufig verwendet werden,
sind die folgenden:

Definition 2.17. Sind M und N Mengen, so bezeichnet N = {f: M — N} die
Menge aller Abbildungen von M nach N.

Beispiel 2.18. {0, 1}M = {f: M — {0,1}}.

Bemerkung 2.19. Es gilt fiir endliche Mengen M, N:
INM| = IN[M,

daher die Notation. In der Tat miissen wir, um f festzulegen, fiir jedes a € M
ein Bild f(a) auswahlen. Hierfiir haben wir [N| Wahlmoglichkeiten, insgesamt
also [N|M Wahlmoglichkeiten.

2.8.4 Komposition von Abbildungen

Definition 2.20. Sind f: M — N und g: N — K Abbildungen, so ist die Kom-
position (oder Hintereinanderausfiihrung) g o f: M — K (gelesen: ¢ verkniipft
mit f oder ¢ nach f) durch (g o f)(a) := g(f(a)) definiert.

Komposition von Abbildungen ist assoziativ:

Satz 2.21. Fiir Abbildungen f: M — N, g: N — Kund h: K — L gilt:
ho(gof)=(og)of,

kurz zusammengefasst:

ho(gof)

gof

M/f’;\g‘K Ry
\._..

:

hog

(hog)of

Beweis. Es gilt:
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(o (go f))a) =h((go f)@a)
= h(g(f()))
= (o g)(f(a))
= ((hog)o fa)

fiir alle g aus M. Also:

ho(gof)=(hog)of.

2.9 Existenz— und All-Quantor

Die Phrasen fiir alle und es existiert tauchen in der Mathematik und in der
Informatik haufig auf. Wir verwenden daher die Notation ¥ fiir fiir alle und
3 fiir es existiert ein.

Beispiel 2.22.
f: M — Nistsurjektiv <= VYbe N3daeMmith= f(a).

Bei der Negation von Aussagen mit All- und Existenzquantoren verwandelt
sich ¥ in 3 und Jin V dhnlich wie bei den Gesetzen von de Morgan.

Beispiel 2.23. f: M — N ist nicht surjektiv
— ~(VbeN3daeM: f(a)=Db)
& dbeN-(JaeM: f(a)=0b)
& dbeNVaeM:~(f(a)=b)
& dbeNVaeM: f(a)+b.

2.10 Indizes

Haufig werden Notationen wie 4y, ...,a101 € Z verwendet. Was ist dies for-
mal? i - g; ist eine Abbildung wie f: {1,...,101} — Z, f(i) = a;.

Beispiel/Definition 2.24. Sei I eine beliebige Menge und (A;);; eine Familie
von Teilmengen A; C M einer weiteren Menge M, d.h. eine Abbildung I —
2M i+ A;. Dann ist der Durchschnitt

ﬂAi:{xeM|xeAiVieI}

und die Vereinigung;:

UAi:{xeMlElieImitxeAi}.
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Aufgaben

Aufgabe 2.1 (Schubfachprinzip und Kartesische Produkte). Gegeben seien
101 paarweise verschiedene ganze Zahlen ay,...,a101 € Z. Zeigen Sie: Es
gibt eine Teilfolge a;,,4a;,,...,ai,, i1 < --- < 111, von 11 Zahlen, so dass die
Folge entweder monoton fallend (a; > --- > a;,) oder monoton steigend
(Clil <0 < ﬂill) ist.

Aufgabe 2.2 (Injektivitit und Surjektivitat). Seien M und N endliche Men-
gen. Wieviele injektive Abbildungen gibt es von M nach N? Wieviele surjekti-
ve Abbildungen gibt es von M nach N, wenn N zwei, drei oder vier Elemente
enthalt? Haben Sie eine Idee fiir den allgemeinen Fall |[N| = n € IN?

Aufgabe 2.3 (Potenzmengen). Sei M eine beliebige Menge und 2™ ihre Po-
tenzmenge. Zeigen Sie: Es existiert keine bijektive Abbildung zwischen M
und 2M.

Aufgabe 2.4 (Wege durch eine Stadt). In einem amerikanischen Stadtplan
mit n Avenues und m Streets, die ein Gitter aus gleich grofien Quadraten
bilden (siehe Abbildung unten), wollen Sie von einem Eckpunkt A aus zum
gegentiiberliegendem Eckpunkt B gehen. Wieviele kiirzeste Wege gibt es?

A1 2 n

1

2

Aufgabe 2.5 (Binomialkoeffizienten). Zeigen Sie: Fiir alle 11, k, s, t € IN gelten
die folgenden drei Gleichungen:
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n n\n-—k
(k+1) - (k)k+l’ @D
Yi (’:) -2, 2.2)
s+t = (s t
()20 e

i=0

Geben Sie eine Interpretation von Gleichung (2.1) iiber die Definition des
Binomialkoeffizienten.
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Aquivalenzrelationen und Kongruenzen

In der Mathematik und Informatik hat man es oft mit Relationen zu tun.

3.1 Aquivalenzrelationen

Beispiel 3.1. > (grofier gleich) ist eine Relation auf IR. Fiir je zwei Zahlen
x,y € Rist die Relation x > y entweder wahr oder falsch.

Definition 3.2. Sei M eine Menge. Eine Teilmenge R C M X M nennen wir eine
Relation. Fiir x, y € M ist die Relation erfiillt, wenn (x, y) € R. Manchmal schreibt
man dann auch xRy.

Beispiel 3.3.

1. Fur > ist Ry € R X R die Winkelhalbierende des rechten oberen und lin-
ken unteren Quadranten des Koordinatensystems gemeinsam mit allen
Punkten darunter (Abb.[3.1).

Abbildung 3.1. Die Relation > auf R>.

Vorlesung vom:

05. November 2008
Qualitétsstand:

erste Version
Problem:
ausfiihrlichere Einlei-
tung zu Aquiv-Rel
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Abbildung 3.2. Die Relation = auf R?.

2. Fiir Gleichheit = ist R- C Rx R genau die Winkelhalbierende des rechten
oberen und linken unteren Quadranten (Abb.[3.2).

In diesem Kapitel mochten wir Aquivalenzrelationen studieren. Unser Ziel
ist es, den Begriff gleich zu dquivalent bzw. dhnlich abzuschwachen. Zunéchst
ein paar Beispiele dazu:

Beispiel 3.4.
1.Sei f: M — N eine Abbildung. Wir sagen a,b € M sind dquivalent, in
Zeichen a ~ b, wenn f(a) = f(b) gilt.

2.Seien M = Z und d € Z.q1. Zwei Zahlen a,b € Z heiflen kongruent
modulo d, in Zeichena = b mod d, wenn a — b durch d teilbar ist.

Welche Eigenschaften sollen Aquivalenzrelationen haben?

Definition 3.5. Eine Teilmenge R C M X M heif$t Aquivalenzrelation (wir schrei-
ben a ~ b statt (a, b) € R), wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

1. Reflexivitit:a ~a V¥ a € M.

2. Symmetrie:a ~b=>b~aVa,be M.

3. Transitivitiat:a ~bund b ~c=a ~cVYa,b,c € M.

Beispiel 3.6.

0. Die Relation = ist eine Aquivalenzrelation

1. Fir f: M — N, definerta ~ b, falls f(a) = f(b) eine Aqu'i.valenzrelation auf
M. Dies ist eine Aquivalenzrelation, da = auf N eine Aquivalenzrelation
ist.

2.a=b mod d ist eine Aquivalenzrelation auf Z.
a)a—a=0-d.
bya-b=k-d=b—-a=(-k)-d.
ca-b=k-dundb-c=1l-d=a-c=a-b+b—c=k-d+1-d=(k+])-d.
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3. > auf M = R ist keine Aquivalenzrelation. Zwar gilt die Reflexivitit, da
x>xVxe€R, undx > y,y > z=x > z (Transitivitit), aber x > y=y > x
ist im Allgemeinen falsch.

4. Ungefahr gleich (fuzzy) ist keine Aquivalenzrelation, da die Transitivitat
nicht erfiillt ist.

Satz/Definition 3.7. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Zu a € M heifit
[a] :={beM|b ~ a}

die Aquivalenzklasse von M und jedes Element b € [a] heifit ein Reprisentant
von [a]. Je zwei Aquivalenzklassen [a] und [b] sind entweder gleich oder disjunkt
(d.h. sie haben leeren Durchschnitt).

Beispiel 3.8. Fiir (= mod 3) sind die Aquivalenzklassen

[0] ={...,-6,-3,0,3,6,...},
[1]={..,-5-2,1,4,7,...},
2] ={...,—-4,-1,2,5,8,...}.
Es gilt:
[Olu[llu[2] =Z.

Beweis (des Satzes|3.7). Zu zeigen ist, dass aus [a] N [b] # 0 folgt, dass [a] = [b].
Sei dazu etwa ¢ € [a] N [b] und d € [a]. Dann gilt: d ~ a ~ ¢ ~ b, also wegen
der Transitivitdt d ~ b und daher d € [b]. Dies zeigt: [a] C [D]. Die umgekehrte
Inklusion [b] C [a] folgt analog. Also insgesamt: [a] = [b]. |

Definition 3.9. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Mit
M/~ ={[a]|aeM}c2M

(Sprechweise: M modulo ~) bezeichnen wir die Menge der Aquivalenzklassen.
Die Abbildung
w: M — M/~, a > [a]

heifit kanonische Aquivalenzklassenabbildung.

Beispiel 3.10. Fiir (= mod 3) auf Z ist n: Z — {[0], [1], [2]} die Abbildung
n — [Rest von n bei Division durch 3].

Bemerkung 3.11. Offenbar gilt:
n(a) = n(b) & [a] = [b].

Jede Aquivalenzrelation ist also im Prinzip vom Typ /1 in Beispiel(3.6 mit f =
11: M — N = M/~. Das Urbild des Elements [a] € M/~ ist 7~!([a]) = [a] € M.
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Einer der wesentlichen Anwendungen von Aquivalenzrelationen ist es, dass
man mit ihrer Hilfe aus bekannten Mengen M neue interessante Mengen M/~
konstruieren kann.

Beispiel 3.12. Die Konstruktion der Menge der rationalen Zahlen, geschrie-
ben, aus den ganzen Zahlen, Z. Dazu betrachten wir M = Z X (Z\{0}) und
definieren eine Aquivalenzrelation auf M durch:

(P, q1) ~ (p2,q2), fallsp1 - g2 = p2 - q1.

Die Aquivalenzklasse [(p, q)] wird iiblicherweise mit g bezeichnet, wobei p
dann Zdhler und g Nenner heifien. Also:

Q:=(Zx@\0p) /~.

Wir miissen einsehen, dass ~ wirklich eine Aquivalenzrelation ist. Reflexivitat
und Symmetrie sind klar. Transitivitdt: Seien (p1,41) ~ (p2,42) und (p2,42) ~
(3, q3), also p1g2 = p2g1 und paqs = paqa. Es folgt: prgogs = pagigs = p2gaqn =
P3q241, also QQ(p1Q3—P3ql) =0.Nun gilt: G2 #0.InZ fOlgt daher: p193—p3q1 =0,
d.h. (p1,q1) ~ (ps, q3)-

Addition und Multiplikation erkldren wir reprasentantenweise:

por_pstar o opor_pr

q s s g s q-s

Diese Definition ist nicht unproblematisch, da die rechten Seiten von der
Auswahl der Représentanten (p, ) € % und (r,s) € : abhéngen. Das Beispiel

1,1_13+2:1_5
273 2-3 6
2 -1 _2:(3)+4- (1) _-10
1723 4-(-3) 12

suggeriert aber, dass dies vielleicht doch kein Problem ist. Um allgemein
einzusehen, dass

+: M/~ xM/~— M/~ und -: M/~ X M/~ — M/~

wohldefinierte Abbildungen sind, miissen wir zeigen, dass das Ergebnis
nicht von der Wahl der Repréasentanten abhdngt. Zum Beispiel ist fiir (p1, 1) ~
(p2,q2) zu zeigen, dass (p15 + q17, 415) ~ (P25 + qar, g25) gilt. Also ist

(p1s + q17) - gos - (p2s + q21) - g1

zu zeigen, was dquivalent zu pis - q2s = pos - q1s ist. Dies folgt aber aus
p1g2 = p2g1 durch Multiplikation mit s2. Die Unabhéngigkeit von der Auswahl
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(r2,82) € % zeigt man genauso. Die Wohldefiniertheit der Multiplikation ist
dhnlich, aber einfacher.

Schliefilich ldsst sich Z als Teilmenge von Q auffassen mit Hilfe der Abbil-
dung:

Z—Q,n— ?

Dabei bezeichnet der Pfeil < eine injektive Abbildung. Gelegentlich verwen-
den wir auch den Pfeil —»; dieser steht fiir eine surjektive Abbildung. Jedes
Element £ € Q hat einen ausgezeichneten Reprasentanten (a,b) € s = ¢ mit

a,b teilerfremd, b > 0.
Bemerkung 3.13. Im Allgemeinen gibt es bei Aquivalenzrelationen keine
ausgezeichneten Reprasentanten. Dies sieht man beispielsweise an dhnlichen

Dreiecken: Zwei Dreiecke heifien dhnlich, wenn die drei Winkel (a, 8, 7) und
(«/,B’,7") bis auf die Reihenfolge iibereinstimmen (Abb. [3.3). Einen ausge-

% Aﬁ‘
Abbildung 3.3. Zwei dhnliche Dreiecke.

zeichneten Représentanten gibt es nicht (Abb. 3.4).
[ - & S N

Abbildung 3.4. Ahnliche Dreiecke.

3.2 Kongruenzen

Im Folgenden mochten wir die Relation (= mod n) auf Z naher studieren.
Fir Z/(= mod n) schreiben wir kiirzer Z/n. Jedes Element [a] von Z/n hat
einen ausgezeichneten Reprasentanteni € {0,1,...,7n — 1}, ndmlich den Rest i
bei Division von a durch n. Die Restklasse von i ist

[i] = {i + kn | k € Z).

Haufig wird auch die Notation

Vorlesung vom:

07. November 2008
Qualitétsstand:
erste Version
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i=[i]
verwendet. Die Menge
Z/n=1{0,1,...,n—1}

hat also n Elemente. Elemente von Z/n lassen sich addieren und multiplizie-
ren:

itj=i+ji-j=i-].
Beispiel 3.14. n = 6.

1. Es gilt: 2+2)+5=4+5=
AuBerdem ist: 2 + (2 +5) =
2.Esgilt:(2-2)-5=4-5=20=
AuBerdemist:2-(2-5)=2-10=2-4=8=2.
Diese Addition und Multiplikation gentigt den tiblichen Gesetzen von Ad-
dition und Multiplikation, z.B. den Assoziativgesetzen:
(i+)+k=i+(j+k
Q- j)-k=i-G-Fk).

Distributivgesetze:

(i+))-k=ik+j-k

Kommutativgesetze:

i+ 1

~.l

i+

— =

-1

.l

i
Um dies einzusehen, zeigt man am Besten, dass in der Definition

i+j=i+j, i-j=i-j

das Ergebnis nicht von der Auswahl i € i und j € j abhéngt: Sind also zwei
verschiedene Reprasentanten der gleichen Aquivalenzklasse ip und i, bzw. j;
und j, gegeben, d.h.

i1=ip modn, j;=j, modn.
so folgt tatsdchlich:

ii+ji=i+j, modn, ii-j1=ij modn.
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Dann vererben sich ndmlich die Rechengesetze direkt aus denen fiir + und -
inZ.Seialso iy =i, mod n, d.h.i; —i, = k- n fiir ein gewisses k € Z. Daraus
folgt:

i1+j—(2+j)=k-n, alsoi;+j=i+j modn.

Analog:
i1j—ij=jkn = i1j=ij modn,
d.h. bei der Verkniipfung hédngt das Ergebnis nicht von der Wahl eines Re-

prasentanten der Klasse i ab. Eine analoge Rechnung zeigt Entsprechendes
fiir die Klasse j.

Bemerkung 3.15. In Z/6 gilt:
2.3=6=0€2/6,

obwohl 2,3 # 0. Aus a- b = a - ¢ kann man also b = ¢ in Z/n nicht schliefen.

Eine Ausnahme bildet der Fall, dass n = p eine Primzahl ist, denn aus
a-b=0 modp

folgt: p | a - b und daher p | a oder p | b (dies werden wir in Korollar 3.32
beweisen).

Es folgt:

Satz/Definition 3.16. Sei p eine Primzahl und @ € Z/p, @ # 0. Dann gibt die
Multiplikation mit a eine bijektive Abbildung

Zlp - Z]p, b+ a-b.

Das Urbild von 1 bezeichnen wir mit a ~* und heifit Inverses von a. Das Inversed

wird also durch ein Element u € Z. reprisentiert, so dass
u-a=1 modyp
gilt. u heifit Inverses von a mod p.

Beweis. Ista-by = a- by, so folgt: @ - (b — by) = 0. Da daher p | a(by — by), aber
nach Voraussetzung p t a folgt: p | by — by und damit: b; = b,.

Also: Z[p — Z]p, b a-bist injektiv und somit bijektiv, da Z/p endlich ist.
Dh 3umiti-2=1 & JueZ:u-a=1 mod p. O

Beispiel 3.17. In Z/5 gilt: 2 € Z/5und 2! =3,da2-3=6=1 mod 5.
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3.3 Simultanes Losen von Kongruenzen

Gegeben zwei nattirliche Zahlen n, m € Z.;. Dann haben wir eine Abildung
Z - Z/nxZ|m,i— (i modn,i mod m).

Wir fragen: Ist die Abbildung surjektiv? Mit anderen Worten: Gibt es fiir
gegebene a,b € Z ein x € Z mit

x=a modn,
x=b modm?

Diese Fragestellung taucht auch bei der Kalenderrechnung auf:

Beispiel 3.18. In wie vielen Tagen fallt der ndchste Vollmond auf einen Sonn-
tag?

Vollmond ist alle 30 Tage (in etwa), Sonntag alle 7 Tage. Der nachste Vollmond
ist Donnerstag, der 13.11., also in 6 Tagen. Ist x die gesuchte Anzahl (heute
ist Freitag, der 8.11.), so gilt:

x=6 mod 30,
x=2 mod7.

Beispiel 3.19. Zahnrader, die ineinander greifen:
x =2 mod 10,
x=5 mod 12.
Es gibt keine Losung, denn aus den beiden Kongruenzen folgt:

x=0 mod 2,
x=1 mod 2,

was ein Widerspruch ist.

Wie wir eben gesehen haben, sind simultane Kongruenzen nicht immer lésbar
und zwar ist

x=a mod n,
x=b modm,

hochstens 1osbar, wenn a = b mod ggT(n, m) = grofiter gemeinsamer Teiler
von n und m (englisch: greatest common divisor gcd). Dass diese Bedingung
hinreichend ist, ist Gegenstand des sogenannten chinesischen Restsatzes.
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Wie berechnet man den ggT? Die Schulmethode ist folgende: Seien 1, m € IN.

Dann schreibt man:
r
— 1 (. i
n_pl ..... py' — Hpi’,
i=1

und .
m:p{lp;ﬂ:HP{;’
i=1

d.h. man ermittelt eine Primfaktorzerlegung von n und m in p; paarweise
verschiedene Primzahlen mit Vielfachheiten ¢;, f; € Z> (einige der e; bzw. f;
dirfen 0 sein). Dann ist

T
g8 T(n,m) = py" o pnee) = T T prnerd,

i=1

Aber: Faktorisieren ist schwierig. Nur in einigen Spezialfdllen kann man
Primfaktoren leicht erkennen. Jeder kennt aus der Schule die Regel, dass
eine Zahl genau dann durch 2 teilbar ist, wenn ihre letzte Ziffer gerade ist.
Auflerdem ist bekannt, dass eine Zahl genau dann durch 3 teilbar ist, wenn
ihre Quersumme es ist. Einige weitere Beispiele:

Beispiel 3.20.

Neuner—Regel: Ist n € IN gegeben in der Form

)
n=Zai~10i, a€l0,...,9,
i=0

also im in der Schule tiblichen Zehnersystem, so gilt:

¥

n=Q(n):= Za,- mod 9,

i=0
da10=1 mod 9. Q(n) heist Quersumme von 7.

Elfer—Regel: Ist n wie oben gegeben, so ist die alternierende Quersumme die
Zahl Q'(n) mit:

r

Q=) (-Va

i=0
Dann gilt: n = Q’(n) mod 11, da -1 =10 mod 11. Beispielsweise ist

Q'(143) =3+ (—4) + 1 = 0= 11 ist ein Teiler von 143,

genauer gilt: 143 = 11 - 13, wie wir dann leicht berechnen kénnen.
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3.4 Das RSA-Verfahren

Faktorisieren ist so schwierig, dass dieses als Grundlage eines der weit-
verbreitesten dffentlichen Verschliisselungsverfahren herangezogen wird,
namlich RSA (Rivest-Shamir-Adleman, 1978).

3.4.1 Offentliche Kryptosysteme

Diffie und Hellmann haben das Prinzip sogenannter éffentlicher Kryptosys-
teme beschrieben:

Alice mochte Bob eine Nachricht x schicken. Da es sein konnte, dass Eve
mithort, verschliisselt Alice die Nachricht x in eine codierte Nachricht c.
Bob mochte dann wieder aus der codierten Nachricht ¢ in die urspriingliche
Nachricht x zurtickgewinnen, ohne dass Eve dies kann. Dies funktioniert
nach Diffie-Hellman folgendermafsen:

Die Verschliisselungsmethode von Bob soll offentlich zuganglich sein. Alice
kann diese anwenden, um die Nachricht zu verschliisseln. Eve soll auch dann
keine Chance zum Entschliisseln haben, wenn sie das Verschliisselungsver-
fahren kennt.

RSA ist eine Umsetzung dieser Idee, die den sogenannten kleinen Satz von
Fermat benutzt.

3.4.2 Der kleine Satz von Fermat

Um den kleinen Satz von Fermat, den wir erst im ndchsten Semester beweisen,
zu formulieren, benotigen wir folgende Definition.

Definition 3.21. Die Eulersche @-Funktion ¢: IN.; — IN ist definiert durch:

o) = |{a 11 <a<nmit ggT(a,n) = 1}' .

Beispielsweise ist ¢(6) = 2, da nur 1 und 5 mit 6 keinen gemeinsamen Teiler
besitzen. Mit dieser Notation kénnen wir nun den Satz formulieren:

Satz 3.22 (kleiner Satz von Fermat). Sei x € Z mit ggT(x,n) = 1. Dann gilt:
™ =1 mod n.
Beweis. spéter O

Beispiel 3.23. n = 6, p(n) = 2, x € {1,5}. Es gilt: 52 =25=1 mod 6, wie vom
Satz vorausgesagt.
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Es gibt auch einen sogenannten (groflen) Satz von Fermat, auch Fermats
letzter Satz genannt, obwohl Fermat ihn wohl nur vermutet hatte und erst
Wiles ihn beweisen konnte:

Satz 3.24 (Satz von Wiles (auch: Fermats letzter Satz), Vermutung: Fermat
(17. Jhdt.), Beweis: Wiles (1997)). Fiir n > 3 hat die diophantische Gleichung
(d.h. eine Gleichung, fiir deren ganzzahlige Losungen man sich interessiert)

at+ b ="

keine Losung (a,b,c) € Z3 mita-b-c # 0.

3.4.3 Das RSA-Verfahren

Der kleine Satz von Fermat erlaubt es uns nun, das RSA-Verfahren zu erlau-
tern. Bevor Alice eine Nachricht schicken kann, muss Bob seinen 6ffentlichen
und seinen geheimen Schliissel produzieren:

e Bob wihlt zwei grofie Primzahlen pg, gg mit ungefdhr 100 Dezimalstellen
und berechnet:

ng =pp-qp und @(ng) = (pp—1)-(qz - 1).

Dass ¢(ng) = (pp —1)- (g — 1) gilt, ist nicht besonders schwierig zu zeigen;
wir werden auf solche Fragen im nidchsten Semester niher eingehen.

e AnschlieSend wihlt Bob eine Zahl dg mit
ggT(dp, p(np)) =1
und berechnet eine Zahl eg, so dass:

dp-ep=1 mod @(np).

o Veroffentlicht werden die Zahlen np und dg, geheim bleiben die Zahlen
P8, q, ¢(ng) und ep.

Damit kann Alice nun die Nachricht verschliisseln und Bob sie wieder ent-
schltisseln:

e Alice codiert die Nachricht in eine Zahl x < np und berechnet daraus die
verschliisselte Zahl c:

dp

c=x" mod ng.

e ¢ wird iiber den Nachrichtenkanal an Bob gesendet.

e Bob berechnet seinerseits y = ¢** mod n3.
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Dieses y liefert tatsachlich die urspriingliche Nachricht x, denn es gilt:
y= % = (de)eB = de'EB‘

Nun ist:
dp-eg=1+k-@(np) und y=x- (xP")y,
x und 7 sind mit nahezu 100%-iger Wahrscheinlichkeit teilerfremd:

¢p(np)  ng—pg—gp+1 ~1
np B ng -

da ng > (pp + qp) (d.h. np ist wesentlich groer als pp + g3, ohne dass wir
das Wort wesentlich hier genauer spezifizieren, entsprechend benutzt man
< fiir wesentlich kleiner). Mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit
lasst sich der kleine Satz von Fermat anwenden, also:

y=x- (" =x.1"=x mod np.

Da x < np gilt, kennt Bob also die Nachricht x, weil ja x = y mod np.

Eve miisste eg kennen, um die Nachricht zu entschliisseln, wozu im Wesentli-
chen die Kenntnis von ¢(ng) = (pg — 1) - (g8 — 1) benotigt wird, was wiederum
heif$t, dass np in pp - gp faktorisiert werden muss. Das ist aber, wie schon
erwdhnt, sehr schwierig.

3.5 Der euklidische Algorithmus

Faktorisieren von Zahlen ist schwierig, wie wir im Abschnitt(3.4 iiber das
RSA-Verfahren erfahren haben. Gemeinsame Teiler zweier gegebener Zahlen
sind im Gegensatz dazu aber recht einfach zu finden, wie wir hier sehen
werden.

3.5.1 Der Algorithmus

Algorithmus 3.25 (Der erweiterte euklidische Algorithmus).

Input: a,b € Z.
Output: d = ggT(a,b) und u,v € Z mit d = ua + vb.

u, v nennt man Bézoutkoeffizienten fiir den grofsten gemeinsamen Teiler.

1. Wir setzenx; =a,x, = b.

2. Fir i > 2 mit x; # 0 berechnen wir x;;1 = x;_1 — ¢;x; mit ¢; € Z und
0 < xi41 < |xil, bis schlieflich x,,4.1 = 0.
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3. Dannistd = x, = ggT(a, b).
Der erweiterte Teil des Algorithmus ist folgender:

4. Wirsetzenu1 =1,up =0und v, =0,v, = 1.
5. Firi=2,...,n—1seidann
Uiyl = Uj—1 — Cild;
Oi+1 = Ui-1 — GiU;.
6. Dann gilt fiir u = u, und v = v,

d = ua + vb.

Zundchst ein Beispiel dazu:

Beispiel 3.26. a = 1517, b = 1221. Gemaif des Algorithmus setzen wir: x; =
a = 1517, x, = b = 1221. Wir erhalten durch Division mit Rest:

1517 : 1221 =1 = ¢y, Rest x3 = 296,
1221 :296 =4 = c3, Rest x4 =37,
296 :37 =8 =4, Rest x5 =0.

Damitistxy = d = ggT(a, b). Fiir den erweiterten Teil setzen wiru; = 1,u; =0,
v1 =0, v = 1. Weiter erhalten wir:

Uz =uUp—Cr-up=1-1-0=1,

v3=01—C-0p,=0-1-1=-1,
Ug=up—c3-uz3=0-4-1=-4,
Uy =0y—c3-v3=1—-4-(-1)=5.

Zur Uberpriifung der Aussage des Algorithmus berechnen wir:
(—4) - 1517 + 51221 = —6068 + 6105 = 37,

wie behauptet.

Bevor wir die Korrektheit des Algorithmus beweisen, fithren wir noch eine
Notation ein:

Definition 3.27. Seien x, y € Z. Dann schreiben wir x | y, falls x die Zahl y teilt
(in Z), d.h. falls es ein k € Z gibt mit x -k = y, und x ¥ y, falls nicht.

Beweis (der Korrektheit von Algorithmus|3.25).
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. Der Algorithmus terminiert, da alle x; € Z und

lxo| > x5 > - >x, >0.

. Wir zeigen x, | x; mit absteigender Induktion nach k. Die Falle k = n,

d.h. x;, | x,,, sowie k = n + 1, d.h. x,, | x,41, sind klar, da x,,,1 = 0. Fiir den
Induktionsschritt seien x;, | x¢+1 und x;, | xx schon bekannt. Es folgt:

Def.
X | Xgp1 + Ok = X1

Also:
Xy |x1=aund x, | x, = b,

d.h. x, ist ein gemeinsamer Faktor von 2 und b.

. Sei e ein Teiler von a und b. Wir zeigen sogar: e | x; fiir alle k. Wieder ist

der Induktionsanfang klar: e | x; und e | x,. Fiir den Induktionsschritt
seien e | x;_; und e | x; bekannt, woraus folgt:

e|xi-1 —cixi = Xip1.

Insbesondere gilt also: ¢ | x,, d.h. d = x,, ist der grofite gemeinsame Teiler
von a und b.

. Um die erweiterte Aussage zu zeigen, beweisen wir x; = u;a + v;b fiir alle

i. Fir i = 1,2 ist dies klar wegen 11 = 1,71 = 0,x; = aund u, = 0,0, =
1,x, = b. Fur den Induktionsschritt betrachten wir:
Def.
Uis1a + Visab = (Ui — ci)a + (vimg — Ci0;)b
= (ui—1a +vi_1b) — ci(w;a + v;b)

Der Fall i = n:
d=x, =u,a+v,b=ua+vb,

was die letzte Behauptung beweist.

O

Korollar 3.28. Seien a,n € Z. Es existiert einti € Z/n mitu-a=1€ Z/n genau
dann, wenn ggT(a,n) = 1. Ist dies der Fall und sind u,v die Bézoutkoeffizienten in
ua+on =1, dann gilt: u = [u].

Beweis. -a=1 <= ua+on = 1 fiir ein gewisses v € Z. = Jeder Teiler von
aund n teilt 1. = ggT(a,b) =lundua+ovn=1=u-a=1€ Z/n. O
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3.5.2 Der chinesische Restsatz

Satz 3.29 (Chinesischer Restsatz). Es seien n,m € Z-1 und a,b € Z. Die simul-
tanen Kongruenzen

haben eine Losung x € Z genau dann, wenna =b mod ggT(n, m). In diesem Fall
ist x € Z bis auf Vielfache des kleinsten gemeinsamen Vielfaches

n-m
keV(n,m) i= ———
gV, ) ggT(n,m)
eindeutig bestimmt, d.h. ist xo € Z eine Losung, so ist

{xo+1-kgV(n,m) |l e Z}

die Menge aller Losungen.

Beweis. Die Notwendigkeit hatten wir bereits gesehen (vor dem RSA-
Algorithmus). Um, falls

a=b mod ggl(n,m)=d

gilt, eine Losung zu konstruieren, berechnen wir d mit dem erweiterten eu-
klidischen Algorithmus:
d=un+om.

Istnuna = b+ kd fiir ein k € Z, so ist x = a — kun eine Losung, denn x = a
mod # ist klar und

X =a—kun=a-k(d—-om)
=b+kvm=b mod m.

Ist y eine weitere Losung, so gilt:
x—y=0 modn und x—y=0 mod m.
Aus n,m | x — y folgt kgV(n, m) | x — y, also:
y=x+1-kgV(n,m) fiir ein gewisses | € Z,

d.h. y ist tatsdchlich in der angegebenen Menge aller Losungen. O

Beispiel 3.30. Ein Himmelskorper sei alle 30 Tage gut zu beobachten, das
letzte Mal vor 5 Tagen. Ich habe leider nur sonntags Zeit, heute ist Mittwoch.
Wann kann ich das nédchste Mal den Himmelskorper sehen?

Wir modellieren dies zunédchst mit Hilfe von Kongruenzen:
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x=5=a mod30=nx=3=b mod7=m.

Dann berechnen wir mit dem euklidischen Algorithmus geméf} des Beweises
des chinesischen Restsatzes 1 und v mit

1=ggT(30,7)=d=un+vm=u-30+0-7.

Wir wissen nach dem Satz, dass dies geht, daa = b mod 1 fiir alle ganzen
Zahlen gilt. Es ergibt sich: u = -3, v = 13. Nun schreiben wir:

5=a=b+ki=3+2-1,
woraus sich die Losung
x=a—-kun=5-2-(=-3)-30=185=-25 mod 210

ergibt. Also: in 25 Tagen kann ich den Himmelskorper beobachten (das hitten
wir tibrigens auch zu Fuf$ recht einfach berechnen kénnen).

Wire heute aber ein Montag, d.h. b = 1, so wiirden wir folgendes erhalten:
5=a=b+ki=1+4-1,

also:x =5—-4-(=3)-30 = 365 = 155 = =55 mod 210. Ich miisste also noch
55 Tage warten.

Beispiel 3.31. Oft kann man mit Hilfe des chinesischen Restsatzes ganze Zah-
len schon an wenigen Kongruenzen erkennen. Wir berechnen hier die ganzen
Zahlen, die folgende Kongruenzen erfiillen:

x=1 mod 2,
x=2 mod 3,
x=3 mod5,
x=2 mod?7.

2,3,5,7 haben offenbar paarweise keine gemeinsamen Teiler aufier 1. Der
chinesische Restsatz sagt uns also, dass eine simultane Losung fiir alle vier
Gleichungen existiert. Der Beweis des Satzes erkldrt auch, wie wir eine solche
Losung finden, ndmlich mit Hilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus.

Es gilt zundchst einmal:
gelT(2,3)=1=u-2+v-3mitu=-1lundv =1,
d.h.wegen1 =2+ (-1)-1ist
xp=1-(-1)-(-1)-2=-1

eine simultane Losung der ersten beiden Kongruenzen, also eine Zahl, fiir
die gilt: x;p = -1 mod 2-3 =6.
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Weiter gilt: ggT(6,5) =1 =u-6+0v-5mitu =1 und v = -1, d.h. wegen
-1 =3+ (-4) -1istxjpz3 = -1 —(—4)-1-6 = 23 eine Losung der ersten drei
Kongruenzen, also x =23 mod 2-3-5 = 30.

Zuletzt betrachten wir noch: ggT(30,7) =1 = u-30+v-7 mitu = -3 und
v =13,d.h. wegen 23 =2 +21-1ist

X234 =23 -21-(=3)-30 =1913 =23 mod 210

eine simultane Losung aller vier Kongruenzen.

3.5.3 Weitere Folgerungen aus dem euklidischen Algorithmus

Mit Hilfe des euklidischen Algorithmus kénnen wir nun Primzahlen auf
andere Weise charakterisieren:

Korollar 3.32. Sei p € Z.4. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. p ist eine Primzahl.
2.d|pdeZ.o=>de{l,p)
3.Va,beZgilt:pla-b=p|aoderp|b.
Beweis. Die Aquivalenz der ersten beiden Aussagen ist die Definition einer

Primzahl; wir miissen also nur noch die Aquivalenz der letzten beiden Aus-
sagen zeigen:

3. =[2.: Angenommen, 2. ist nicht erfiillt. Dann existiert ein Teiler 4 | p mit
l1<a<p.Seialsoa-b=p.Danngiltp |a-b,aberp faund p 1 b, da
1 <a,b < p. Also:[3. ist nicht erfiillt.

2. =[3.: Seil2. erfiillt und p | a - b. Angenommen, p 4 a. Wir miissen dann p | b
zeigen. Wegen p 1 a gilt ggT(a,p) < p und wegen 2| folgt: ggT(a,p) = 1.
Nach dem erweiterten euklidischen Algorithmus existieren 1, v € Z mit
1 = ua + vp. Damit folgt:

plab=p|uab=p | (uab+ vpb) = (ua +vp)-b =1,
also: p | b.
O

Wir konnen jetzt zeigen, dass jede ganze Zahl in Primfaktoren zerlegbar ist:

Satz 3.33 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Sei 0 # n € Z. Dann existieren
€ € {1,-1}, r € N und nicht notwendig verschiedene Primzahlen p1, ..., p;, so dass

n=ep1---pr=sHpi.
i=1

Die Darstellung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Faktoren.

Vorlesung vom:

14. November 2008
Qualitétsstand:
erste Version
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Beweis. Existenz: Induktionnach |n|. Ohne Einschrankung (oft o.E. abgekiirzt)
sein>0,alsoe =1.Istn =1,s0ist e =1 und r = 0. Ist n eine Primzahl, dann
konnen wir r = 1, p; = n wiahlen.

Andernfalls existieren Faktorena, b € Z. mita-b = n. Wegen |a|, |b| < || exis-
tieren fiir 2 und b Primfaktorzerlegungen nach der Induktionsvoraussetzung,
etwa

a:pl..-prn/ b:ql..-qrb.
Dann istr = r, + 1, und

n :a.b:pl...pru .ql...qrb'
Eindeutigkeit: Ohne Einschrankung sei n > 0. Angenommen,

n:pl...pr:ql...qs

mit p;, q; Primzahlen. Wir miissen zeigen, dass dies bis auf Reihenfolge die
gleiche Faktorisierung ist. Insbesondere miissen wir r = s zeigen. Wieder
verwenden wir Induktion, und zwar nach r. Wegen

prin=aqi---qs

gilt p, | gx fiir ein gewisses k nach Eigenschaft (3| von Korollar(3.32 iiber die
Charakterisierung von Primzahlen. Da gq; eine Primzahl ist, folgt p, = gx und
nach Umnummerierung der q; diirfen wir k = s annehmen. Wir haben also

pl“’p}’*l'pl’:ql"'qS*l'pl"

Es folgt:
pl ...py_l = ql ...qs_l_
Dies ist ein Produkt aus weniger Faktoren, so dass nach der Induktionsvor-
aussetzung folgt:
r—1=s-1, dh.r=s
und
p1-Pr-1 =41 qr-1,
bis auf Reihenfolge der Faktoren. O

Wir haben weiter oben das kleinste gemeinsame Vielfache schon kennen
gelernt; mit dem obigen Satz kénnen wir es nun formal einfiihren:

Definition 3.34. Seien a,b € Z.(. Dann bezeichnet kgV(a,b) das kleinste ge-
meinsame Vielfache (englisch: lowest common multiple lcm(a, b)) von a und b.
Das kgV existiert und es gilt:

a-b

keV(a,b) = ———.
gvi.b) ggT(a,b)



3.5 Der euklidische Algorithmus 57

Aufgaben

Aufgabe 3.1 (Aquivalenzrelationen). Auf M = IN x IN definieren wir eine
Relation ~ durch
(a,b) ~(c,d)ye=>a+d=b+c

1. Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf M ist.
2. Beschreiben Sie die Aquivalenzklassen [(1,1)] und [(3,1)].

3. Wir definieren eine Addition auf M/~ durch komponentenweise Additi-
on, d.h.:
(@ )] +[(c,d)] =[@+cb+d)]

Zeigen Sie die Wohldefiniertheit, d.h. zeigen Sie, dass fiir (a,b) ~ (a’,b")
und (c,d) ~ (¢/,d’)auch (@ +c,b+d) ~ (@ + ',V +d') gilt.

4. Die Menge M/~ mit der so definierten Addition ist eine in der Mathematik
wohlbekannte Menge. Welchen Namen hat diese Menge?

Aufgabe 3.2 (Der chinesische Schifer). Ein chinesischer Schéfer hat ein Her-
de von hochstens 200 Tieren. Um sie exakt zu zdhlen, ldsst er sie des Abends
immer zu zweit durch ein Gatter laufen und stellt fest, dass ein Tier tibrig
bleibt. Am nichsten Abend ladsst er die Tiere immer zu dritt durchs Gatter
laufen und stellt ebenfalls fest, dass eins tibrigbleibt. Am dritten Tage macht
er dasselbe mit 5 Schafen und stellt wieder fest, dass eines tibrig bleibt. Am
vierten Abend schlief$lich ldsst er 7 Schafe auf einmal durchs Gatter, und es
bleibt kein Schaf tibrig. Wie grof3 ist die Herde?

Aufgabe 3.3 (Grofiter gemeinsame Teiler).

1. Seia = 2387 und b = 2079. Bestimmen Sie ohne Computer den grofiten
gemeinsamen Teiler d = ggT(a, b) und die Bézoutkoeffizienten 1 und v,
d.h. finden Sie # und v mit au + bv = d.

2.Sei a = 139651 und b = 111649. Bestimmen Sie ohne Computer das
kleinste gemeinsame Vielfache von a und b.

Aufgabe 3.4 (Gemeinsame Teiler). Verwenden Sie das Computeralgebrasys-
tem MAPLE, um folgendes Experiment durchzufiihren: Wahlen Sie zufallig
10.000 Paare von Zahlen zwischen 0 und 10° und zihlen Sie, wie viele Paare
einen gemeinsamen Teiler ungleich eins haben. Wiederholen Sie das Experi-
ment fiir jeweils 10.000 Paare zwischen 0 und 10° bzw. 0 und 10'2. Geben Sie
einen Ausdruck Ihres Maple-Programmes mit ab.

Aufgabe 3.5 (Inverse in Z/n).
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1. Zeigen Sie: a € Z/n hat genau dann ein multiplikatives Inverses u € Z/n,
wenn a2 und 7 keinen gemeinsamen Teiler haben, d.h. wenn ggT(a,n) =1
ist.

2. Zeigen Sie: Dieses Inverse u von a ist dann in Z/n eindeutig bestimmt.

Aufgabe 3.6 (Zur Qualitit von Primzahltests mit Hilfe des kleinen Satzes
von Fermat). Nach dem kleinen Satz von Fermat gilt: p ist Primzahl =
@71 =1 mod p Ya mit ggT(a,p) = 1.

Verwenden Sie MAPLE, um zu zeigen, dass die Umkehrung nicht gilt, d.h.
finden Sie eine zusammengesetzte Zahl n, fiir diea”' =1 mod n fiir allea
mit ggT(a,n) = 1 gilt.

Aufgabe 3.7 (Kongruenzen). Sei p eine Primzahl und seien a,b € IN. Zeigen
Sie:
(a+Dbyf =a"+b" mod p.

Aufgabe 3.8 (Zahnrdder). In der unten stehenden Skizze sehen Sie drei Zahn-
rdder, die ineinander greifen und die sich um ihren jeweiligen Mittelpunkt
drehen lassen. Gibt es eine Einstellung der Zahnréder, so dass alle drei Zeiger
(d.h. die dicken Striche) nach oben zeigen? Falls ja, geben Sie an, um wieviele
Zacken man das linke Rad in welche Richtung drehen muss, damit alle drei
Zeiger nach oben zeigen?
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4

Die reellen Zahlen

Mit R bezeichnen wir die Menge der (unendlichen) Dezimalzahlen, der reel-

len Zahlen. Wir fassen die Eigenschaften von R in einigen Axiomen zusam-

men, auf die wir alle weiteren Sitze aufbauen werden. Problem:
mehr sinnvollen Ein-
leitungstext

4.1 Die Korperaxiome

Auf R sind zwei Verkniipfungen +, - erklart:
+: RXR—> R, (a,b)—a+b,
-t RXR—> R, (ab)—a-b.

R ist ein Korper im Sinne der folgenden Definition:

Definition 4.1. Eine Menge K zusammen mit zwei Abbildungen

+: KxK—K, (a,b)—>a+b,
: KxK—>K, (a,b)—a-b.

heifit ein Korper (Achtung! englisch: field), wenn folgende Axiome erfiillt sind:

K1 (Axiome der Addition):
K1.1: Die Addition ist assoziativ:

@+b)+c=a+0b+c) Yab,cek

K1.2: Die Addition ist kommutativ:

a+b=b+a VYabek
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K1.3: Existenz der O (neutrales Element der Addition):
d0€K:a+0=a VYaek

K1.4: Existenz des Negativen:
VaeK3a e Kmita +a=0.

a’ heifit Negatives zu a und wird iiblicherweise mit —a bezeichnet.
K2 (Axiome der Multiplikation):
K2.1: Die Multiplikation ist assoziativ:

(@-b)y-c=a-(b-c)yVYa,b,ce K

K2.2: Die Multiplikation ist kommutativ:
a-b=b-a Yabek

K2.3: Existenz der 1 (neutrales Element der Multiplikation):
d1eK:1-a=a VYaek

K2.4: Existenz des Inversen:
Yae K\{0} da’ €e Kmita -a=1.
a’ heifit Inverses zu a und wird iiblicherweise mit a=* oder 1 bezeichnet.
K3 (Distributivgesetze): Man kann ausmultiplizieren:
a-(b+c)y=a-b+a-c Vab,cek,
und
(@+b)y-c=a-c+b-c Va,b,cek
Aufler den reellen Zahlen kennen wir schon einige andere Korper:
Beispiel 4.2.
1. Qist ein Korper.
2. Ist p eine Primzahl, so ist F, = (Z/p, +,-) ein Korper.

3. Insbesondere ist IF, ein Korper. Addition und Multiplikation kann man
durch folgende Verkniipfungstafeln angeben:

+/01  -]01
0{01  0/00
110 1j01

4. (Z, +,) ist kein Korper, da das Axiome K2.4 nicht erfiillt ist, d.h. es exis-
tiert nicht fiir alle ganzen Zahlen ein Inverses in Z, beispielsweise fiir
2 € Z.. Genauer existiert hier nur fiir 1, —1 ein Inverses.
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4.2 Ringe

Definition 4.3. Eine Menge (R, +, ) mit zwei Verkniipfungen, fiir die alle Korpe-
raxiome bis auf K2.4 gefordert werden, heifit ein kommutativer Ring mit 1. Wir
werden meifit nur Ring dazu sagen, da bei uns allgemeine Ringe selten eine Rolle
spielen werden. Ein allgemeiner Ring ist eine Menge, bei der aufler K2.4 auch K2.2
und K2.3 nicht gefordert werden.

Beispiel 4.4.

1. Jeder Korper ist ein Ring.
2. (Z,+,) ist ein Ring.

3.(Z/n,+,-) ist ein Ring fiir jedes n € Z.,. Dieses Beispiel zeigt, dass in
Ringen aus a - b = 0 nicht unbedingt folgt, dass a = 0 oder b = 0 gilt.

4.3 Folgerungen aus den Korperaxiomen

Aus den Korperaxiomen konnen wir recht schnell einige Folgerungen ziehen,
die uns im Fall der reellen Zahlen geldufig sind:

Proposition 4.5 (Eigenschaften von Koérpern). Sei (K, +,-) ein Korper. Dann
gqilt:

1. Die neutralen Elemente 0,1 € K sind eindeutig bestimmt.

2. Das Negative —a zu a € K und das Inverse a! zu a € K\{0} sind eindeutig
bestimmt. Wir schreiben a — b fiir a + (=b) und § fiira - b™".

3.(-1)-(-1)=1,0-a=0Vae K.

4. In Summen und Produkten kommt es nicht auf Klammern und Reihenfolge an,
dennay+---+a, und ay - - - a, haben stets den gleichen Wert, unabhingig davon,
wie wir Klammern setzen und die Reihenfolge wihlen.

Beweis.

1. Sei 0" € K ein weiteres Nullelement. Dann gilt: 0’ + a = a Va € K, insbe-
sondere:
0=0+0F0+0 0.
Genauso:
1=17-1=1-17=1".
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2. Seia’ ein weiteres Negatives zu 4. Dann gilt also: 2’ + a = 0 und daher:
—a=0+(—a)= (" +a)+ (-a)
=a' +(a+(-a)=a" +((-a) +a)
=ad+0=0+a =4

Fiir Inverse a1

3. Es gilt:

argumentieren wir analog.

0-a=0+0)-a=0-a+0-a.
Daraus folgt:
0=—0-a)+0-a=-0-a+©0-a+0-0a)
(-(0-a)+0-a)+0-a=0+0-a
=0-a.

Fiir die andere Aussage gehen wir dhnlich vor:

D =((D+1) (=D

) (=D +1-(-1)

) (=1 +(=1).

Dies zeigt: (1) - (=1) = 1, wegen der Eindeutigkeit des Negativen.

4. Wir betrachten die Addition und fithren Induktion nach n durch. Fiir
n = 2 ist nichts zu zeigen. Der Fall n = 3, d.h.

0

=0-
= (-1

(1 +ap) +as = ay + (a + as)

ist das Assoziativgesetz K1.1.

Fiir den Induktionsschritt 7 — 1 — 7 nehmen wir nun an, dass n > 4 und
dass die Behauptung fiir kleinere n schon gezeigt ist. Sei

@+t ag) + @ + oo+ a)
die duflerste Klammerung. Wir zeigen:
@+ +a)+ @+ +ag) =a+ @+ (- + @ +ay) ).

Im Fall k = 1ist dies klar mit der Induktionsvoraussetzung. Sei also k > 2.
Dann gilt mit der Induktionsvoraussetzung:

a1+~--+ak:a1+(a2+~--+ak),

also:
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@+ Fa)+ @+ +a,) = @+ @+ +a))+ @ oo+ an)

K1.1 (Ass.)
= T m+ (@t a) + @+t an)

1-V.
=" m+(a+ @+ +a,)).

Fiir die Multiplikation argumentiert man genauso.

Schliefilich noch zur Reihenfolge: Wir wissen aus dem schon Bewiesenen
und dem Kommutativgesetz, dass

am+ay+---+a,=dady+ay+az+---a,.

Da wir jede Permutation der Summanden von a; + - - - +a, durch wieder-
holtes Vertauschen benachbarter Summanden erhalten konnen, folgt die
Behauptung.

O

Da endliche Korper in der Informatik von besonderer Bedeutung sind, geben
wir noch ein Beispiel dazu:

Beispiel 4.6. Der Korper IF3 mit genau drei Elementen, oft bezeichnet mit
0,1,-1, d.h. IF3 = {0,1, -1}, hat folgende Verkniipfungstafeln:

+

_ - O

—_ - 0|0
ODI—\HH
_ O ==
_ - O

[oNeNol o]
—_ = O
— = O

Die Verkniipfungstabellen von IF, und Z/2 sind identisch und jene von IF;
und Z/3 gehen durch -1 + 2 ineinander {iber, d.h. die beiden Kérper haben
die gleiche Struktur. Allgemein haben wir schon gesehen, dass Z/p genau
dann ein Korper ist, wenn p eine Primzahl ist.

Gibt es einen Korper mit genau 4 Elementen? Wie wir eben bemerkt haben,
kann Z /4 kein Korper sein, weil 4 keine Primzahl ist. Die Frage wird in den
Ubungsaufgaben beantwortet werden.

4.4 Die Anordnungsaxiome

Auf R sind gewisse Elemente mit x > 0 ausgezeichnet.

Definition 4.7. Ein angeordneter Korper ist ein Korper K zusammen mit Teil-
mengen positiver Elemente
{xeK|x>0},

so dass folgende Axiome erfiillt sind:

Vorlesung vom:

19. November 2008
Qualitétsstand:
erste Version
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Al: Fiir jedes Element x € K ist genau eine der Eigenschaften x > 0, x = 0 oder
—x > 0 erfiillt.

A2: Sind x > 0und y > 0, so auch x + y > 0.
A3: Sind x > 0und y > 0, so auch x -y > 0.

Bemerkung 4.8.

1. Ist K ein angeordneter Korper, dann ist Q < K auf natiirliche Weise,
wir kénnen die rationalen Zahlen also als Teilmenge jedes angeordneten
Korpers ansehen.

Dies konnen wir wie folgt beweisen. Wir betrachten zunéchst die Abbil-
dung:

n
N — K, nHZlK:n-lK,
i=1
wobei 1x das 1-Element im Korper K bezeichnet. Alle Bilder dieser Ab-
bildung sind positiv, denn nach A1-A3 ist:

1K=1K'1K=(_1K)'(_1K)>Or dalK¢0und1K>Ooder —1x > 0.

Die Abbildung ist injektiv, da, falls n - 1x = m - 1, n > m, folgt: (n — m) -
1x = 0 und dies ist nur fiir n = m moglich. Endliche Korper lassen sich
daher nach dem Schubfachprinzip nicht anordnen (N — IF ist fiir einen
endlichen Korper IF (z.B. fiir IF = IF,) nicht injektiv). Also: IN < K.

Z. — K ist dann durch —n — n - (—1g) fiir n > 0 definiert. Schlieflich
definieren wir

a a-l1g
K - .
Q=K =,

2. Fiir endliche Korper F; = F mit g Elementen ist das kleinste Element
p € Nmitp - 1y = 0 eine Primzahl.

Wire ndmlich a-b -1 = Omita-1x # O und b - 1x # 0, so ergdbe
a-b-1g = (a-1g) - (b- 1x) = 0 einen Widerspruch: Produkte von Elementen
ungleich Null sind in einem Korper stets ungleich Null, denn:

a-b=0e€Ka#0=b=1-b=@'-a)-b=a'l-(a-b)=a'-0=0,

d.h.b=0.

Diese Primzahl heifit Charakteristik von IF;, notiert: char(lF;) = p. Ist
Q c K, so schreiben wir char(K) = 0.

Bemerkung/Definition 4.9. Ist K ein angeordneter Korper, so definieren wir
eine Relation > auf K durch

x>y:¢e&= x—-y>0.
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Die Relation < ist definiert durch: x < y : & vy > x und die Relation >
durch:
x2y:& x=yoderx>y.

> ist eine reflexive und transitive Relation: Offenbar ist namlich x > x Vx € K
und ferner folgt aus x > y und y > z, dass x > z, da:

x-y20,y-z20=>x-y+y-z=x-2z2>0.

Durch

] = x, fallsx>0,
M=\ 2x, falls —x>0,

ist der Betrag von x definiert. Es gilt:

1. |x| > 0.
2. |x| = 0 genau dann, wenn x = 0.
3.x-yl=Ixl-|lylVx,y € K.
4. A-Ungleichung;:
lx +yl < |x[+ [yl

Die ersten Aussagen sind klar oder einfach zu zeigen, die letzte zeigt man,
indem man alle Fille von Vorzeichen durchspielt: x > 0,x = 0,—x > 0,
y>0,y=0,-y>0.

Definition 4.10. Ein archimedisch angeordneter Kdrper ist ein angeordneter
Korper K, der zusitzlich das Axiom

A4:¥xe KAn e Nmitn=n-1x > x.

erfiillt.

R und Q sind Beispiele fiir archimedisch angeordnete Korper. Ein Beispiel fiir
einen nicht archimedisch angeordneten Korper kénnen wir hier noch nicht
geben. In einem nicht archimedisch angeordneten Korper gibt es Elemente
x € K, die grofler als jedes n € IN, also in gewissem Sinne unendlich grofs sind.

4.5 Irrationale Zahlen

Das letzte Axiom, das wir fiir die Charakterisierung von IR benétigen, ist das
sogenannte Vollstindigkeitsaxiom. Bevor wir dieses besprechen, sei daran
erinnert, warum wir mit Q nicht zufrieden waren.
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Beispiel 4.11. 1. Nach dem Satz des Pythagoras ist die Lange der Diagona-
len ¢ in einem Quadrat der Kantenlinge a = b = 1 wegen a® + b*> = ¢?

gerade
c= V2.
Es gilt:
V2¢ Q.
Man sagt auch, dass V2 irrational ist. Nehmen wir namlich an, dass

V2= g mit p,q € Z und ggT(p,q) = 1, dann folgt:

2
2= & 24 =p*=pist gerade,

da p? von 2 geteilt wird. Also:
p =2k =2¢" = (2k)* = 4k* = ¢* = 2k* = q ist gerade .

2 ist daher ein gemeinsamer Teiler von p und g, was aber ein Widerspruch
zur Voraussetzung ggT(p,q) = 1 ist. Daher muss die Annahme falsch
gewesen sein.

2. Wir wollen allgemein zwei Strecken a, b vergleichen. Wir sagen, dass a und
b kommensurabel (lat. zusammen messbar) sind, falls es ganze Zahlen
k,1 € Z gibt, mit:

a=k-d, b=1-4d,

wobei d eine gemeinsame Teilstrecke ist (Abb.[4.1). Zwei Strecken heiflen

Abbildung 4.1. Kommensurabilitit am Beispiel zweier Strecken a und b, die beide
von einer Teilstrecke d geteilt werden. Hier:a = 7-d, b = 5-d,d.h. { = %

inkommensurabel, wenn sie kein solches gemeinsames Teilsttick haben.
Wenn es aber eines gibt, dann kénnen wir es finden, indem wir analog
zum euklidischen Algorithmus die kiirzere Strecke von der Grofieren
abtragen und den Rest nehmen und mit der kleineren und dem Rest
fortfahren.

Die Pythagorder haben die Existenz von inkommensurablen Strecken ent-
deckt: sie konnten beweisen, dass die Seite und die Diagonalen in einem
regelméafligen Flinfeck inkommensurabel sind. Das eben beschriebene
Verfahren des fortwahrenden Wegnehmens des Restes bricht namlich
nicht ab.
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Abbildung 4.2. Die Inkommensurabilitit am regelméfigen Fiinfeck: das Verfahren
des fortwahrenden Wegnehmens des Restes bricht nicht ab.

Aufgaben

Aufgabe 4.1 (Endliche Korper).
1. Gibt es einen Korper mit genau 4 Elementen? Falls ja, so geben Sie die
Verkniipfungstafeln an. Beweisen Sie Thre Antwort.

2. Gibt es einen Korper mit genau 6 Elementen? Falls ja, so geben Sie die
Verkniipfungstafeln an. Beweisen Sie Thre Antwort.

Aufgabe 4.2 (Karatsubas Algorithmus). Der klassische Multiplikationsalgo-
rithmus fiir zwei Zahlen a und b mit hochstens n = 2¢ Bits benotigt O(n?)
viele Schritte. Karatsubas Algorithmus funktioniert wie folgt:

e Input: Zwei Zahlen a und b mit hochstens n = 2 Bits.
o Zerlegea=a + ;2% und b = by + by2%.
e Berechne rekursiv c; = mby, c3 = axby, ¢ = (a1 + a2)(by + bp) — ¢1 — ¢3.

e Gebe als Ergebnis ¢ = ¢1 + 27 + 32" zuriick.
Zeigen Sie: Die Laufzeit des Algorithmus ist in O(1'°823) ¢ O(n'™).
Aufgabe 4.3 (Irrationale Zahlen). Zeigen Sie:

1. V3, V15, V45 sind irrational,
2. V2 ist irrational,
3. 4/pistirrational fiir jede Primzahl p.






5

Konvergenz

Konvergenz ist die zentrale Idee der Analysis.

5.1 Folgen

Definition 5.1. Eine Folge (a,) (= (a,)nen) reeller Zahlen ist eine Abbildung
N->R, na,.

Ublicherweise bekommt die Abbildung keinen Namen, sondern man verwendet In-
dizes: a,, heifSt n-tes Folgenglied.

Beispiel 5.2.
1. (a,) = (1), dh.a, = L:

N =
W=
N
N—

(o

2,4,8,16,....

2. (an) = (2"):

Beispiele von Folgen kennen wir aus Intelligenztests. Dort besteht die Auf-
gabe oft darin, das néchste Glied einer begonnenen Folge anzugeben, z.B.:

2,4,3,6,5,10,9,18, ...
Hier ist das Gesetz dazu:

o 2-a,, firnungerade,
1= Vg, -1, firn gerade.

Weitere Beispiele:

Problem:
mehr sinnvollen Ein-
leitungstext
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Beispiel 5.3.
1. Die Folge (f,) = (0,1,1,2,3,5,8,13,...), also
for1=fu+ fuafuirn>2und f1 =0, =1,

heifit Folge der Fibonacci—Zahlen (siehe auch Abschnitt(1.3.4).

2. Die Folge
(a,) =(1,2,4,6,10,12,16,18,22,...)

gehorcht dem Gesetz: 2, = n—te Primzahl 1.

In der Analysis werden Folgen verwendet, um eine gesuchte Zahl besser und
besser zu approximieren:

(3,3.1,3.14,3.141,3.1415, ...)
approximiert die Kreiszahl
n=3.141592...

immer besser, je grofier n ist. Wir geben dieser Idee einen prazisen Sinn:

Definition 5.4. Sei (a,,) eine Folge reeller Zahlen und a € R eine weitere Zahl. (ay,)
heif$t konvergent gegen a, in Zeichen

lim a, =a,
n—o0

wenn Ye >0 Ang =ng(e) € N, sodass |a, —al < e ¥ n > ny.

a heif$it Limes oder Grenzwert der Folge (ay,).
Beispiel 5.5.

1. (@) = (3). Es gilt: lim, e 1 = 0, denn ist ¢ > 0 vorgegeben, so existiert
nach dem Archimedischen Axiom ein ng mit ng > % und daher:

1 1
e>—2>—Vn=nyg.

Mo n
Also gilt:
1 1 1
|=-0|=|>]== <eV¥n>n,.
n n' n
2. Es gilt:
fim L g,
n—o00 n
In der Tat gilt:
1 1 1
n+ _1’=—§—<eﬁirn0<e,
n n . np

wie im vorigen Beispiel. Also: ny = I'%'l.
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3. Die konstante Folge (a,,) mit 2, = a fiir ein gewisses festes a konvergiert
gegen a.

4. Die Folge ((-=1)") konvergiert nicht, denn: Ist lim,_,(—1)" = a fiir ein 4,
so existiert zu € = 1 ein ng, so dass

|(—1)” - a’ <1Vn = ny.

Insbesondere gilt:

2 = |-l -a+a+ (-1
A-Ungl.
< | —a| +]a - (-1
< 1+1=2.

Dies ist ein Widerspruch.
Vorlesung vom:
Bemerkung 5.6. Fiir jedes ¢ > 0 liegen bis auf endlich viele Folgenglieder a, 21. November 2008

alle Folgenglieder einer gegen a konvergenten Folge in dem Intervall Qualititsstand:
erste Version

la—¢,a+¢|,

wobei dies wie folgt definiert ist.

Definition 5.7. Wir definieren fiir a,b € R mit a < b die folgenden Intervalle:

] ={xeR|a<x<b} (geschlossenes Intervall),
[:={xeR|a<x<b} (offenes Intervall),

[ :={xeR|a<x<b} (halboffenes Intervall),
]:={xeR|a<x<b} (halboffenes Intervall).

Manchmal schreibt man fiir |a, b[ auch (a, b) etc.

Bemerkung 5.8. Der Grenzwert a = lima, einer konvergenten Folge ist ein-
deutig bestimmt.

Beweis. Seia’ € R ein weiterer Grenzwert. Dann gibt es zu ¢ > 0 Zahlen ny, 1,
so dass
la, —al < eVn>nq, |la,—a’|<eV¥n>n,.

Dann gilt fiir n > max(ny, ny):
la—a'|=la—a,+a,—a|<l|la—ay| +la, —a’|<e+e=2e.

Also: |a — a’| < 2¢ fiir jedes beliebige ¢ > 0 und daher:a =4’ i
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Satz 5.9 (Rechenregeln fiir Grenzwerte). Es seien (a,), (b,) zwei konvergente
Folgen mit Grenzwerten a = lima,, b = lim b,,. Dann gilt:

1. Auch die Folge (a, +b,,) ist konvergent mit Grenzwert a+b. Mit anderen Worten:
lim (a, + b,) = lim a, + lim b,,,
n—oo n—oo n—oo
falls die rechte Seite existiert.
2. Die Folge der Produkte (a, - b,) konvergiert mit Grenzwert a - b bzw.:
lim(a, - b,) = lim a,, - lim b,
n—oo n—oo n—oo
falls die rechte Seite existiert.
3. Ist b # 0 und by, # O fiir alle n, so konvergiert auch die Folge (Z—) und es gilt:

i an _ lima, a
no% b, lLimb, b

Beweis.

1. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Nach Voraussetzung dny, 71, € IN, so dass
0, —al < 5 ¥ n >y und by bl < 5 V= .

Dann gilt fiir ngp = max(ny, ny):
A—Ungl. & £
la,+b,—(@+Db)| =|a,—a+b,—bl < |a,—al+|b,—b| < §+§ =eV¥n > ny.

2. Wir verwenden die A-Ungleichung in der Form:

la,b, — ab| = |a,b, —a,b + a,b — ab|
< layby — ayb| + layb — ab| = |a,| - [by, — bl + |b] - |a, — al.

Nach Voraussetzung existiert zu ¢ = 1 ein 1, so dass
la, —al < 1Vn>n =lay <lal+1VYn =nq, by <0+ 1.

e . .
Fiir T 0 existiert ein n3, so dass

&
- — _VYn>uns.
la, —al < EE) n>n,

Sei dann ng = max(ny, 1, n3). Dann gilt:
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|a,b, —abl < lay| - b= byl +1b| - |a, — al
< (lal +1) - b= bu| + (Ib] + 1) - la, —al

<(al+1) ———=+ (bl +1)

€ Lt
2(Jal + 1) 2(|pl +1)

+

™M N| M
N m

fir alle n > ny = max(ny, ny, n3).

3. Die wesentliche Abschdtzung ist dieses Mal:

a, a a,b —ab,

b, b b,b
_layb —ab +ab — ab,|
- (Db
|a,b — ab| + |ab — ab,,|
<
Dl - 1B

o N —al- ol al 10— byl
= bul - 10l |bul - 1D

Zue= % > (0 dnq, so dass |b, — b| < % VYn > nq, d.h.

b b
|bn|>|b|—'2—':gvn2n1

wegen der Konvergenz von (b,) gegen b # 0. Also gilt fiir n > ny:

77

- b,-b - b, = b
a_n_gslan a|+|a|'|n |S|an ll|+|ll||n |
b, b 1 bl - 16l — |bI/2 |bl/2
Sei ¢ > 0. dann existiert ein n,, so dass |a, — a| < %bl VYn > np, und es
existiert ein 13, so dass |b, — b| < (|u|1+1) . % - £. Damit gilt:

a, a, e-b 2 |b|? 2
b, b < 1 0] + (lal + 1)
+

PR TESV T
fur alle n > ng = max(ny,ny, n3).

Beispiel 5.10. Wir betrachten die Folge (a,,) mit

Cn+2n-1 1+2-5

T2 43n+1 243417
n n

ay



Problem:
und weiter???
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Nun gilt:
limlzo = Ozliml-limlzlim%.
n—oo 11 n—oo 11 n—ooo 11 n—oo 11

Es folgt:

lim(1+z—l2):1im1+lim21—1iml2=1+2-O—0=1.
n n

n—o0 n—oo n—oo 1 n—oo 1

Ahnlich kénnen wir lim,, (2 + 2 + ) = 2 zeigen, so dass sich insgesamt
ergibt:

2 _ 1
lima:l-’-ﬁ_F 1
noe D434 L2
n n

5.2 Beispiele fiir Folgen in der Informatik

Sei A ein Algorithmus, den wir mit Eingabe unterschiedlicher Langen n
aufrufen konnen.

Beispiel 5.11. Addition zweier Zahlen mit n Ziffern. Sei a,, := maximale Lauf-
zeit dieses Algorithmus fiir eine Eingabe der Lange n. (a,) ist eine Folge reeller
Zahlen. Schriftliche Addition ist bekannt:

Ap-1 *-* A2 a1 4o
by1 -+ b by by
Cp1 "0 C2 1

dy—1 -+ dp dy dy.

Die Addition von zweibzw. drei einstelligen Zahlen kann man in einer Tabelle
nachschlagen. Brauchen wir hierfiir t Takte, so benotigen wir insgesamt # - t
Takte. Ist ein Takt s Sekunden lang, so erhalten wir:

a,=n-t-s.

5.3 Landau-Symbole (O- und o-Notation)

Sei (a,) eine Folge positiver reeller Zahlen und (b,,) eine weitere solche Folge.
Dann sagen wir:

b, € O(a,) (b,) wéchst hochstens wie (a,,),
falls eine Konstante ¢ > 0 und ein 1y € IN existieren, so dass

|b,| < c-a, Yn > ng.
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Beispiel 5.12. n-t-s € O(n). Die Aussage, dass sich zwei Zahlen mit n Stellen
in der Laufzeit O(n) addieren lassen, ist in vielerlei Hinsicht viel besser und
informativer als die genaue Formel, da sie tiber die Laufzeit fiir grofie 1 eine
gut vergleichbare Aussage macht.

Wir schreiben
(by) € o(ay),
falls lim,, i—: =0, also:

o(n) = {(by) | lim bu_ 0}.

n—o0 an

O(n) und o(n) heifien auch Landau-Symbole (es gibt noch weitere davon,
wir beschranken uns hier aber auf diese beiden).

5.4 Aufwandsanalyse der Multiplikation

Bei der schriftlichen Multiplikation zweier Zahlen a,b mit n bzw. m Ziffern
miissen wir n-m Gedéachtnisleistungen fiir das kleine Einmaleins durchfiih-
ren; der Aufwand ist also insgesamt in O(n-m) bzw. O(1?), falls n = m. Es geht
auch schneller:

Algorithmus 5.13 (Karatsuba, 1962).

Input: Zwei natiirliche Zahlen a,b mit n = 2* Biniirstellen.
Output: Das Produkt a - b.
1. Schreibe a = ag + a12"2, b = by + b12"? mit ag, a1, b, by Zahlen mit 2571
Bindirziffern.
2. Berechne apby, (ag+a1)(bo+b1), a1by durch rekursives Aufrufen des Algorithmus.
3. Gebe das Ergebnis

llobo + [(ao + 111)(b0 + bl) - aobo - ﬂlbl] . 2n/2 + a1b12”

aus.

Der dritte Schritt involviert die Addition von mehreren Zahlen mit 2"/? Bi-
nérstellen, ist also von der Ordnung O(5) = O(n). Entscheidend ist, dass im
zweiten Schritt nur drei statt vier Multiplikationen notwendig sind. Daher
ist ndmlich der Aufwand fiir die Multiplikation von zwei n—stelligen Binar-
zahlen von der Ordnung

O(nlogZS) c O(Tll‘59),
wie wir in einer Aufgabe zeigen werden. Dies ist viel besser als O(1?).

Multiplikation geht noch wesentlich schneller; es gilt ndmlich sogar:



Vorlesung vom:

26. November 2008
Qualitdtsstand:
erste Version
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Satz 5.14 (Schonhage-Strassen, 1971). Zwei n—stellige Zahlen lassen sich mit
Aufwand O(nlog nloglogn) multiplizieren.

Néheres dazu in Veranstaltungen zu Datenstrukturen und Algorithmen oder
Computeralgebra.

5.5 Das Vollstandigkeitsaxiom

Wir mochten das sogenannte Vollstindigkeitsaxiom von R formulieren.
Grob gesehen sagt das Axiom, dass jede Folge, die so aussieht wie eine
konvergente Folge, tatsachlich konvergiert.

Definition 5.15. Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen. (a,) heifst nach oben be-
schrinkt, nach unten beschrinkt bzw. beschrinkt, wenn es eine Konstantek € R,
genannt Schranke, gibt, so dass

a, <kVneN,
a, > kV¥n € N bzw.
la,| < kV¥neN.
(an) heif$st monoton fallend bzw. monoton steigend (auch monoton wachsend

genannt), wenn a, > a1 Yn € N bzw. a, < a,41 VYn € IN. Eine monotone Folge
ist eine Folge, die monoton steigend oder monoton fallend ist.

(a,) heifit streng monoton fallend, streng monoton wachsend bzw. streng mo-
noton, falls die entsprechenden Ungleichungen strikt sind.

Bemerkung 5.16. Jede konvergente Folge ist beschrankt.

Beweis. Sei (a,) eine konvergente Folge mit lima, = a. Dann gibteszu e =1
ein ng, so dass |a, —al < 1 Vn > ng. Es folgt: |a,| < |a|l + 1 Vn > ng. Also:
M = max{|m|,...,|a,-1],]a] + 1} ist die Schranke fiir |a,,]|. |

Definition 5.17. Eine Folge (a,) heifit Cauchy—Folge, wenn

Ve > 0dng € N, sodass |a, —a,| < eV¥n,m> nyg.
Bemerkung 5.18. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei (a,) eine konvergente Folge mit lima, = a und sei ¢ > 0 vorgege-
ben. Da (a,) gegen a konvergiert, ng, so dass |a, —a| < 5§ ¥n 2 ng. Also:

A-Ungl.
la, —anl =la, —a+a—a,|l < la,—al+la—a,l <

< + - =¢cVn,m = n.

N| ™
N| ™

O
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Das Vollstindigkeitsaxiom von R konnen wir nun so formulieren:

Satz 5.19 (Vollstindigkeitsaxiom (Cauchy-Kriterium)). Jede Cauchy—Folge
reeller Zahlen konvergiert in R, d.h. ist (a,) eine Cauchy—Folge, dann 3 a € R,
so dass (a,) gegen a konvergiert.

Das Vollstandigkeitsaxiom ldsst sich auch anders formulieren:

Satz 5.20 (Vollstindigkeitsaxiom, 2. Version). Jede monotone beschrinkte Folge
konvergiert.

Beweis (nur eine Plausibilititsiiberlegung). Diese Version machen wir uns
fur R, definiert als Menge der unendlichen Dezimalzahlen, plausibel: Sei
R = { Dezimalzahlen }. Es gentigt, die Aussage fiir monoton fallende Folgen
positiver Zahlen zu zeigen. Sei (a,,) eine Folge reeller Zahlen mit a, > a,4+1 Yn
und a, > 0 Vn. Wir bestimmen sukzessieve die Dezimalzahlentwicklung des
Grenzwerts a. Sei dazu |a;| = k der ganze Anteil von 4;. Dann liegen al-
le Glieder der Folge in dem Intervall [0,k + 1[, was wir in k + 1 disjunkte
Teilintervalle
[0, 1[U[1,2[U--- U [k k+ 1]

zerlegen. Da (a,) monoton fallend ist, gibt es genau ein Teilintervall [7,7 + 1[,
das unendlich viele Glieder der Folge enthilt. Dann ist i der ganze Anteil des
Grenzwerts. AnschliefSend zerlegen wir [i, i+1[ wiederum in 10 Teilintervalle:

li,i + 1[= [i.0,i.1[U[i.1,i2[U--- U [i9,i + 1[.

Wieder gibt es genau ein Teilintervall [i.i},i.(f; + 1)[, welches unendlich vie-
le Elemente der Folge enthélt. Dann ist /1 die erste Nachkommastelle (bzw.
Nachpunktstelle in der obigen Notation) des Grenzwerts. Als nichstes zer-
legen wir [i.iy, i.i; + 0.1[ in 10 Teilintervalle, um die zweite Nachkommastelle
i» zu bestimmen usw. Auf diese Weise konnen wir simtliche Dezimalstellen
i, des Grenzwertes

a= 1111213 .

bestimmen. O

Warum ist das Vorige kein Beweis? Der Grund ist, dass in der Definition
der unendlichen Dezimalzahlen schon der Begriff Konvergenz eingeht. Dass
Folgen, die durch Dezimalbruchentwicklung definiert werden, wie

3.14,3.141,3.1415, . ..

konvergieren, konnen wir so nicht zeigen.
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Definition 5.21. Sei (a,,) eine Folge und
n<np <. <N <--

eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen. Dann nennen wir die
Folge (ay,)ken eine Teilfolge von (a,).

Satz 5.22. Jede Folge besitzt eine monotone Teilfolge.

Beweis. Sei (a,) eine Folge. Wir nennen das Glied a,, einen Hochpunkt der
Folge, wenn
Ay, > a, Yn > m.

Hat die Folge (a,) nur endlich viele Hochpunkte, dann besitzt (2,) eine mono-
ton wachsende Teilfolge. Ist ndmlich a,, der letzte Hochpunkt, so setzen wir
ny = m+1und zu a,, gibt es nach Voraussetzung ein n, > 1y mita,, < a,,, zu
a,, ein n3 > np mit a,, < a,, und rekursiv ein a,, ein ngyy > ng mita,, < a,,,,.
(a5,) ist dann die gesuchte monoton wachsende Teilfolge.

Hat andererseits (a,) unendlich viele Hochpunkte, so bildet die Teilfolge der
Hochpunkte, n1 < np < -++ < ng < --- mit ny definiert durch a,, ist der k—te
Hochpunkt eine monoton fallende Teilfolge. O

Satz 5.23. Die zweite Version (Satz|5.20) des Vollstindigkeitsaxioms impliziert die
erste (Satz|5.19).

Um diesen Satz beweisen zu konnen, benttigen wir folgende Aussage:
Satz 5.24. Jede Cauchy—Folge ist beschrinkt.

Beweis. Sei (a,) eine Cauchy-Folge. Dann gibt es zu a = 1 ein ng, so dass
la, —a,| <1Vn,m > n.
Insbesondere gilt also:
la, — an,| <1VYn>ng

und damit:
2yl < lan,|+1Vn > n.

Mit
M= max{ lat, ..., -1l an,| + 1}

haben wir dann eine Schranke fiir die Folge (a,) gefunden. O
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Beweis (von Satz|5.23). Jede Teilfolge einer Cauchy-Folge (a,) ist ebenfalls eine.
Insbesondere gibt es eine monotone beschrénkte Teilfolge (a,,) von (a,). Nach
der zweiten Version des Vollstandigkeitsaxioms hat (a,,) einen Grenzwert

lima,, =a.

—00

Wir zeigen, dass auch lim,,_,., 2, = a gilt. Sei dazu ¢ > 0 vorgegeben. Dann
existiert ein ko mit
€
lay, —al < 3 Yk >k

und es gibt ein np mit
€
la, —a,| < 3 Vn > np.

Sei nun N = maxf{ky, ng}. Fiir n > N gilt dann:

&
lan = al = lan = an | + lan, —al < 5+

7

N ™m

was zu zeigen war. O

Satz 5.25. Das Vollstindigkeitsaxiom (Satz|5.19) impliziert die zweite Version des
Vollstindigkeitsaxioms (Satz|5.20).

Beweis. Wir verwenden das Argument der Plausibilitdtsiiberlegung fiir die
Richtigkeit der zweiten Version. Sei (a,) eine monotone, beschrankte Folge.
Sei M eine Schranke, also |a,] < M ¥n € IN. Wir zeigen zunédchst, dass (a,)
eine Cauchy-Folge ist. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wir wihlen N € N mit N > ¥
(N existiert nach dem archimedischen Axiom, siehe Def.[4.10). Dann ist

N-1
[-M, M[C [-M, —M + 2¢N[= U[—M +ke, =M + (k + 1)e[
k=0

eine disjunkte Zerlegung. Wegen der Monotonie der Folge (a,) gibt es genau
ein Teilintervall
[-M +ke, -M + (k+ 1],

das alle bis auf endlich viele a,, enthilt. Gilt etwa
ay €[ -M+ke, -M+ (k+1De[ VYn=>ng,
so folgt:
la, —a,| < eVn,m > ny.

Nach dem Cauchy—Kriterium hat die Folge (a,) einen Grenzwert a € R.
Somit ist gezeigt, dass jede monotone, beschrankte Folge konvergiert, wenn
das Cauchy-Kriterium erfiillt ist. O
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Weitere Axiome zur Charakterisierung der rellen Zahlen benétigen wir nicht:

Satz 5.26. Seien R und R’ zwei archimedisch angeordnete Korper, die beide das
Vollstindigkeitsaxiom erfiillen. Dann gibt es genau eine bijektive Abbildung

p:R—> R,
die alle Strukturen erhilt. Etwa: @(a + b) = ¢p(a) + @(b), a > b= @(a) > ¢(b) usw.

Beweis. Da R und R’ angeordnet sind und die Charakteristik 0 haben, lasst
sich Q als Teilmenge von R und R auffassen:

3
Y

R
I
Q Q

Wir werden ¢ so konstruieren, dass
Plg: Q= R, |y =9

(man sagt ¢ eingeschrankt auf Q) die Identitdt idg auf Q ist, d.h. (p| 0= idg.
Sei dazua € R gegeben. Zu ¢ =  wihlen wir eine rationale Zahl a, €la—¢,a+

¢[. Zum Beispiel konnen wir a,, 'in der Form %' wéhlen mit einem gee1gneten
m € Z., denn da der Durchmesser des Intervalls (@a+e)—(a—¢)=2¢e= ; ist,
enthélt es wenigstens eine der Zahlen 7.

Die Folge (1,) konvergiert dann gegena € R: Zu ¢ > O existierteinng > X nach

dem archimedischen Axiom und |a, —a| < 1 < L < ¢ V¥n > ny. Die B11der

¢p(a,) € Q C R’ sind schon definiert, da a, G_Q Die Folge (¢(ax)) 1st eine
Cauchy-Folge in R’, da das Cauchy-Kriterium fiir ¢ der Gestalt ¢ = -- € Q
mit m € IN erfiillt ist. Nach dem archimedischen Axiom gentigt es, solche ¢

zu betrachten.

Seia’ = lim,_ ¢(a,) € R’, der Grenzwert a’ existiert nach dem Vollstandig-
keitsaxiom in R’. Wir definieren dann ¢(a) := a4’ € R’. Man kann sich ohne
allzu grofie Miihe folgendes {iberlegen:

1. Die so definierte Abbildung ¢: R — R’ ist wohldefiniert, d.h. unabhingig
von der Wahl der Cauchy-Folge (a,,) in Q mit lima, = a.

2. @ ist bijektiv.

3. @ respektiert simtliche Strukturen. Also: @(a + b) = ¢(a) + ¢(b), p(a - b) =
@) - p(b), a < b= @) < p(b).
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5.6 Quadratwurzeln

Die Einfiithrung der reellen Zahlen haben wir beispielsweise motiviert durch

V2 ¢ Q. Fiir jede reelle Zahl b > 0 existiert a = Vb € R, d.h. eine reelle Zahl
a > 0, genannt die Quadratwurzel von b, mit a% = b. Wir kénnen dies aus den
Axiomen folgern:

Satz 5.27. Sei b > 0 eine reelle Zahl. Die durch

1 b
Ap+1 = E(an + _)
rekursiv definierte Folge konvergiert fiir jeden beliebigen Startwert ag > 0 und der
Grenzwert a = lim,,_,« a, (> 0) erfiillt a2 = b, d.h.a = Vb.

Beweis. Wir gehen schrittweise vor:

1. Zunichst einmal ist a, # 0 zu beweisen, damit die Folge tiberhaupt
definiert ist. Wir zeigen: a, > 0 Vn mit Induktion. a9 > 0 ist nach Voraus-
setzung richtig. Induktionsschritt: a, > 0,b > 0 = % >0>=a, + ‘% >0

=y = (@, + a%) > 0.

2. Esgilta? >bYb > 1, denn:

n

1 b
af, -b= Z(a"_l + — )2 -b
= }l(aﬁ_l +2b+ %) b
bz
= (@, -2+ =)
1 b \2
= Z(an—l - an—l)
> 0.

3. Esgilt:a,,1 <a, fiur allen > 1, denn:

2 ay
1 by 1
=5 - )= 5, (0 -0)
> 0.

nach dem vorigen Schritt.

Vorlesung vom:

28. November 2008
Qualitétsstand:
erste Version
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4. (an)u>1 ist also eine monoton fallende Folge positiver Zahlen. Nach dem
Vollstandigkeitsaxiom (zweite Version) existiert daher der Grenzwerta =
im0 4.

5. Wir zeigen: a*> = b. Wegen dem vorigen Schritt konvergiert die Folge
(@n+1 - a,) ebenfalls und es gilt:

lim(a, - a,41) = limay, - lima,; = a2,

Andererseits ist

Ay - Gyay = %(ai +b),

also:

a? = lim(an -an+1) = lim %(a,% + b)

= %((liman)z +b) = %(a2 +)

nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte. SchliefSlich folgt damit: %(12 = %b
bzw. a® = b.

O

Beispiel 5.28. Wir wenden den im Beweis von Satz angegebenen Algo-
rithmus zur Berechnung der Quadratwurzel an:

1.b = 4, ap = 1. Der korrekte Grenzwert ist also Vb = 2. Es ergibt sich
folgende Tabelle:

b

n|ay, i
0|1 4
1125 1.6
212.05 1.95121
312.0006097

2. Fiir b = 2 und a¢ = 1 erhalten wir als Grenzwert V2:

b

n|ay o

01 2

115 1.3333...
2(1.41666... 1.41176

311.4142 1.414211
411.414213
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Bemerkung 5.29. Sei b > 0. Die Konvergenz der Folge
1 b
Aps1 = E(an + a_n)

gegena = Vb ist bemerkenswert schnell: Wir definieren den relativen Fehler
fa von a, durch die Formel

ap, =a-(1+ f,).
Dann ist f, > 0 fiir n > 1. Einsetzen in die Gleichung a,,+1 = %(an + %) ergibt:

2

1
a(l+ fu) = E(ﬂ(1 + fu) + a(lan)
bzw.
- 1 1 1 2+2fn+fn2
1+fn+1:§((1+fn)+1+fn):§' 1+fn ’
Es folgt:

1o fio 1 >
fn+1 = E : 1+fn = E - mr {fn/fn}-
Ist also der relative Fehler f, > 1, so halbiert er sich wenigstens in jedem
Schritt. Ist nun f; < 1, dann ist fy+1 = 3 - f2. In diesem Fall verdoppeln
sich die relevanten Stellen mit jedem Iterationsschritt. Man spricht daher von
quadratischer Konvergenz.

Bemerkung 5.30 (Monotonie der Quadratwurzel). Seien x,y € R.y. Dann
gilt:

Vi >y = x>y,
denn:

(V= V1) - (Va+ yy)=x-y = (V- y7>0 & x-y>0)

>0

5.7 Zur Existenz der reellen Zahlen

Nach Satz ist es egal, wie wir uns von der Existenz von R tiberzeugen.
Zwei Konstruktionen von R aus Q sind gebréduchlich:

e Cauchy-Folgen modulo Nullfolgen,
e Dedekindsche! Schnitte.

Beide werden wir kurz erldutern.
Dedekind: Deutscher Mathematiker (1831-1916)
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5.7.1 Cauchy-Folgen modulo Nullfolgen

Definition 5.31. Eine Nullfolge (a,) ist eine Folge, die gegen 0 konvergiert. Wir
betrachten jetzt

M = {(an) | (an) ist eine Cauchy—Folge rationaler Zahlen }
1
={(a,) | YN > 0dnyg : |a, —a,| < NVn,m > ng}.
Offenbar ist
McQN={N - Q).
Wir definieren auf M eine Aquivalenzrelation durch
(an) ~ (by) &= (a, — by) ist eine Nullfolge .
Dann konnen wir
R := M/~
als Definition von R verwenden:

Addition und Multiplikation definieren wir reprisentantenweise auf M/~:

[@)] +[(0n)] := [(@n + ba)].
Dies ist wohldefiniert, da die Summe zweier Nullfolgen eine Nullfolge ist. Die Mul-
tiplikation
[@n)] - [(bn)] := [(@, - by)]
ist wohldefiniert, da Cauchy—Folgen beschrinkt sind und da das Produkt einer be-
schrinkten Folge mit einer Nullfolge eine Nullfolge ergibt.

Mit diesen beiden Verkniipfungen wird M/~ ein Korper:

o Die 0 ist die Aquivalenzklasse, die aus allen Nullfolgen besteht.
e Die 1 wir von der Konstanten Folge (1),en reprisentiert.

o Ist[(an)] # 0, also (a,) ist eine Cauchy—Folge, die keine Nullfolge ist, so existiert
eina = 1%] > 0 und ein ng, so dass
1
la,| > N Vn > ng.

Die Folge
1, fallsn <ny,
%, falls n > ny,

w@mﬁm:{

reprisentiert das Inverse.

e Schliefilich zum Vollstindigkeitsaxiom fiir M/~: Ist (ay) eine Cauchy—Folge in
M/~ mit ay. repriisentiert durch die Folge ar = [(ax,)nen], so ist die Diagonalfolge
(an,) ebenfalls eine Cauchy—Folge in Q und man kann recht einfach zeigen, dass
tatsichlich gilt:

r}ljl;lo ay = [(ann)]‘



5.8 Der Satz von Bolzano-Weierstrass 89

5.7.2 Dedekindsche Schnitte

Definition 5.32. Eine disjunkte Zerlequng
Q=UvVmitUV+0undu<ovVuelundveV

heifit Dedekindscher Schnitt.

Ein gut gewdhlter rationaler Dedekindscher Schnitt ist ein Dedekindscher
Schnitt der Gestalt

U ={xeQ|x<r}, V,={xeQ|x>r},

wobei r € Q.

Den Schnitt
U={xeQlx<r}, Vi={xeQ|x>r}

nennen wir schlecht gewahlt.
Alle anderen Dedekindschen Schnitte nennen wir irrational.

Gut gewdhlte Schnitte sind entweder irrationale Schnitte oder gut gewahlte
rationale Schnitte. Dann konnen wir

R := { gut gewahlter Dedekindscher Schnitt } c 29 x 29

zur Definition von R nehmen. Der Nachweis samtlicher Axiome ist ldnglich,
aber nicht schwierig.

5.8 Der Satz von Bolzano—Weierstrass

Nun forumulieren wir noch eine sehr niitzliche Aussage:

Satz 5.33 (Bolzano-Weierstrass). Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen (a,) hat
eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei M eine Schranke fiir (a,), etwa
-M<a, <M.
Wir zerteilen sukzessive das Intervall
[-M,M] = [-M, 0] U [0, M]

in jeweils halb so grofse Intervalle. Wir setzen Ny := =M, M; := Mund n; = 1.
Sukzessive wihlen wir

Problem:
miindlich: Griechen?

Problem:
Referenz angeben?

Vorlesung vom:
3. Dezember 2008
Qualitatsstand:
erste Version
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N <a, <M,

so dass unendlich viele Glieder der Folge (a,,) im Intervall [Ny, M] liegen. Ist
dies fiir k getan, dann zerlegen wir

Ni + M
2

N + Mg

[Nk, Mi] = [Ny, >

1Uf Ml

und wihlen

w, wenn [M, M;] oo viele Glieder der Folge enthiilt,
Ny =
Ny, sonst,
My, wenn [Nk;M" , Mj] oo viele Glieder der Folge enthilt,
Mist = e, sonst
2 :

Schliefdlich wihlen wir

k41 > Nk, S0 dass ay,,, € [Niy1, Mig1].

Dann ist (a,,) eine Cauchy-Folge und damit die gesuchte konvergente Teil-
folge. O

Definition 5.34. Sei M C R eine Teilmenge. Eine reelle Zahl A heifit obere Schran-
ke von M, wenn a < AVa € M gilt. M heifit nach oben beschrinkt, wenn es eine
obere Schranke gibt.

Satz/Definition 5.35. Jede nicht leere nach oben beschrinkte Teilmenge M C R
besitzt eine kleinste obere Schranke, d.h. 3 obere Schranke A € R von M, so dass
A < A’ fiir jede andere obere Schranke A’ von M gilt. Wir nennen A das Supremum
von M, geschrieben:

sup M := A = kleinste obere Schranke von M.
Analog definieren wir fiir nach unten beschrinkte nicht leere Teilmengen M C R:
inf M := grofSte untere Schranke von M,

das Infimum von M.

Beweis (der Existenz des Supremums). Sei Ag eine obere Schranke von M und
ap € M, also ayp < Ag. Wir definieren zwei Folgen

(a,) mita, e M

und
(A,) obere Schranke von M,
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so dass (a,) monoton wéchst, (A;) monoton fallt und
0<A;—a, <27"(Ao —ao)
gilt. Dann konvergieren beide Folgen und es gilt:
lima, = limA,,.

Dieser Grenzwert ist das Supremum von M.

Seien a,,, A, schon gewihlt. Dann wihlen wir

Aty , falls ity oine obere Schranke ist,
Ap =1 2 2
A, sonst.

. A A . .
P {eln Element von M > %, falls% keine obere Schranke ist,
n+l —

Ay, sonst.

Die Folgen (a,) und (A,) haben dann die gewiinschte Eigenschaft, wie man
leicht nachpriifen kann. Das Infimum ergibt sich analog. |

Beispiel 5.36. Sei
1
M=((-1)"-(1-2)|neN].

Dann gilt: sup(M) = 1, inf(M) = —1.

5.9 Michtigkeit

Wieviele reelle Zahlen gibt es?

Definition 5.37. Sei M eine Menge. M heifit abzihlbar, wenn es eine surjektive
Abbildung ¢: IN — M gibt.

Beispiel 5.38.

1. Jede endliche Menge ist abzdhlbar.
2. Z ist abzdhlbar: Z = {0,1,-1,2,-2,...}, genauer:

, n=1,

= O

p:IN—=Z, pn) = , n gerade,

n
—1(n—1), nungerade > 3.
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3. N x IN ist abzédhlbar. Wir definieren ¢: IN — IN X IN durch

1,1)——(1,2) (1,3) (1,4)
S 7
(2,1) (2,2)
=

3, 1) (3,2)
L

Bemerkung 5.39. Ist M abzdhlbar unendlich, dann gibt es auch eine bijektive
Abbildung ¢: N — M.

Beweis. Sei ¢: IN — M surjektiv. Wir definieren n; =1,
Y1) = (n)
und rekursiv, falls (1), ..., (k) schon definiert sind,
nwa = minfn | o(n) € (1), ..., Y(K)})
und Yk + 1) = @(1g41)- m]

Satz 5.40. Es sei M = (J~, My eine abzihlbare Vereinigung von abzihlbaren Men-
gen My. Dann ist auch M abzihlbar.

Beweis. Sei
P:IN - INXN, n = ¢(n) = W1(n), P2(n))

die Abzdhlung von IN X IN und ¢, : IN — M; eine Abzdhlung von M;. Dann
ist die Abbildung

®: N - UMk, D(n) = Py, ) (YP2(1))
k=1

eine Abzdhlung von M. O

Korollar 5.41. Q ist abziihlbar.

Beweis. Sei My = {3 | n € Z} C Q. Dann gilt: My & Z & Nist abzihlbar, also
auch Q = Uy, My. ]
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Definition 5.42. Eine Menge, die nicht abzihlbar ist, heifit iiberabzihlbar.
Satz 5.43 (Cantors zweites Diagonalargument, 18772). R ist iiberabzihlbar.

Beweis. Es genitigt zu zeigen, dass [0, 1[C R iiberabzihlbar ist.

Angenommen,
N — [0,1[, n + ay,

ist eine Abzahlung. Wir betrachten die Dezimalbruchentwicklung der a,:
a, =0.a0a, ... 0. ..

mit a,. € {0,...,9} die k—te Nachkommastelle von a,. Dann sei die Zahl
¢ =0.c1cp...Ck... mit Ziffern ¢, durch

1, awm #1,
Ck = 2, akkzl.

definiert. Offenbar gilt dann ¢ # a,,, da ¢, # a,,. Also ist
N — [0,1[, n + a,

nicht surjektiv. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. O

Die Mengenlehre von Cantor beschéftigt sich mit beliebig grofSen Mengen.

Definition 5.44 (Cantor). Zwei Mengen M, N heifien gleichmdchtig, wenn es eine
bijektive Abbildung @ : M — N gibt. M heifst wenigstens so mdichtig wie N, wenn
es eine surjektive Abbildung ¥ : M — N gibt. M heifit echt mdchtiger als N, wenn
es eine surjektive Abbildung M — N, aber keine bijektive Abbildung M — N gibt.

Man kann unter Verwendung des sogenannten Auswahlpostulats (auch
Auswahlaxiom) zeigen, dass M wenigstens so méachtig wie N und N we-
nigstens so méchtig wie M impliziert, dass M und N gleichméchtig sind. Das
Auswahlpostulat ist dabei folgendes Axiom der Mengenlehre:

Definition 5.45 (Auswahlaxiom). Sei (M;);; eine Familie von nichtleeren Men-
gen. Dann existiert eine Abbildung

a:l—- UM,-,
i€l
so dass a(i) € M, fiir alle i € I gilt. Mit anderen Worten kann man aus den nicht

leeren Mengen M; gleichzeitig je ein Element auswihlen.

Man kann zeigen, dass die Potenzmenge 2M einer Menge M stets echt méch-
tiger als M ist.

21874 gab er schon einen anderen Beweis. Sein erstes Diagonalargument zeigt,
dass die rationalen Zahlen abzéhlbar sind.
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Aufgaben

Aufgabe 5.1 (Die Landau-Symbole). Welche der folgenden Aussagen gilt?

1. 24l € O(n).

n+n+l

2. S5 € 0(1’1).
21-5 1

3. 20m \i 1000 © O(n)'

g, X100 ¢ o),

Aufgabe 5.2 (Quantoren und ¢). Sei (a,) eine Folge in R und 2 € R. Welche
Implikationen bestehen zwischen den folgenden sechs Aussagen?

1.Ve>03any: Yn>ngla, —al <e,

2.de>0dng: Yn>ngla, —al <e,

3.Ve>0Vng: Yn>ngla, —al <e,

4. de>0V¥ny: Yn=>ngla, —al <e,

5.dngVe>0: VYn>ngyla, —al <e,

6. dngVe>0: dn>ngla, —al < ¢.

Geben Sie Beispiele von Folgen an, die zeigen, dass weitere Implikationen
nicht bestehen.

Aufgabe 5.3 (Quantoren und ¢). Fiir n € IN definieren wir die Folgen:
a, = Vn+1000 — Vn,
bn = n+ \/_ - \/E/

n
&= 1+ Jogg ~ V-

Zeigen Sie: Fuir 1 < n < 1.000.000 gilt a, > b, > c,, aber

lima, =0, und lim b, = %

n—o0 n—o00
und die Folge (c,)nen ist unbeschrankt.

Aufgabe 5.4 (Nullfolgen). Eine Folge (a,,) heifst Nullfolge, falls lim,_,c a4, =
0. Sei (a,) eine Nullfolge, (b,) eine Cauchy-Folge und (c,) eine beschrénkte
Folge. Zeigen Sie:
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1. (a, + by) ist eine Cauchy-Folge.

2. (ay + c,) und (b, + c,) sind beschrankte Folgen.

Aufgabe 5.5 (Konvergenz von Folgen). Wir definieren die Folge (a,)nen,
durchap =1 und
a, = \1+a,.1 VYn>1.

Zeigen Sie, dass die Folge konvergiert, und bestimmen Sie den Grenzwert.
Aufgabe 5.6 (Infimum und Supremum). Seien
M ={xeQ|x*<2)cRund M, ={xeQ]|x*>2}cR

Welche dieser Mengen besitzt ein Supremum, welche ein Infimum? Geben
Sie es jeweils an, wenn es existiert.

Aufgabe 5.7 (Abzdhlbarkeit). Zeigen Sie:

1. Die Menge aller endlichen Teilmengen von IN ist abz&hlbar.

2. Die Menge aller Teilmengen von IN ist tiberabzéhlbar.
Aufgabe 5.8 (Grenzwerte von Folgen/ Teilfolgen). Zeigen Sie, dass die Folge

a, = sin (7'( \/ﬁ) + cos (71 logz(n))

eine konvergente Teilfolge hat und geben Sie eine solche an.

Aufgabe 5.9 (Michtigkeit). Zeigen Sie, dass die Potenzmenge 2% von R echt
maichtiger ist als die Menge R selbst.
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5. Dezember 2008
Qualitétsstand:
erste Version
Problem:

6.1 Definition und erste Eigenschaften sinnvollen  Einlei-
tungstext

Definition 6.1. Sei (ax)ken, eine Folge. Die Folge (s,) der Partialsummen

n

Sy = Zak

k=0
nennen wir eine Reihe, die wir mit
(o)
Y
k=0

bezeichnen. Ist die Folge (s,) konvergent, so verwenden wir fiir den Grenzwert
s = lim,,_, S, die Notation

S = aj

e8]

k=0

und nennen die Reihe konvergent.

Also: Y72 ax hat zwei Bedeutungen:

1. die Folge der Partialsummen s, = Y.;_, a,

2. der Grenzwert limy,_,« Sy, falls er existiert.

Héufig treten Folgen in der Form von Reihen auf:
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Beispiel 6.2.
LYo
2. Yoo 50
3. Dezimalbruchentwicklung: d; € {0, ...,9}):

Z dp -107% = 0.dydods . ..
k=1

Wir werden sehen, dass solche Reihen stets konvergieren.

4. Ist (cy)nen eine beliebige Folge, dann ist mit a; = ¢; und a; = ¢ — ¢, fiir
k > 2 eine Reihe )., ar gegeben, deren Partialsummen gerade die Folge
(cx) bilden.

Eigentlich sind Reihen also gar nichts Neues. Gelegentlich ldsst sich dies
verwenden, um Grenzwerte auszurechnen:

Beispiel 6.3 (Teleskopreihen). Wir zeigen:

e8]

1
Z‘ln(n+1):1

n=1
Idee:
11 1
nmn+1) n n+1
Also:
k k
1 1 1
x Z4n(n+1)_nzzld(ﬁ_n+1>
_1_1 1_1 1_ +1_ 1
2 2 33 k k+1
1
e
Tatsédchlich ist demnach limy_,, s = 1.

Satz 6.4 (Cauchy—Kriterium fiir Reihen). Eine Reihe ). aj konvergiert genau
dann, wenn Ye > 0 ein ny existiert, so dass:

m
)Zak| <eVm,n=ng.
k=n

Insbesondere ist also bei einer konvergenten Reihe Y ay die Folge (ay) eine Nullfolge.

Beweis. klar. O



6.2 Konvergenzkriterien fiir Reihen 99

6.2 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Die Konvergenz von Reihen einzusehen ist manchmal sehr einfach, wie wir
gleich an Beispielen sehen werden. Einige Kriterien fiir ihre Konvergenz sind
besonders leicht anzuwenden. Wir gehen hier auf die wichtigsten ein.

Definition 6.5. Eine alternierende Reihe ist eine Reihe der Gestalt

i(—l)kﬂk,
k=0

wobei a; > 0 Yk.

Satz 6.6 (Leibnizkriterium). Ist (a,) eine monoton fallende Nullfolge, so ist die

alternierende Reihe .
Y (D
k=0

konvergent.

Beweis. Wir betrachten die Teilfolgen (s2,) und (s2,+1) der geraden und unge-
raden Partialsummen. Dann gilt:

Son+2 = Son — Ao + Ao < Sop, da Appe1 > Azp4n, und

Son+1 = Son-1 + A2n — A2n+1 = S2p—1-

[
>0
Ferner ist
Son+1 = S2n — A2p+1 < Sop-
Es folgt:

S0 252 = 25 2 Sopgp - und c--Spppq =0 283 2> 5.

Daher ist (s2,) eine monoton fallende, nach unten durch s; beschrénkte Folge
und (sp,+1) ist monoton wachsend, nach oben beschrankt durch sy. Daher
existieren die Grenzwerte lim s,, und lim s,,.1 und

lim Son — lim Son+l = lim(Szn - Szn+1) =lim app41 = 0.
Daher sind beide Grenzwerte identisch, d.h. lims;, = limsy,.; = s fiir ein

gewisses s € R, also:

lims, =s, also Z(—l)”an =s.
n=0
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Beispiel 6.7. Die Reihen

. 1
(_1)n+1 =1

und
Z(_)2n+1 1=3+53

n=0

konvergieren nach dem Leibnizkriterium
Schwieriger ist es, ihre Grenzwerte zu bestimmen. Es gilt

(o) 1
_ 1\t = —
,,Ezl( 1) p In2

. 1 1_1_’_1_1.’_
5 7 T4

und
—1)" =
Z( ) 2n+1 3

n=0

Wir werden dies erst zu einem spéteren Zeitpunkt beweisen konnen

Satz 6.8 (Geometrische Reihe). Sei g € R. Die Reihe )., q" konvergiert genau
dann, wenn |q| < 1. In dem Fall ist

= 1
Mt

n=0

Beispiel 6.9. Es gilt:
=2.

(o] 1 (o]
Z on = Z _ 1
n= 2
Die ersten Glieder dieser Reihesind: 1+ 5 + ; + = +

Beweis (des Satzes |6.8]iiber die geometrische Reihe). |g| < 1 ist notwendig, da
sonst (7") keine Nullfolge ist. Wir zeigen zunidchst (g # 1 vorausgesetzt):

Z n+1
=)

mit Induktion nach n. Es gilt

So=ZO',q"=q°=1=

k=0

—_
I
S

—_
|
[
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Induktionsschritt n — n + 1:

v 1- n+1
_ n+1I-:V- q n+1
Sn+l = Sp t 4 —1_q +q
_l_qn+1+(1_q)qn+1
= 1—q
1_qn+2
— 1_q .

Wegen |g| < 1 gilt lim, . g"*! = 0 und daher:

n _ A+l
quzllq ’H_O)oll '
k=0 —1 —1

Beispiel 6.10. Wie man aus der Schule weif3, gilt tatsachlich:

_ o0 1 9 =, 1k 9 1
0.99999...::0.9:;9-10n :ﬁ-;(ﬁ) EET AT

Beispiel 6.11. Die Reihe

1 1 1 1 1 1 1 1
l+-+(z+)+(=z+=-F+=+)+ =+ +—)+
2 (3 4) (5 6 7 8) (9 16) ’
e
>}+i=d 24=1 2=
also:
21 1 1 k k+2
= —_ > — . - > _ = —_—
Sok Z _1+2+ +2_1+2 >
k=1 e

k Summanden
Die Folge der Partialsummen ist daher unbeschrdankt und damit die Reihe

divergent (d.h. nicht konvergent). Beispielsweise ist die Reihe }}_,(~1)F auch
divergent.

Die Idee, eine Folge mit einer einfacheren zu vergleichen, wollen wir genau
ausformulieren:
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Definition 6.12. Es seien Y., 4 b,, Y., a, zwei Reihen. Dann heifit Y, a, eine
Majorante von Y, by, falls
bl < a,.

Y. a,, heifst Minorante von ), b,, wenn

a, <b,.

Satz 6.13 (Majorantenkriterium). Sei )", a, eine konvergente Majorante der
Reihe )71 b,. Dann konvergiert die Reihe Y., 1 by,.

Beweis. Das Cauchy—Kriterium fiir Reihen liefert: Fiir jedes ¢ > 0 existiert ein
ny mit

m m m
Y b <Y bl <) a<e,
k=n k=n k=n

falls n,m > ny, da ), a, konvergiert. Nun zeigt das Kriterium auch, dass die
Reihe }’ b, konvergiert. O

In logischer Negation heifdt dies:

Korollar 6.14. Eine Reihe ), a, mit einer divergenten Minorante divergiert.

Beispiel 6.15. Wir zeigen, dass

= 1
M

n=1

konvergiert:

Es reicht, zu zeigen dass )., konverglert da es auf den ersten Sum-

n=1 (n+1)2

manden nicht ankommt. Nun gilt: also ist die Teleskopreihe

(n+1)2 < n(n+1)’
Yot TOES)) +1) eine konvergente Majorante.

Schwieriger ist es, den Grenzwert zu bestimmen. Es gilt:

.
) - —.

n=1 n

Der Beweis verwendet sogenannte Fourierreihen (sieche dazu Kapitel27bzw.

genauer Korollar|27.8).

Weitere Kriterien lassen sich aus dem Majorantenkriterium herleiten:
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Satz 6.16 (Quotientenkriterium). Sei ), a, eine Reihe mit a, + 0 ¥n > ny fiir
ein gewisses ng € IN. Existiert ein q mit 0 < q <1, so dass

a
|"—+1| <qVn > ny,
an

so konvergiert die Reihe. Insbesondere gilt:

+1| =q<1= 2 a, konvergiert.

n

lim |

n—oo

an
a

n=1

Bemerkung 6.17.
1. || <1 V¥n > ng reicht nicht: Beispielsweise divergiert die harmonische
Reihe Y77, 1, aber
s n
= <1Vn.
i n+1

2. Die Reihe }, % konvergiert, obwohl

L)Q n2
”J'll = 5 — 1firn — co.
= (n+1)

3. Offensichtlicherweise divergiert eine Reihe ), ; a,, falls gilt:
an

lim| +1|:q>1.

n—oo! (1,

Beweis (des Quotientenkriteriums, Satz|6.16). Ohne Einschrankung sei I”Z—le <
g < 1Vn > 0. Mit Induktion folgt dann: |a,| < |ag| - ". Der Induktionsanfang
ist klar, wir zeigen also den Induktionsschritt n — n + 1:
[a,41] < lan| - g (nach Voraussetzung)
< laol - g - ¢" nach L.-V.
= laol - g

Also ist |ag| - Yo " eine konvergente Majorante (geometrische Reihe). O

n+1

Wir definieren fiir x € Rso und n € N die n-te Wurzel {/x =: x'/* als die
Umkehrfunktion der Funktion f: Ry — R, f(x) = x”, sieche Abb.6.1. Damit
konnen wir folgendes niitzliches Kriterium herleiten:

Satz 6.18 (Wurzelkriterium). Sei )" a,, eine Reihe, fiir die es ein qmit 0 < g < 1
gibt mit

Vlay| < qV¥n,
so ist Yo ay konvergent.

Beweis. Nach Voraussetzung ist |a,| < " Yn. Alsoist )., q" eine konvergente
Majorante (geometrische Reihe). O
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Abbildung 6.1. Die dritte Wurzel als Umkehrfunktion.

6.3 Umordnung von Reihen

Bei endlichen Summen spielt die Reihenfolge des Addierens keine Rolle. Bei
Reihen ist dies anders. In manchen Fillen, darf man dennoch umordnen, wie
wir sehen werden.

Beispiel 6.19. Die alternierende harmonische Reihe ist:

= 1 1 1 1
_n+1_= _ - - _ =
HZ:{( Do =t-3+3-17

Nach dem Leibnizkriterium konvergiert diese gegen einen Wert s € R. Es
gilt: s > 1 — 1 = 1. Wir 4ndern nun die Reihenfolge der Summation
11 1 1 1 1 1

=513 678 5 10"

[0

Also:
_Z(;_L_l)
‘klzk—1 4k -2  4k”

In dieser Reihe taucht jeder Stammbruch 1 genau einmal mit dem richtigen

. ae 11 _ 1 .
Vorzeichen auf. Nun gilt 575 — 75 = 7, also:

=1 1 1 =1 1

;(2k—1_4k—2_@):;(4k—2_4_k)
1w, 1 1 1
=3 Ll w= e

da s > 0. Bei der alternierenden harmonischen Reihe kommt es daher auf die
Reihenfolge der Summanden an.
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Bei gewissen Reihen darf man aber doch umsortieren:

Definition 6.20. Eine Reihe Y., a, heifit absolut konvergent, wenn

(o)
Y ol
n=0

konvergiert.

Bemerkung 6.21. Aus dem Cauchy-Kriterium folgt, dass aus absolut kon-
vergent schon konvergent folgt, denn:

m A-Ungl. "
Dol =" ) nd
k=n k=n

Satz 6.22 (Kleiner Umordnungssatz). Sei )", a, eine absolut konvergente Reihe
und t: N — IN eine Bijektion. Dann ist auch die Reihe ), 1 a(x) absolut konvergent
und es gilt:

Satz 6.23 (Groler Umordnungssatz). Sei )., a, eine absolut konvergente Reihe
und (Iy)ken eine Familie von disjunkten Teilmengen I, ¢ IN mit \-J;2; Iy = IN, wobei
Iy sowohl endlich als auch abzihlbar sein darf. Dann ist jede der Reihen }.c; a;
absolut konvergent und fiir die Grenzwerte sy = Y. i), a; ist die Reihe Y., sy absolut
konvergent mit Grenzwert ebenfalls

Satz 6.24 (Cauchy-Produkt von Reihen). Es seien }.;% a; und Y72, b; zwei ab-
solut konvergente Reihen und die Folge (dy) durch die Formel
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Beweis. Wir betrachten die bijektive Abzdhlung
@: No = No X No, n = ¢(n) = (a(n), f(n))

und die Reihe )}, Aa(nybpmy- Wir zeigen zunidchst, dass auch diese Reihe
absolut konvergiert. Hierfiir reicht es,

N ) )
3 laagobponl < (Y lad)- (Y 16y1) < o0
n=0 i=0 =0

fiir beliebiege N zu zeigen (beschrinkte monotone Folgen konvergieren).
Dazu sei N gewdhlt; wir betrachten:

ip = max{a(0),...,a(N)},
jo = max{B(0),..., B(N)}.

Dann gilt:
N io Jo
Y laabpool < Y laid - Y 1bj]
n=0 i=0 =0
< (L o) (o) <0
i=0 j=0

nach Voraussetzung. Die Reihe Y1° o di = Y'i° Y5 aiby._; ist eine Umordnung
der absolut konvergenten Reihe }.;,"; da(n)bp(n), das Produkt Y% a; - .32 bj =
YiZo Lo aibj ebenfalls. Nach dem grofen Umordnungssatz sind alle diese
Reihen absolut konvergent und haben den gleichen Grenzwert Y.;°,dx =

(2o a) (X 20 bj)- o

Definition 6.25. Sei (q,) eine Folge reeller Zahlen. Das unendliche Produkt
[T, gx heifit konvergent, wenn der Grenzwert q = limy—o [1;_; qx der Parti-
alprodukte existiert. Wir bezeichnen den Grenzwert mit q = [];2 qx-

Satz 6.26 (Euler). Sei s eine natiirliche Zahl > 2 und py die k—te Primzahl. Das

Produkt Ty, 1+p*5 konvergiert und hat den gleichen Grenzwert wie Y, ~. Fiir
k

s = 1 divergiert das Produkt und die Reihe. Insbesondere gibt es unendlich viele

Primzahlen.

Beweis. Wir zeigen dies in mehreren Schritten:

1. Flirs > 2 ist nl < % Also konvergieren alle Reihen )., nl absolut nach
dem Majorantenkriterium, da ), nl—z konvergiert.



6.3 Umordnung von Reihen 107

2. Die Reihe

. =
) -
konvergiert absolut fiir jede Primzahl p, da (75)5 < % < 1 gilt und die Reihe
daher eine geometrische Reihe darstellt.

3. Das endliche Produkt

1
HZ )3 »
k=1 e=0 n € N, n hat die
Primfaktoren py, ..., p,

mit Multiplizitdit <N

nach dem Satz iiber die eindeutige Primfaktorzerlegung. Es folgt, indem
wir N — oo betrachten:

r
1 1
1-— ps - Z E
=1 n € N, n hat die
Primfaktoren py,...,p,

nach dem grofien Umordnungssatz. SchliefSlich ergibt sich:

00 e8]

1

;/
n=1

nochmals wegen des Groflen Umordnungssatzes.

O

Korollar 6.27. Sei N eine groffe Zahl und wy die Wahrscheinlichkeit, dass zwei
zufillig gewihlte Zahlen a,b € N mit 0 <a < N, 0 < b < N keinen gemeinsamen
Faktor haben. Dann gilt:

lim wy = % =0.60792 - - = 60%.
N—oco s

Beweis (nur Beweisidee). Als gemeinsame Primfaktoren kommen nur Prim-
zahlen p < N in Frage. Fiir p < N ist die Wahrschemhchkelt dass p ein
Teiler eines zuféllig gewdhltena € {1,...,N} 2 ppl =1- p. Die Wahrschein-
lichkeit, dass a und b beide p als Teiler haben, ist X r% =1- ’%. Es folgt:
wn R [pen(1 - !%) bzw. [1,<n é 2 wy!. Daher:

n B 6"

n=1

(o)
1 Euler 2 : 1 Fourierreihen 7T2
2

le

N () -
T N p Primzahl

Problem:
to do: siehe Mitschrift
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Es folgt:
lim wy = % =0.60792...
s

N—oco

Leider konnen wir den Teil, der Fourierreihen verwendet, hier noch nicht
erklaren, siehe dazu wiederum Kapitel 27/bzw. genauer Korollar(27.8. O

Aufgaben

Aufgabe 6.1 (Grenzwerte von Reihen). Untersuchen Sie folgende Reihen auf
Konvergenz und geben Sie, falls er existiert, den Grenzwert an:

1 Zn 0 4n+1
2. Yo

Aufgabe 6.2 (Konvergenz von Reihen). Untersuchen Sie, ob folgende Reihen
konvergieren:

L Z” 1 nzf;;;l

2 Zn 1 H”
Aufgabe 6.3 (Konvergenz von Reihen). Sei (a,,) eine monoton fallende Folge
in ]R>0.
Zeigen Sie: Y, a, konvergiert genau dann, wenn Y ;7 22, konvergiert.

Aufgabe 6.4 (Umordnung). Sei ), a, eine konvergente, aber nicht absolut
konvergente Reihe. Zeigen Sie:

1. Die Teilreihe der positiven Glieder wéchst unbeschrankt, die Teilreihe der
negativen Glieder fallt unbeschrankt.

2. Fiir jede reelle Zahl a € R gibt es eine Umordnung 7: Ny — Ny, so dass
die Reihe ), d¢(n) den Grenzwert a hat.

Aufgabe 6.5 (Konvergenz von Reihen). Untersuchen Sie folgende Reihen
auf Konvergenz:

[0
L Z” 0 3221
(1+( 1);1 1)n
2. Zn 1
3.y 37
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Aufgabe 6.6 (Reihen: Konvergenz / Grenzwerte). Fiir welche a > 0 konver-
giert die Reihe

(o)

1
Z n(Inmn)® ?

n=2

Hinweis: Integralkriterium.
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Potenzreihen

Viele aus der Schule bekannte Funktionen wie exp, sin, cos werden am Besten
tiber Potenzreihen definiert. Hier werden wir die wichtigsten Eigenschaften
dieser Reihen kennen lernen. Insbesondere zdhlen dazu Resultate tiber deren
Konvergenz und Umordnungsmoglichkeiten. Da dies tiber den reellen Zah-
len nicht gut zu behandeln ist, beginnen wir nach ersten Beispielen mit einer
Einfithrung in die sogenannten komplexen Zahlen.

Definition 7.1. Sei (a,)qenN, eine Folge reeller Zahlen und x € R. Eine Reihe der
Gestalt Y., a,x" heifit Potenzreihe.

Beispiel 7.2. Y72 x" = X, falls |x| < 1.

T—’
Potenzreihen werden haufig herangezogen, um Funktionen zu definieren:
Beispiel 7.3. Man definiert die Exponentialfunktion
exp: R— R

durch die Potenzreihe
[ee) xn
exp(x) = Z ok
n=0

Wir miissen uns noch tiberlegen, dass diese Reihe fiir jedes x € R konvergiert.
Mit dem Quotientenkriterium

X" -
pid n+1 n-eo

Xn+1
D! | |
n!

folgt dies leicht.
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Sinus und Cosinus (Abb. definiert man durch die Formeln

s 2k+1 3 5
iy o= N T R
sin() i= ) (1) P T TR

k=0

sl 2k 2 4

L N | AR -

cos(x) := kZ( 1) (2k)!_1 o +4!

=0

Der Bereich, in dem Konvergenzreihen konvergieren, hat eine einfache geo-
metrische Beschreibung. Am pragnantesten wird diese, wenn wir auch kom-
plexe Zahlen betrachten.

7.1 Komplexe Zahlen

Definition 7.4. Die komplexen Zahlen C sind als Menge definiert als C = R2.
Addition und Multiplikation sind auf C wie folgt erkliirt (siche auch Abb.|7.1):

(a,b)+ (c,d) :=(a+c,b+d),
(a,b) - (c,d) := (ac — bd,ad + bc).

i-JIm(z)
z+w=(x+u)+i(y+0v)
w= U+ iv
iy zZ=x+iy

x Re(z)

Abbildung 7.1. Die Addition komplexer Zahlen.

Das Nullelement ist damit 0 = (0,0) und das Einselement der Multiplikation ist
1=(1,0)eC.

Das Element
i:=(0,1)eC
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ist dann ein Element mit
7 =(-1,00=-1
und heifit imagindre Einheit. Jede komplexe Zahl hat damit die eindeutige Darstel-

lung
z=x4+1iy=(x,y)mitx,y R

x heifit Realteil von z und y Imagindrteil. Notation:

x =Re(z), y=3Im(z).

2:

Fiir das Rechnen mit komplexen Zahlen muss man sich nur i* = —1 merken

und distributiv ausmultiplizieren:

(a + ib)(c + id) = ac + ibc + aid + ibid
= ac + i(bc + ad) + i*bd
= (ac — bd) + i(bc + ad).

Satz 7.5. (C, +, -) ist ein Korper.

Beweis. Nur die Existenz der multiplikativen Inversen ist nicht vollig trivial
nachzurechnen. Sei also z = x +iy € C, z # 0, d.h. (x,y) # (0,0). Was ist
Zl=1?

’ 1 1 x—-iy x—iy

z x+iy x—iy x2+y?

also: 1 1
X ~ Y

R =gy D= mg
In der Tat gilt:

1 —iy , X%+ 12

DTy YT

O
Definition 7.6. Fiir z = x + iy heifSt
zZ=x—1y

die konjugiert komplexe Zahl (die Abb. z — Z heifst entsprechend komplexe

Konjugation) und
lz| = {/x% + y? € Ry

der Betrag von z (s. Abb. 7.2).
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i-3Im(z)
8 P z=x+iy
x Re(z)
—iy Z=x-1y

Abbildung 7.2. Die konjugiert komplexe Zahl.

Proposition 7.7 (Rechenregeln fiir komplexe Zahlen). Seien z = x + iy, w =
u +iv € C. Dann gilt:
1. Re(z) = Lz +2), Im(z) = 5(z-2).
2.z =z -z
3. Eigenschaften des Betrags. Fiir z,w € C gilt:
a) |z| = 0, auflerdem: |z| =0 &= z =0,
b) |z wl = Iz] - [w],
) |z + w| < |z + [wl. (A-Ungleichung, s. Abb.|7.3)

i-3Im(z)
zZ+w

z|
Y |z + w|

|z|

Re(z)

Abbildung 7.3. Eigenschaften des Betrags komplexer Zahlen. Das Bild veranschau-
licht die Dreiecksungleichung |z + w| < |z| + |w].

Beweis. Wir zeigen nur die A-Ungleichung, die anderen Regeln sind einfach
nachzuweisen:
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Iz +wP = (z + W)z + )
= 2Z + WZ + ZW +Ww
D
2-Re(wz)
= 2z + 2NRe(wz) + ww
< |2 + 2Jzl[w| + fwf?

= (2l + [w])*.
Da die Wurzelfunktion monoton ist, folgt: |z + w| < |z| + [w]. O

Definition 7.8. Eine Folge (z,) komplexer Zahlen konvergiert gegen z € C, falls

Ye>0dng: |z, —z| < e Vn > ng.

Bemerkung 7.9. Aquivalent dazu, dass die Folge (z,) komplexer Zahlen den
Grenzwert z € C hat, ist:

lim Re(z,) = Re(z) und lim Im(z,) = Im(z).

Beweis. Fiir eine beliebige Zahl w € C gilt, wegen der Dreiecks—Ungleichung

und da die Diagonale in einem Quadrat mit Seitenlédnge a gerade V2-mal so
lang ist wie die Seite:

V2 max{[Re(w)], [Sm(@)|} = [wl > max{|Re(w)], [Sm@)l},

wie die Abbildung|7.4 verdeutlicht. Daraus folgt die Behauptung. O
i-Re(w)
&
\J
luw] pw
Re(w)

Abbildung 7.4. Obere und untere Schranke fiir den Betrag einer komplexen Zahl:
\/imax{l‘}{e(w)l, [Sm(w)]} > |w| > max{|Re(w)|, |Sm(w)|}. Im Bild ist der Fall [Re(w)| >
JIm(w) veranschaulicht.

Satz/Definition 7.10. C ist vollstindig, d.h. jede Cauchy—Folge komplexer Zahlen
konvergiert gegen ein z € C.

Vorlesung vom:
17. Dezember 2008
Qualitétsstand:
erste Version
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Formal: Ist (z,,) eine Folge komplexer Zahlen, so gilt:

Ve>0dng:|zp—znl<eVn,m>ng = dzeC: limz, =z€C.
n—oo

Beweis. (z,) ist eine Cauchy-Folge = (Re(z,)) und (Sm(z,)) bilden
Cauchy-Folgen reeller Zahlen. Sie konvergieren jeweils gegen x bzw. y. Der
Grenzwert der Folge (z,) ist daher z = x + y. O

Bemerkung 7.11. C ldsst sich nicht anordnen.

Beweis. Angenommen, > sei eine Anordnung auf C. Da Quadrate immer > 0
sind, folgt: i = =1 >0und 1 =1>>0 = -1+1 =0 > 0, was nicht sein
kann. O

Ein ganz wesentlicher Grund, aus dem man komplexe Zahlen in der Mathe-
matik betrachtet, ist das folgende Resultat:

Satz/Definition 7.12 (Fundamentalsatz der Algebra, ohne Beweis). Sei p(z) =
a,2" + -+ + a1z = ag ein Polynom mit a; € C vom Grad n, d.h. a, # 0. Dann hat p
eine Nullstelle, d.h. 3z; € C: p(z1) = 0.

Fiir den Grad von p aus dem Satz schreiben wir auch deg(p) := n. Die Menge
aller Polynome in einer Variablen z und Koeffizienten in einem Korper K
bezeichnen wir mit K[z], also hier p € Cl[z]. Die Teilmenge der Polynome in
einer Variablen z mit Koeffizienten in K vom Grad < n schreiben wir K[z]<,,.

Wir geben fiir diesen Satz in dieser Vorlesung keinen Beweis. Man kann aber
leicht einsehen, dass aus der Existenz einer Nullstelle induktiv schon folgt:

Korollar 7.13. Jedes Polynom p(z) = a,z" + -+ + a1z = ag vom Grad n > 0 mit
a; € C faktorisiert in Linearfaktoren:

pz) =ay-(z—21) (2 —zn),
fiir gewisse z; € C, wobei die z; nicht unbedingt paarweise verschieden sein miissen.

In der Physik ist ein Hauptgrund, komplexe Zahlen zu verwenden, dass sich
die Quantenmechanik ohne komplexe Zahlen nicht beschreiben lasst.

7.2 Der Konvergenzradius

Satz 7.14. Sei Y., a,z" eine Potenzreihe. Wenn diese Reihe fiir ein zp € C\{0}
konvergiert, dann konvergiert die Reihe fiir alle z € {z € C | |z| < |zol} absolut.
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Beweis. Wir verwenden das Majorantenkriterium. Da die Reihe }.;7a,z]

konvergiert, bildet die Folge (a,z() eine Nullfolge. Sie ist daher beschréankt,
etwa la,zg| < M V¥n > 0. Fiir z € C mit |z] < |zo| ergibt sich:

Z n Zn
a5z = lanl - 23] - | =" < M- | =",
20 20

Da |%| < 1 gilt, ist die geometrische Reihe )7, M-I%l" eine konvergente
Majorante. O

Definition 7.15. Sei )., a,z" eine Potenzreihe. Dann heifdt

R :=sup { Zo ) Z a,z; konvergiert } € [0, ]
n=0

(sup A = oo, falls A nach oben nicht beschriinkt ist) der Konvergenzradius der
Potenzreihe. Es gilt: Die Reihe konvergiert fiir alle z € {z € C | |z2| < R} und
divergiert fiir alle z € {z € C | |z| > R} wegen Satz|7.14|

Auf dem Kreisrand {z € C | |z| = R} kann Konvergenz vorliegen, muss aber

nicht (Abb.[7.5).

il 8
T
QMW Rowd  wndlor

Abbildung 7.5. Der Konvergenzradius einer Potenzreihe.

Beispiel 7.16.

1. Y520 2" hat Konvergenzradius R = 1.
2. Die Reihe Y;7; = konvergiert im Punkt zg = —1 und divergiert fiir z; = 1
(alternierende) harmonische Reihe, daher folgt: R = 1.

3. Yoo 4 hat Konvergenzradius R = oo, da sie fiir beliebig groe x € R
konvergiert.

Satz 7.17. Sei (a,)neN, eine Folge komplexer Zahlen mit a, # O Vn. Existiert der

Grenzwert q = lim,,_, “Z” , 50 hat die Potenzreihe ), a,z" den Konvergenzradius
n

_ %, falls g > 0,
oo, fallsq=0.
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Beweis. Quotientenkriterium. O

Die obige Formel ist nicht immer anwendbar (z.B. beim Sinus). Eine Formel,
die dagegen immer funktioniert, ist folgende:

Definition 7.18. Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen. Dann heifst

limsup(b,,) = &1_1)1010 sup { b | k> n}

n—oo

der Limes Superior von (b,). Ist (b,) nach oben nicht beschriinkt, so setzen wir:
limsup b, = +oo.

Analog ist
liminf b, := lim inf{by | k > n},

n—oo n—oo

der Limes Inferior, erklirt.

Satz 7.19 (Formel von Cauchy-Hadamard). Seien Y., ,a,z" eine Potenzreihe
und q = limsup, ., (V]aul). Dann hat die Potenzreihe Y., a,z" den Konvergenz-
radius
0, fallsq=oo,
1
R=45 falls 0 < g < oo,
oo, fallsq=0.

Beweis. Wurzelkriterium. O

7.3 Der Umordnungssatz

Satz 7.20. Sei )., a, eine Reihe komplexer Zahlen.

1. Ist Y"1 a, absolut konvergent und ist ©: IN — IN eine bijektive Abbildung,
dann ist auch die Reihe

(o)

Z Ar(n)

n=0

absolut konvergent und es gilt:

i Ar(n) = i ay.

n=0 n=0

Vorlesung vom:
19. Dezember 2008
Qualitatsstand:
erste Version
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2. (Grofler Umordnungssatz) Sei (Ii)reN eine Familie von endlichen oder unend-
lich disjunkten Teilmengen Iy € IN mit |-, Iy = IN. Dann ist fiir jedes k die
Reihe

absolut konvergent und die Reihe der Grenzwerte Y.y s ebenfalls und zwar
mit Grenzwert

Beweis. Die Aussage von/[1} ist ein Spezialfall von2. mit [y = {t(k)}; wir miissen
also nur(2] beweisen. Zunéchst zur absoluten Konvergenz von

Y= tim( Y a),

jEI k jEI k ,jSN

wobei wir in einer beliebigen Reihenfolge summieren. Im Fall von I endlich
und bei der(1. Teilaussage ist dies klar. Fiir den anderen Fall verwenden wir,
dass/1l schon gezeigt ist.

Da die Partialsummen

Y el <) e

j=r jer

monoton steigen fiir endliche Teilmengen I’ C [ C I;, geniigt es zu zeigen,
dass sie beschriankt bleiben. Dies ist klar, da

N 00
Yl <Y el <) laal < o0,
jer n=0 n=0

wobei N = max{j | j € I}. Fiir die absolute Konvergenz von ) ;”, s; gehen
wir genauso vor:

I
-
f:
gz
gl

1
Y s
k=1

A
3

<1 a;
N—oo Z |]|

k=1 jel,j<N
= lim Iajl
N—oo -
J€Um i

N oo
i Sl
= | ]l |ay| < oo

j=1 n=1
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Fiir die Gleichheit der Grenzwerte betrachten wir s = ).”; 4, und zu ¢ > 0

ein ng, so dass
np—1

(o]
Zlan|<e und |S—Zan|<e

n=ng n=1
gilt. Sei nun
ko := max{k | {1,...,n90 =1} NI # (D}.

Dann gilt fuir ky > ko:

=

ky 0—1

|S—Zsk‘s|s—2an|+i Z ||

k=1 n=1 k=1 nely,n>ny
np—1
S|s— an|+Zlan|<2£.
n=1 nxnop

7.4 Die komplexe Exponentialfunktion

Eine der wichtigsten Potenzreihen ist jene, die die sogenannte Exponential-
funktion definiert. Beispielsweise existiert ein interessanter Zusammenhang
zu Sinus und Cosinus.

Definition 7.21. Die Abbildung

O n
exp: C— C, z»—>exp(z)=ZZ—'
n=0

heifit komplexe Exponentialfunktion.
Satz 7.22 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Fiir z, w € C gilt:
exp(z + w) = exp(z) - exp(w).

Beweis. Wir betrachten das Cauchy-Produkt der absolut konvergenten Rei-

hen
o0 (o)
z* w"
E — und E —.
k! n!
k=0 n=0

Es ergibt sich mit der binomischen Formel:

k

p A 5 (n\zZE-wF (z 4+ w)!
”‘;}-H'(n—k)!‘;;(k) n ol
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Nach dem groflen Umordnungssatz gilt nun:

-

= exp(z) - exp(w).

Korollar 7.23. Es gilt:

1. exp(0) =1,
2. exp(-z) = @ und daher insbesondere exp(z) € C* Vz € C, wobei C* :=

C\(0}. Die komplexe Exponentialfunktion ist also eine Abbildung C — C*
(siehe auch Abb.|7.6).

Abbildung 7.6. Die Wirkung von exp auf C.

Beweis. 1 = exp(0) = exp(z + (=2)) = exp(z) - exp(—z). |

Setzen wir fiir z einen rein imagindren Wert ein, d.h. z = iy, y € R, so erhalten
wir:

] o (i )n
expliy) = ), —
n=0 :
k 2k+1

- i(—l)kﬁ " i-i(—l)k J
ok 2k + 1)!

= cos(y) + isin(y),

also einen Zusammenhang zwischen der komplexen Exponentialfunktion
und Sinus und Cosinus. Man schreibt haufig auch
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¢ 1= exp(z)
bzw. fiir reelle x € R entsprechend ¢*. Die Zahl e = ¢!

Eulersche Zahl genannt. Mit dieser Notation gilt:

= exp(1) wird auch

Satz 7.24 (Zusammenhang zwischen der komplexen Exponentialfunktion
und Sinus und Cosinus). Fiir z = x + iy € C gilt:

exp(x +iy) = " - (cos y + isin y).

Die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus folgen mit Hilfe der obigen
Formel aus denen der Exponentialfunktion:

Satz 7.25 (Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus). Seien a, § € R. Dann:
cos(a + ) = cosa - cosf —sina -sinf,
sin(a + f§) = sina - cos § + cos & - sin .

k

Insbesondere gilt (mit der Notation sin®* « := (sin a)* und entsprechend fiir den cos):

1 =sin® & + cos® a.

Beweis. Es gilt:

cos(a + B) +isin(a + ) = exp(i(a + p))
= exp(ia) - exp(i)
= (cosa +isina) - (cosp +isinf)
= (cos acos 5 — sina sin f§)
+i(cos asin  + sin a cos ),
wobei sich die letzte Gleichheit geméf der Definition der Multiplikation in C
ergibt. Realteil und Imaginérteil dieser Formel ergeben die Behauptung.

Flir den Zusatz betrachten wir

1 = cos(0) = cos(a + (—a)) = cos(a) cos(—a) — sin(a) sin(—a).

Da cos(—a) = cos(a) und sin(—a) = —sin(a) gilt, weil die Potenzreihe des
Cosinus nur gerade Terme und jene des Sinus nur ungerade Terme hat, folgt
1 = cos? a + sin® @, wie behauptet. O

Mit Hilfe des Satzes von Pythagoras kann man Sinus und Cosinus nun auf
dem Einheitskreis einzeichnen (Abb.[7.7).

Die Multiplikation der komplexen Zahlen ergibt sich direkt. Seien dazu z, w €
C. Dann existiert ein Winkel ¢, genannt Argument von z und entsprechend
1, so dass
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Y)
1
1
a
sin(a)
-1 1 X
cos(a)
-1

Abbildung 7.7. Sinus und Cosinus am Einheitskreis; a istim Bogenmaf3 eingezeichnet.

z=lz|-(cosp +ising) und w = |w|-(cosy +isiny).

Damit erhalten wir mit Hilfe der Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus
fiir das Produkt von z und w:

zw = |z:w| - (cos @ + ising) - (cos P + isiny)
= |z-w| - ((cos @ -cosyP —sing -siny) + i(sing - cos P + cos @ - sin 1/1)))
= [z - ] - (cos(p + ) +isin(p + ).
Mit anderen Worten:

Bemerkung 7.26. Bei der Multiplikation zweier komplexer Zahlen multipli-
ziert sich der Betrag und es addieren sich die Argumente (Abb.|7.8).

Abbildung 7.8. Multiplikation zweier komplexer Zahlen.

Aufgaben

Aufgabe 7.1 (Komplexe Zahlen). Bestimmen und zeichnen Sie fiir r = 1,
r=1und r = 2 jeweils die Menge:
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z—-1
{zeC:'—‘<r}.
z+1

Aufgabe 7.2 (Grenzwertvertauschung, lim sup und lim inf).

Ej=k
aiy = ]
r I% j<k

1. Sei

Bestimmen Sie:
lim lima;; und  lim lim a;.

k— oo j—oo j—oo k— oo
2. Sei (a,) die Folge mit a, := (-1)" + % Berechnen Sie

limsupa, und liminfa,.

n—00 n—oo

Aufgabe 7.3 (Kombinatorik).

1. Wir definieren a; durch:

30
1+x2+x°)10 = Z ax”.
k=0

Zeigen Sie: gy ist die Anzahl der Moglichkeiten, k identische Kugeln in
10 Urnen so zu verteilen, dass in jeder Urne anschlieffend 2, 3 oder keine
Kugel liegt.

2. Bestimmen Sie a5y mit Hilfe von Maple.

Aufgabe 7.4 (Konvergenzradien). Bestimmen Sie die Konvergenzradien der
folgenden Reihen:

LYo s
2. Y0 X"
3, ¥ oy
4T %

Konnen Sie den Grenzwert im Falle der Konvergenz bestimmen?

Aufgabe 7.5 (Cauchy-Produkt von Reihen). Fiir n € N sei a, = b, :=
(—1)"-\/71#Tl und ¢, := Y.;_an-kbr. Zeigen Sie, dass die Reihen Y, 4, und

Yo by konvergieren, ihr Cauchy-Produkt }.,”, ¢, aber nicht.
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Aufgabe 7.6 (Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus).

1. Zeigen Sie, dass fiir jedes n € IN Polynome p,(x, y) und g,(x, y) in zwei
Variablen x, y mit reellen Koeffizienten existieren, so dass

sin(nt) = p,(sin(t), cos(t)) und cos(nt) = g,(sin(t), cos(t))
fur alle t € R gilt.

2. Berechnen Sie p,(x, y) und g,(x, y) fiirn = 2,3,4.

Aufgabe 7.7 (Konvergenzradius von Potenzreihen). Bestimmen Sie den
Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen:

1Y (n* = 3n)x,

2.7, B (e 1,
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Stetigkeit

Vorlesung vom:
7. Januar 2008

Qualitétsstand:
erste Version

Lo L. Problem:
8.1 Definition und Folgenkriterium sinnvollen  Einlei-

tungstext
Definition 8.1. Sei D C R. Eine reellwertige Funktion auf D ist eine Abbildung

f:D—-R

D heifit Definitionsbereich von f. Typischerweise ist D ein Intervall oder eine
Vereinigung von Intervallen.
Die Menge
Gy := {(x,y) | xeD,y:f(x)} c R?
heifit Graph der Funktion.

Beispiel 8.2.

1. y = f(x) = x?, siche Abb.[8.1.
2. y = |x] = entier(x), siche Abb.[8.2|

Im zweiten Beispiel hat der Graph ,Spriinge”; stetige Funktionen sind im
Wesentlichen solche, fiir die das nicht der Fall ist. Prazise definieren wir dies
wie folgt:

Definition 8.3. Sei f: D — R eine Funktion und xo € D ein Punkt. f heift stetig
in xy, wenn

Ve>0d6>0: |f(x) = f(xo)l < e Vx € D mit |x — x| <6
Qilt. f heifit stetig auf D, wenn f in allen Punkten xo € D stetig ist.
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Abbildung 8.1. Graph einer Parabel mit Gleichung f(x) = x2.

y
3 —0
2
1

-3-2-1 123 X
—

Abbildung 8.2. Graph der entier Funktion. Ein kleiner, leerer Kreis zeigt dabei an,
dass der umkreiste Punkt nicht zum Graphen gehort.

Im Englischen heifst stetig continuous; auch im Deutschen werden wir gele-
gentlich den Begriff kontinuierlich statt stetig verwenden.

Beispiel 8.4.

1. f(x) = x ist stetig. Zu ¢ konnen wir 6 = ¢ wahlen.

2. f(x) = x* ist stetig in allen Punkten. Die wesentliche Abschitzung ist

I — x5 = |x + xo| - |x — x|
<|2x+ 1] |x — x| Yxmit|x— x| <1.

. . 2 _ 2 . . _ £ .
Er}tsprechend ergibt sich [x° — x7| < & Yx mit |x — x| < TR Also konnen
wir

. &
6:m1n{1, W}

wihlen. 6 hiangt sowohl von ¢ also auch von x ab.
3. entier: R — R ist nicht stetig in xp = 0: Zu ¢ = 1 und 6 > 0 beliebig klein
existiert ein Punkt x mit |x — xp| < 0 und -1 < x < 0. Fiir diese gilt:

|entier(x) — entier(0)| = |-1-0| =1 2> «¢.
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Allgemein gilt: entier ist in allen Punkten x; € R\Z stetig und in allen
Punkte xy € Z unstetig.

4. Die konstanten Funktionen f: R — R mit f(x) = c sind stetig.

Satz 8.5 (Folgenkriterium fiir Stetigkeit). Sei f: D — R eine Funktion und
xo € D ein Punkt. f ist stetig in xo genau dann, wenn fiir alle Folgen (x,) mit
Xy € D und lim,, 0 X, = xg gilt:

fxo) = Tim f(x,).

Das Folgenkriterium ist oft gut geeignet, um Unstetigkeit zu zeigen, wie wir
am folgenden Beispiel sehen werden. Der Nachweis der Stetigkeit ist in der
Regel einfacher mit der e-0-Definition.

Beispiel 8.6. Wir betrachten die Funktion (Abb.[8.3):

|
i |

Abbildung 8.3. Die Funktion sin(%) in der Ndhe von 0.

0, fallsx =0,
fe) = {sin(%), falls x # 0.

Bekanntlich gilt (wir werden in [11.14 und [11.15/die Zahl 7= € R definieren
und die Aussage beweisen):

1= sing = sin(g +2k7'()

fiir jedes k € Z. Also gilt fiir x; = zZwar

1
5 +2km

%im xr =0, aber I}im flax)=1+#0.

Da lim(3r + 2km) = -1 ist, gilt fiir X, =
lim f(x;) = -1.

Es folgt, dass man keinen Wert fiir f(0) finden kann, so dass f im Nullpunkt
stetig ergdnzt wird.

1 : /
T zwar limy_,e X, = 0, aber
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Beweis (fiir das Folgenkriterium fiir Stetigkeit, Satz[8.5). f sei stetig in xo und
(x,) eine Folge in D mit lim x, = xp. Da f in x stetig ist, existiert zu € > 0 ein
0 > 0, so dass:

[f(x) = f(x0)| < € Yx € D mit |x — xo| < 0.

Wegen lim x,, = x¢ gibt es zu 6 > 0 ein ng, so dass |x, — xg| < 6 ¥n > ny. Also:
|f(xn) — f(x0)l < € Yn > ng,

d.h. limy e f(x) = f(x0).

Umgekehrt nehmen wir nun an, f sei nicht stetig. Dann existiert ein ¢ > 0, so
dass fiir jedes 6 > 0 ein x € D existiert mit |[x — xp| < 6 mit [f(x) — f(x0)| > €.
Wir wenden diese Aussage fiir alle 6 = 1 an und erhalten eine Folge (x,) in
D mit lim x,, = x¢, aber

|f(xn) = f(x0)l > & V.
Also konvergiert (f(x,))nen nicht gegen f(xo). O

Wir geben nun noch einige einfache Sétze, mit denen wir aus stetigen Funk-
tionen weitere bilden konnen:

Satz 8.7 (Rechenregeln fiir stetige Funktionen). Es seien f,g: D — R Funk-
tionen.

1. Sind f, g in xg stetig, so sind auch f + gund f - g in xg stetig.

2. Sind f, g in xg stetig und ist g(xo) # 0, dann ist auch

J—C:D’—>]R

mit D" = {x € D | g(x) # 0} C D stetig in xo € D".
Beweis. Analog zu der entsprechenden Aussage fiir Grenzwerte. O

Daraus folgt sofort:

Korollar 8.8.

1. Polynome

1

fx) =a,x" +a,.0X" + -+ mx +ap

mit Konstanten ay, ..., a, € R sind stetige Funktionen f: R — R.

2. Rationale Funktionen, d.h. Abbildungen der Form ﬁ: D — R mit Polynomen

f, g, sind stetig im Definitionsbereich D = {x € R | g(x) # 0}.
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8.2 Der Zwischenwertsatz und Anwendungen

Einer der ganz zentralen Sitze tiber stetige Funktionen ist folgender:

Satz 8.9 (Zwischenwertsatz). Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion und c ein
Wert zwischen f(a) und f(b), d.h. f(a) < ¢ < f(b). Dann existert ein & € [a,b]
(siehe auch Abb.18.4), so dass

f&)=c

Insbesondere folgt, dass jede stetige Fumktion mit f(a) < O und f(b) > O eine
Nullstelle in [a, b] hat.

Abbildung 8.4. Offenbar ist im Bild f(a) < c < f(b), so dass nach dem Zwischenwert-
satz ein & mit f(&) = c existiert.

Beweis. Indem wir zu +f(—c) libergehen, gentigt es, die zweite Aussage zu
zeigen. Sei also f(a) < 0 und f(b) > 0. Wir konstruieren induktiv monotone
Folgen, die gegen die Nullstelle konvergieren mit dem sogenannten Inter-

vallhalbierungsalgorithmus: Wir setzen zunachst xo = a und yo = b. Sind x,

. .= —— — .
und y, schon konstruiert, so betrachten wir ¥ = ¥ und f(x). Dann seien

{i, falls f(x) <0,
Xpel =
X,, sonst,

{yn, falls f(%) <0,
Yn+1 =

X, sonst.

Dann gilt offenbar:
1. f(xy) <0Vnund f(y,) =0 Vn.
2. |yu = x4l =27"(b—a).

3. (x,) ist monoton steigend und (y,) monoton fallend.
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Beide Folgen konvergieren also und wegen
lim (y, —x,) = lim 27" (b —a) = 0

ist & = im0 X = limy, o0 Y. Wegen der Stetigkeit von f gilt:

f(&) = lim f(x,) <0,
da f(x,) < 0Vnund

f(&) = Tim f(y,) 20,
da f(y,) > 0 Vn. Also folgt: f(&) = 0. O
Satz/Definition 8.10 (Existenz von Maximum und Minimum stetiger Funk-

tionen). Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen,
beschriinkten Intervall. Dann existieren Xmax, Xmin € [a, b] mit

f(Xmax) = sup {f(x) | x € [a,b] }/
f@tmin) = inf {f(x) | x € [a,b] }.

Insbesondere ist f beschrinkt.

Wir sagen: f nimmt in Xmayx das Maximum an, geschrieben:

max f(x) := f(Xmax)-

x€la,b]
Analog fiir das Minimum: minyep, ) f(%) := f(Xmin)-

Bemerkung 8.11. Dass [a, b] abgeschlossen ist, ist wesentlich: Die Funktion

flx) = 31—( nimmt auf ]0, oo[ kein Maximum an.

Beweis (der Existenz von Maximum und Minimum, Satz|8.10). Sei
M= sup{f(x) |x € [a,b]} € R U {oo}.

Wir wéhlen eine Folge (x,) mit x, € [a,b], so dass lim,,_,« f(x,) = M (bzw. f(x,)
unbeschrankt wichst, falls M = o0). Nach dem Satz von Bolzano—Weierstrass
5.33 hat (x,,) eine konvergente Teilfolge (x, ). Sei Xmax 1= limy— Xy, . Dann gilt:

f(max) = lim f(xy,) = M
wegen der Stetigkeit von f. Insbesondere ist M < oo. O

Bemerkung 8.12. Im vorigen Beweis kann man den Ubergang zu einer Teil-
folge im Allgemeinen nicht vermeiden. Dies zeigt das Beispiel: f(x) =
1 — (x2 = 1)? auf [-2,2] (Abb.[8.5). Die Ausgangsfolge (x,) konnte zwischen
den zwei Maxima Xmax = £1 hin und her springen.
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Abbildung 8.5. Eine Funktion mit zwei Maxima auf dem selben Niveau.

Definition 8.13. Eine Funktion f: 1 — R auf einem Intervall heifst monoton
wachsend (oder monoton steigend), wenn f(x1) < f(x2) fiir x1 < xp; streng
monoton wachsend (oder streng monoton steigend), wenn f(x1) < f(x2) fiir
X1 < Xp. Analog sind monoton fallend und streng monoton fallend definiert.

f heifit streng monoton, falls f streng monoton wachsend oder streng monoton
fallend ist.

Satz 8.14.
1. Sei f: I — IR eine stetige Funktion auf einem Intervall. Dann ist | = f(I) C R
ebenfalls ein Intervall.

2. Ist f auflerdem streng monoton, dann ist die Abbildung f: I — | bijektiv. Mit
ft: ] = I C R bezeichnen wir dann die Umkehrfunktion, d.h. die Abbildung
mit f1(f(x)) =xVYx €L

Beweis. 1. ]ist ein Intervall, wenn mit vy, y, € ] auch alle Punkte zwischen
y1 und y» in J liegen. Dies ist der Fall nach dem Zwischenwertsatz(8.9.

2. Ist f streng monoton, so ist f: I — R injektiv. Also ist f: I — | injektiv
und surjektiv, d.h. insbesondere bijektiv, so dass die Umkehrfunktion
f1: ] - Ierklart ist.

O

Definition 8.15. Sei f: D — R eine Funktion und xo € R\D ein Punkt, fiir den es
eine Folge (x,) mit x, € D und lim,,_,, X, = a gibt. Existiert fiir jede Folge (x,) auf
D mit limy e X, = a der Grenzwert lim,_,« f(x,), so sind alle diese Grenzwerte
gleich und wir bezeichnen mit

lim £(x) := lim f(x,)

den gemeinsamen Grenzwert.

Beispiel 8.16. Die Funktion

Vorlesung vom:

9. Januar 2008
Qualitétsstand:

noch der Mitschrift an-
Zupassen
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2 -1
x—1

f) =

ist zundchst nur auf D = R\{1} definiert. Da aber

(x-Dx+1)
X —

I

ist, lasst sich die Funktion f: D — R zu einer stetigen Funktion ffR->R
fortsetzen: f(x) = x + 1.

Definition 8.17. Die Notation lim, », f(x) verwenden wir, wenn wir nur Folgen
() mit x,, < a betrachten. Analog: limy~, f(x).

Aufgaben

Aufgabe 8.1 (Stetigkeit). Bestimmen Sie, in welchen Punkten die folgende
Funktion stetig ist:

—x+1, x < -1,
f(x)={x2+5x+7, -1<x<0,
x+7, x> 0.

Aufgabe 8.2 (Stetigkeit). Die drei Funktionen f,g,h: R — R seien folgen-
denmaflen definiert:

fx) = {"’ *eQ

1-x, x¢Q,
() = 1, x€Q,
970, x¢q

1 _p . .
g X= 5 €Qmitp,q € Z teilerfremd, g > 0,
0, x¢0Q.

Zeigen Sie: f ist nur in § stetig, g ist nirgendwo stetig und / ist genau in allen
irrationalen x stetig.

Aufgabe 8.3 (Leinenwurf). In einem Raum ist eine Leine von der Fenster-
wand zur gegeniiberliegenden Wand gespannt. Jetzt wird die Leine an beiden
Seiten gelost und irgendwie in die Mitte des Raumes geworfen.

Zeigen Sie: Es gibt einen Punkt auf der Leine, der genauso weit von der
Fensterwand entfernt ist wie zuvor.
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Aufgabe 8.4 (Stetige Funktionen).

1. Gibt es eine stetige Funktion f: R — IR, die jeden ihrer Werte genau
zweimal annimmt?

2. Gibt es eine stetige Funktion f: R — R, die jeden ihrer Werte genau
dreimal annimmt?
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Differentiation

Problem:
sinnvollen
tungstext

9.1 Differenzierbarkeit

Definition 9.1. Sei f: I — R eine Funktion auf einem Intervall und xo € I. f heifit
in xq differenzierbar (kurz auch: diffbar), falls der Grenzwert

lim f(x) = f(xo)
x>x X — X

existiert.

Geometrisch lasst sich der Differenzenquotient

fx) = f(xo)

X —Xo

als Steigung der Sekante durch die Punkte (xo, f(xo)) und (x, f(x)) des Gra-
phen Gy interpretieren (Abb.[9.1). Der Grenzwert lasst sich also als Steigung
der Tangente an Gy im Punkt (xo, f(xo)) interpretieren und f ist in xo diffe-
renzierbar, wenn Gy in (xo, f(xp)) verniinftig eine nicht senkrechte Tangente
zugeordnet werden kann.

Definition 9.2. f: I — R ist auf I differenzierbar, wenn f in jedem Punkt xo € I
differenzierbar ist. Die Funktion

/. v T f(x+h)_f(x)
fiI-R, f()=lim =

nennen wir dann die Ableitung von f auf I.

Einlei-
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Abbildung 9.1. Differenzenquotient als Sekantensteigung. Gezeigt ist die Sekante
durch (xo, f(x0)) und (x, f(x)) mit Steigung f0-G)

x=xq

Bemerkung 9.3. 1. Differenzierbarkeit ist fundamental, um Begriffe wie Ge-
schwindigkeit in der Physik {iberhaupt definieren zu konnen. Beschreibt
f: 1= R, t— f(t) die Bewegung eines Punktes f(t) in R, so ist f’(t) die
Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢.

2. Von Newton stammt die Notation f’(x) bzw. f (t) bei Ableitungen nach
der Zeit. Leibniz hat die in gewisser Weise bessere Notation

d
d—i((xo) = f'(xo)

verwendet.

Satz 9.4. Sei f: I — R eine Funktion und xo € 1. Dann gilt: f ist differenzierbar in
xo = f ist stetig in xo.

Beweis. Existiert lim,_,y, f(x;:—ﬁx“), dann auch der Grenzwert

tim (P ) = him (700 - 100

X—00

und ist

o= limM-limx—xO:O.
X—00 x—xo X=X

Also: lim,—,, f(x) = f(xo), d.h. fist stetig in xg nach dem Folgenkriterium. 0O

Beispiel 9.5.

1. f(x) = x? ist in jedem Punkt x; € R differenzierbar:

) x) — f(x X2 —x .
lim M = lim —=% = lim (x + xg) = 2xo.
X—Xp X —Xp x=x0 X — X X—X0

Also: f'(x) = 2x.
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2. Konstante Funktionen f(x) = c¢ sind differenzierbar mit f’(x) = 0.

In den Ubungsaufgaben werden wir Funktionen kennen lernen, die zwar
stetig, aber an einigen Stellen nicht differenzierbar sind. In vielen einfachen
Fillen kann man solche Stellen dadurch erkennen, dass der Graph einen
Knick hat, wie z.B. die Betragsfunktion im Ursprung (siehe Abb.[9.2).

fig:Betragsfunktion

Abbildung 9.2. SKIZZE FEHLT!

Es gibt aber auch Funktionen, wie beispielsweise die sogenannte Koch-
Kurve, die zwar tiberall stetig, aber nirgends differenzierbar sind.

Definition 9.6. Sei f: I — IR eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall
und xo € L. f heif$t in xq stetig differenzierbar (kurz auch: stetig diffbar), falls die
Ableitung f' stetig ist.

In den Ubungsaufgaben werden wir eine Funktion kennen lernen, die zwar
differenzierbar, aber nicht stetig differenzierbar ist.

9.2 Rechenregeln fiir Ableitungen

Satz 9.7 (Rechenregeln fiir Ableitungen). Seien f,g: I — R in xq € I differen-
zierbare Funktionen. Dann sind

f+g:l->Rund f-g: 1 - R
in xq ebenfalls differenzierbar mit Ableitungen

(f +8)(x0) = f'(x0) + &' (x0)
(f - &) (x0) = f"(x0) - g(x0) + g’ (x0) - f(x0)-

Die zweite Regel heifst auch Leibnizregel oder Produktregel.

Problem:
Skizze fehlt:
fig:Betragsfunktion!
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Ist g(xo) # 0, so ist auch
f. _
L\ {x]g() =0} > R
8

in xo differenzierbar und es gilt die Quotientenregel:

(é)’(xm = %ﬁ"'(xo).

Beweis. Die Aussage zu f + g folgt direkt aus der Definition. Zum Nachweis
der Produktregel betrachten wir

f0)g(x) = f(xo)g(xo)  f(x) = f(xo) g(x) — g(xo)
Y- = =% g(x)+f(xo)W
. f'(x0)g(x) + f(x0)g’ (x0)-

Fiir die Aussage tiber den Quotienten untersuchen wir zunéchst den Spezi-
alfall (é—;) = _—‘g::

8

EGR) 1 g(ro) - g(x) 1

W glxo) 0) — i
x-x  g)gx) x—x ¢ gz(xo)( g (x0))-

Die allgemeine Regel folgt aus dem Spezialfall mit der Produktregel:

Ay _ o1 28 8- f8
e R

Beispiel 9.8.

1. Die Funktion f(x) = x" ist fiir beliebige n € Z auf ihrem Definitionsbereich
diffbar mit
f(x) = nx"L.
Fiir n > 0 haben wir dies schon gesehen. Sei also n = -k, k > 0, d.h.
f(x) = . Die Quotientenregel ergibt:

_kxk—l

T = —kx 1 = gL
x

)=

2. Rationale Funktionen r = 3 sind auf ihrem Definitionsbereich diffbar. Ist

der Bruch gekiirzt, so heifien die Nullstellen von g auch Polstellen der
rationalen Funktion.
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Satz 9.9 (Kettenregel). Es seien f: I —» R, g: | — R diffbar mit f(I) C J. Dann
ist auch die Komposition

gof:I1->R, (g0 f)x) =g(f(x)),

diffbar mit
(g0 f) () = &' (f(x) - f'(x).

Den Faktor f’(x) nennt man hierbei innere Ableitung.

Beweis. Es gilt:

@ofx+m—(gof)x) _ gflx+m)—g(f(x)) flx+h)—fx)
h T fx+h) - f() h '

Damith — 0auch f(x +h) — f(x) gilt, da f stetig ist, folgt:

g(f(x + ) - g(f(x)) ,
f(x + h) _ f(x) m 8 (f(x))

und dann:
= f'(x).

Dieses Argument ist giiltig, sofern f(x+h)— f(x) # 0.Istaber f(x+h,)—f(x) =0

fur eine Nullfolge (1), so folgt f'(x) = 0 und w =0, also gilt auch
in diesem Fall

fOe+h) - f(x)
h

i SYE+ 1)) — 8(F())

n—oo hn

=8 (f(x) - f'(x) = 0.

O
Vorlesung vom:

14. Januar 2008

Qualitétsstand:
erste Version

Beispiel 9.10. Wir betrachten fiir f(x) = x2 + 1 und g(x) = x* die Hintereinan-
derausfithrung (g o f)(x) = (x? + 1)3. Die Kettenregel ergibt:

(@2 +1)°) =3G2+1)? - 2x.
Wenn wir zunéchst ausmultiplizieren, erhalten wir:
(® +3x* +3x% + 1) = 6x° + 12x° + 6.
Beide Ergebnisse stimmen tiberein.

Satz 9.11 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei f: I — IR eine streng monotone
diffbare Funktion, | = f(I) und xo € I ein Punkt mit f'(xo) # 0. Dann ist die
Umkehrfunktion f=1: ] - I C Rin yo = f(xo) diffbar mit

1 1
(f (yo) = = o
Y (o D)
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Zunichst eine Merkregel fiir die Formel: Da f o f~! = id, gilt: (f o f!) = 1.
Andererseits liefert die Kettenregel 1 = f/(f'(y0)) - (f 1)’ (yo) und die Formel
folgt. Dies benutzt allerdings schon die Differenzierbarkeit der Umkehrfunk-
tion, so dass hierfiir noch ein Beweis notig ist.

Beweis (des Satzes 9.11|iiber die Ableitung der Umkehrfunktion). Nach Voraus-

setzung ist f'(xo) # 0, also [®-fx0) (x) f ) % 0 fiir x nahe Xo. Da mit x — x( auch
y = f(x) = yo = f(xo) folgt, erhalten wir:

"W -f"w)  x-x 1
v=1 ~ f(0) = f(xo) - f'(xo)

O

Beispiel/Definition 9.12 (k-te Wurzel). Sei g(x) = {x = x'K, k € N, die
Umkehrfunktion von der streng monotonen Funktion f: Ry — R, f(x) = x.
Dann erhalten wir: f/(x) = kx*~! # 0 fiir x # 0. Es folgt: ¢: Ryg — R ist auf
Rs( diffbar mit

Erneut ist die Exponentenregel giiltig.

Aufgaben

Aufgabe 9.1 (Produktregel). Seien D € R und f,g : D — R zwei n Mal
differenzierbare Funktionen. Zeigen Sie:

(f-9" = Z (Z)f(”‘k’g<k>.

k=0

Aufgabe 9.2 (Approximierung). Schreiben Sie zwei Programme (z.B. mit
Maple), um /a2 zu berechnen; verwenden Sie dabei einmal das Intervall-
Halbierungsverfahren und einmal das Newtonverfahren. Zihlen Sie, wievie-
le Iterationen Thre beiden Verfahren benstigen, um V3 mit einer Genauigkeit
von mindestens 107> zu berechnen. Verwenden Sie [1, 2] als Startintervall fiir
das Intervall-Verfahren und 1 als Startwert fiir das Newtonverfahren.

Aufgabe 9.3 (Optimierung). Eine Konservendose von 320 ml Inhalt soll so
dimensioniert werden, dass der Blechverbrauch minimal ist. Wir nehmen
dabei an, die Konservendose sei ein perfekter Zylinder. Welche Hohe und
welchen Durchmesser hat die Dose?

Hinweis: Dabei diirfen Sie die aus der Schule bekannten Formeln fiir Volumen
und Mantel eines Zylinders verwenden.
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Aufgabe 9.4 (Mehrfache Nullstellen). Fiir welchea, b € Rhat f(x) = x*—ax+b
eine doppelte Nullstelle (d.h. eine Stelle xo mit f(xo) = f’(xo) = 0)? Fiir welche
a,b hat die Funktion genau eine, zwei bzw. drei reelle Nullstellen?

Aufgabe 9.5 (Differenzierbarkeit). Zeigen Sie:

1. Die Betragsfunktion |.|: R — R, x + x|, ist in x # 0 differenzierbar, in
x = 0 aber nicht.

2. Die Funktion

x*-sinl, fallsx#0,
X ;
0, fallsx =0,

ist differenzierbar, aber nicht zweimal differenzierbar.






10

Mittelwertsatz und lokale Extrema

Ableitungen werden hiufig eingesetzt, um lokale Extrema, d.h. Minima oder
Maxima, zu bestimmen. Eines der bekanntesten Verfahren zur Bestimmung
einer Nullstelle einer differenzierbaren Funktion, das Newtonverfahren, be-
nutzt ebenfalls Ableitungen.

10.1 Die erste Ableitung

Definition 10.1. Seien f: I — R eine Funktion und xo € 1. f hat in x, ein lokales
Maximum bzw. lokales Minimum, wenn A h > 0, so dass |xo — h, xo + h[C I und

f(xo0) = f(x) bzw. f(xo) < f(x) Vx € ]xo — h,xo + hl.
Ein lokales Extremum ist ein lokales Maximum oder Minimum. Gilt
f(xo) > f(x) bzw. f(xo) < f(x) Vx €]xg —h, xo + h[, x # xo,

so spricht man von einem isolierten Extremum.

Absolute Maxima (auch globale Maxima) sind Stellen xo, fiir die f(xo) >
f(x) Vx € I gilt. Absolute Minima und absolute Extrema (auch globale Mi-
nima und globale Extrema) sind analog definiert.

Satz 10.2. Hat f: ]a,b[— R in x¢ € ]a, b ein lokales Extremum und ist f in xg
diffbar, so gilt f'(x) = 0.

Beweis. Wir betrachten den Fall eines lokalen Maximumes. Es gilt:

f—(x) —/x) <0 fiir x > xp und f—(x) —fx)
X —Xp X = Xp

> 0 fiir x < xp.
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Abbildung 10.1. Die Ableitung in einem lokalen Extremum verschwindet.

Es folgt
_f) - fo)
> = >
0_)}1_)12] X — X f(XO)_O
und damit die Behauptung. O

Bemerkung 10.3. f’(x) = 0 ist notwendig, aber nicht hinreichend fiir lokale
Extrema einer diffbaren Funktion, wie das folgende Beispiel (Abb.10.2) zeigt:
f(x) = 3 erfiillt f(0) = 0, aber xo = 0 ist kein lokales Extremum.

Abbildung 10.2. Eine verschwindende Ableitung ist kein hinreichendes Kriterium
fiir die Existenz eines lokalen Extremums, wie die Abbildung zeigt. Hier ist f(x) = x°.

Satz 10.4 (Satz von Rolle). Sei f: [a,b] — R eine stetige und auf la, b[ diffbare
Funktion mit f(a) = f(b). Dann existiert ein & € Ja, b mit f'(&) = 0 (Abb.[10.3).

Beweis. Ist f konstant, dann hat jedes & € ]a, D[ diese Eigenschaft. Anderen-
falls verwenden wir, dass f auf [4, ] sowohl Maximum als auch Minimum
annimmt. Da f(a) = f(b) und f nicht konstant ist, konnen Maximum und
Minimum nicht beide die Randpunkte sein. Es folgt, dass f auf |a, b[ ein Ex-
tremum an der Stelle £ annimmt, das also f'(£) = 0 erfiillt. O

Satz 10.5 (Mittelwertsatz (MWS)). Sei f: [a,b] — R stetig und auf la, b[ diffbar.
Dann existiert ein & € |a, b[ mit (siehe auch Abb.10.4):
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pr_\ !
et [ e — = e 2 8
'n".’ ¥ z

Abbildung 10.3. Der Satz von Rolle.

b
f(g f@) _ P,

.1
e
T
1

Abbildung 10.4. Der Mittelwertsatz.

Beweis. Wir betrachten

f f()

Flx) = f(x) = — ).

Dann gilt:

F(a) = f(a) = F(b).
F ist diffbar mit F'(x) = f’(x) — fO-/@ (b) f @ Nach dem Satz von Rolle existiert ein
& ela, bl mit F'(&) = 0. O

Korollar 10.6. Sei f: [a,b] — R stetig und in la, b[ diffbar. Auflerdem nehmen wir
an, dass m, M € R existieren mit m < f'(x) < M Vx € la, b[. Dann gilt fiir x; < x,
mita < x1 < xp < b (Abb.[10.5):

m-(x2 — x1) < f(x2) — f(x1) < M-(x2 — x1).

Beweis. Nach dem Mittelwertsatz gilt fiir x; < xp: m < i X;Z_;(M) <M. O
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= Mpesey o re

f
L T
|

Abbildung 10.5. Schranken fiir die Differenz zweier Funktionswerte.

Korollar 10.7. Sei f: [a,b] — R stetig und in la, b[ diffbar. Gilt f’(x) = 0 Vx €
la, b, so ist f konstant.

Beweis. Wire f nicht konstant, so gédbe es x1,x; mit f(x1) # f(x2) und dann
mit dem Mittelwertsatz ein & € Ja, b[ mit f'(£) # 0, im Widerspruch zur
Voraussetzung. O

Satz 10.8. Es sei f: [a,b] — R stetig und in ]a, b[ diffbar. Gilt f'(x) > 0 (bzw. > 0,
<0,£0) Vx €la, bl, dann ist f streng monoton wachsend (bzw. monoton wachsend,
streng monoton fallend, monoton fallend).

Beweis. Wir verwenden den Mittelwertsatz: Angenommen, es existieren x1, x»
mit x; < xp, aber f(x1) > f(x2), so existiert £ mit f'(£) < 0im Widerspruch zur
Voraussetzung. O

10.2 Hoéhere Ableitungen

Definition 10.9 (hohere Ableitungen). Sei f: I — R diffbar. f heifit 2-mal
diffbar, wenn f': I — R ebenfalls diffbar ist. f@ = " := (')’ bezeichnet dann die
2—te Ableitung. Allgemeiner ist f n—mal diffbar, wenn

f(n) = (f(n—l))/

existiert.

Satz 10.10 (hinreichendes Kriterium fiir Extrema). Sei f: ]a, b[— R zweimal
diffbar. Ist f'(xo) = 0 und f"(xo) # 0, so hat f in xg ein isoliertes lokales Extremum.
Dieses ist ein Maximum, wenn f"(xo) < 0 und ein Minimum, wenn f”(xg) > 0.

Beweis. Wir betrachten den Fall, dass f"(xp) = 0 und f”(xo) < 0. Dann gilt:

lim f—’(x) —f0) <0.
X—X0 X —Xp
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Es folgt, dass ein ¢ > 0 existiert, so dass
f'(x) > 0 fiir x € Jxg — &, x0[ und f'(x) < O fiir x € Jxo, x0 + €[.

Es folgt, dass f in Jxp — a,xp] streng monoton wachsend und in [xg, xo + €[
streng monoton fallend ist. x ist also ein isoliertes Maximum. O

Beispiel 10.11. Sei f(x) = x%. Dann ist f/(x) = 2x, f”(x) = 2 > 0 Vx, also
£'(0) =0, f7(0) > 0. Daher ist 0 ein Minimum von f. Analogist 0 ein Maximum
von ¢(x) = —x?, da ¢’(0) = 0 und ¢’(0) < 0. Siehe auch Abb.[10.6.

Ln)=x2 $x) = - x2
L Maw

Abbildung 10.6. Parabeln mit Maximum bzw. Minimum.

Vorlesung vom:
Definition 10.12. Sei f: Ja,b[— R drei Mal diffbar. Ein Punkt xo € la, b[ mit 16. Januar 2008
" (x0) = 0, f”(x0) # O heifst Wendepunkt von f. Ist f'(xo) = 0, so heifit x, Qualitatsstand:

Sattelpunkt von f. noch der Mitschrift an-
passen

Problem:

Was ist mit x — x°?
S 2 Besser Definition mit
‘ konkav zu konvex?

S A A .Jr_._ '
|

Abbildung 10.7. Die Umgebung eines Wendepunktes.

Definition 10.13. Sei I C R ein Intervall f: I — R heifit konvex (Abb. 10.8),
wenn ¥x1,x, € Llund alle A mit0 < A < 1:

fAx+ (1= Dxz) < Af (1) + (1 = A)f(x2).

f heifit konkav, wenn —f konvex ist.
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Abbildung 10.8. Definition von konvex.

Beispiel 10.14. Sei f(x) = x*> — x. Es ist f”(x) = 6x, f”/(x) = 6 # 0. Diese
Funktion dndert sich im Wendepunkt xy = 0 von konkav zu konvex.

Satz 10.15. Sei f: I — R eine zwei Mal diffbare Funktion auf einem Intervall I.
Dann gilt:
f ist konvex &= f"(x)>0Vxel

10.3 Das Newtonverfahren zur Berechnung von Nullstellen

Mit den bisherigen Resultaten in diesem Kapitel konnen wir nun also die
aus der Schule bekannte Kurvendiskussion zum Studium des Aussehens re-
eller Funktionen in einer Variablen durchfiihren, sofernd diese ausreichend
oft differenzierbar sind. Ein Problem haben wir allerdings noch vernachlds-
sigt, ndmlich die Berechnung der Nullstellen solcher Funktionen. Von einigen
speziellen Funktionen, wie beispielsweise Polynomen vom Grad < 2 kénnen
wir sie bestimmen, doch wie sieht es im Allgemeinen aus? Hierzu liefert ein
Iterationsverfahren, ndmlich das sogenannte Newtonverfahren, ndherungs-
weise eine Moglichkeit, zumindest, wenn man sich schon nahe genug an einer
der Nullstellen befindet.

Sei also f: [4,b] — R eine zweimal diffbare Funktion mit f(a) < 0, f(b) > 0.
Die Idee ist folgende: Ist xg ein Startwert, so setzen wir:

f(xn)
frxn)’

d.h. x4 ist die Nullstelle der Tangente in (x,, f(x,)) an den Graphen von f
(Abb.[10.9).

Xnt+1 = Xy —

Satz/Definition 10.16. Sei f: [a,b] — R zweimal diffbar, f(a) < 0, f(b) > 0 und
konvex. Dann gilt:

1. Es gibt genau eine Nullstelle & € [a, b].
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Abbildung 10.9. Die Idee des Newtonverfahrens.

2. Ist xg € [a,b] ein beliebiger Startwert mit f(xg) > 0, so konvergiert die Folge

(x,) mit X471 = X — J{[,(é’;)) monoton fallend gegen &.

3. Ist f'(x) 2 c>0und f”(x) <k Vx € [&,b], so gilt die Abschitzung:

k 2
|xn+1 _xn| < |5 _xnl < Elxn - xn+1| .

Man sagt deshalb, dass das Newtonverfahren quadratisch konvergiert.

Das Newtonverfahren ist wegen der quadratischen Konvergenz meist we-
sentlich schneller als das Intervallhalbierungsverfahren aus dem Beweis des
Zwischenwertsatzes

Beispiel 10.17. Wir betrachten f(x) = x> — a. Dann ist

a1
xréx”” - E(x" " ;_,,)

Xn+1 = Xn —
unser Verfahren zur Berechnung der Quadratwurzel v aus Satz[5.27|

Beweis (des Satzes|10.16|zum Newtonverfahren,).

1. f hat eine Nullstelle nach dem Zwischenwertsatz und genau eine, da f

konvex ist (siehe Abb.[10.10).

2. f ist konvex. Daher: f(x,) > 0 = f'(x,) > O und & < x,41 < x, (5. Abb.
10.11). Die Folge (x,) ist wohldefiniert, monoton fallend, beschrankt und
daher konvergent. Der Grenzwert erfiillt: f(x) =0, also: x = &. Problem:
3. Da f” monoton wichst, gilt f'(x) > ¢ > 0 Vx € [, b]. Mit dem Mittel- Beschranktheit aus-

Fxa) ~ . fiihrlich erkliren!
wertsatz folgt: | — x,| < ==. Um f(x,) abzuschitzen, betrachten wir die
Hilfsfunktion

P00 = 09~ fuD) ~ f G ) = %u1) ~ 2= 31
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i

Abbildung 10.10. Konvexitat erzwingt: hochstens eine Nullstelle.

bk nicht o f

Abbildung 10.11. Konvexitit erzwingt: Steigung positiv.

Daftir gilt:

Y'(x) = f'(x) = f'(xn-1) = k(x = x,-1)

Y’(x) = f"(x) -k < 0Vx €]&, [
Y fallt also monoton. Da ¢ (x,—1) = 0 ist, folgt: ¢’ (x) > 0Vx €], x,-1[. Da
auflerdem ¢(x,_1) = 0 ist, gilt auch: (x) < 0 Vx €]&, x,—1[ und insbeson-
dere ¢(x,) < 0,d.h. f(x,) < %(xn—xn_l)z, da f(xp-1)+ ' (xp-1)(xp—2x4-1) = 0.
Also: [xp1 — x| <16 —x4] £ %(xn - .X'n—l)z-

O

Aufgaben

Aufgabe 10.1 (Kurvendiskussion). Diskutieren Sie die folgenden Funktio-
nen, d.h. bestimmen Sie alle Nullstellen, lokale Minima und Maxima, Wende-
punkte, Polstellen, den Definitionsbereich und das asymptotische Verhalten.
Fertigen Sie jeweils eine Skizze an.

-3
A =55
falw) = xe

f3(x) =2cosx — x?
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Aufgabe 10.2 (Extrema). Sei a € IR. Bestimmen Sie alle Minima und Maxima
der Funktion
f(x) = sin(x + a) sin(x — a).
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Spezielle Funktionen

Wir besprechen nun einige wichtige Beispiele differenzierbarer Funktionen,
wie die Exponentialfunktion, den Logarithmus, sowie einige trigonometri-
sche Funktionen, z.B.: Sinus, Cosinus, Tangens, Arcussinus, Arcustangens.
Dabei geben wir auch eine exakte Definition der Kreiszahl 7.

11.1 Die Exponentialfunktion

In Beispiel|7.3 haben wir die Exponentialfunktion exp: R — R bereits durch
¢ = exp(x) = Yoo £ mit Konvergenzradius R = oo definiert und anschlie-
Bend erste Eigenschaften, wie e®*2) = ¢ . ¢ und ™ = L mit e = exp(l),

hergeleitet.

Unser erstes Ziel ist es nun, die Differenzierbarkeit der Exponentialfunktion
zu zeigen. Zundchst im Nullpunkt:

- o -1

op)-op0)
x-0 & nl x-0

Lemma 11.1 (Restgliedabschidtzung der Exponentialreihe). Wir definieren fiir

N € NN die Funktion ryn41 durch

n

N
exp(x) = Z x_' + n41(x).

n=0

Dann gilt:
|x|N+1

(N+1)

N
[N ()] <2 fiir x| <1+ 5
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. . n
Beweis. Esist rni1(X) = YNt o1, also:

Sl
vl < Y S

n=N+1 n!
_ ™ (1+ M x> )
(N +1)! N+2 (N+2)(N+3)
|N+1 a
(N +1)! ZO N + 2
|X|N+1 1
SN+ 1- 1
|x|N+1
TN+
wie behauptet. O

Satz 11.2. Die Funktion exp: R — R ist diffbar mit exp’(x) = exp(x).

Beweis. Wir zeigen zundchst, dass exp’(0) = 1 gilt. Dazu bemerken wir, dass
exp(x)-1 x) 1 — Z y-1 + rNH x) Wegen

nln'

7’N+1(x)| <1 |V

0<] < —
X 2(N+1)! x>0

folgt:

S
PO )y
n=1 :

exp’(0) = li

Im allgemeinen Fall xy € R verwenden wir das Additionstheorem:

exp(xp + h) — exp(x exp(h) —
p( 0 }z p( 0) — exp(xo) . % n_)_o)o exp(xo) .1 = exp(xo).
Tatsachlich folgt also: exp” = exp. O

Direkt folgt:
Korollar 11.3. exp ist streng monoton steigend und konvex (Abb.|11.1).

Das haufige Auftreten der Exponentialfunktion bei der Beschreibung von Na-
turvorgédngen liegt daran, dass y = ¢ eine Losung der Differentialgleichung
Yy’ = cy ist. Genauer gilt:
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Abbildung 11.1. Die Exponentialfunktion ist streng monoton steigend und konvex.

Satz 11.4. Sei f: I — R eine Funktion auf einem Intervall, die f' = cf erfiillt. Dann
gilt:
f(x) = flxo) - e,

wobei xq € I ein beliebiger fester Punkt ist.

Beweis. Wir betrachten die Funktion h(x) = f(x) - e=. Dann gilt:
W) = F@0e + fR(-0 = cf@e™ — cf@e™ =0
fiir jedes x € I. Es folgt, dass h konstant ist. Setzen wir xj ein, so erhalten wir:
h(x) = f(x)e™™ = h(xo) = f(xo)e™ ™,

also: f(x) = f(xo)e™ 0, m|

Die Abbildung exp: R — R, ist bijektiv und wegen des Additionstheorems
ein sogenannter Isomorphismus von Gruppen (R, +) — (R, ), d.h. in die-
sem Spezialfall: exp(x + y) = exp(x) - exp(y) fiir alle x, y € R. Genauer werden
wir Gruppen im zweiten Semester kennen lernen.

11.2 Der Logarithmus

Definition 11.5. Die Umkehrfunktion
In: Ryg » R

von exp heifdt der natiirliche Logarithmus.

Satz 11.6 (Eigenschaften des Logarithmus). Es gilt:

1. 11’1(3(1 'Xz) = 1r1x1 + h’le.
2. In ist diffbar mit (Inx)’ = 1

=3

Vorlesung vom:
21. Januar 2008

Qualitatsstand:
erste Version
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= e

11 . 2 (& | ¢

| d 2 Wt g
Thd | 2 e g

X1z 'y

Abbildung 11.3. Der Rechenschieber basiert auf dem Logarithmus.

3. In ist konkav und monoton wachsend (Abb.[11.2).

Beweis. 1. Dies folgt aus dem Additionstheorem der Exponentialfunktion.
Hierauf basiert der Rechenschieber, siche Abb.

2. Nach dem Satz tiber die Ableitung der Umkehrfunktion ist

1 1

lTll(X) = M = ;

3. Dies folgt aus den Eigenschaften von exp.
O

Definition 11.7. Sei a € R.g. Dann definieren wir die Exponentiation zu einer

beliebigen Basis durch

X x-Ina

a =e

Satz 11.8. Es gilt:
1. a2 = g1 . g%,
2. Fiirx s € Qgilt:a* = far. Dies stimmt mit der alten Definition|9.12)iiberein.

3. Die Funktion x v a* ist diffbar mit (a*)’ = Ina - a*.
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Beweis. Die erste und letzte Aussage sind klar. Fiir die verbleibende betrach-
ten wir zundchst ganzzahlige positive Exponenten n € Z.. Es gilt:

an( (elna)n — enlna.

:a...a):
——
n Mal

Istn € Z, alson = =k <0, so folgt:

1 -
at= — :eklna:e

— nlna
ak ekna :

. . . . £ . .
Im Allgemeinen Fall miissen wir zeigen, dass Va? = e« " was dquivalent ist

r . . . .
zua? = (e1™")7 und Letzteres ist tatsichlich gleich e?n® = (en@y = gP. |

Definition 11.9. Fiir a € R.q bezeichnet
log,: R.o — R
die Umkehrfunktion von x + a*.

Bemerkung 11.10. log, x ist diffbar mit

11
Ing-a°s*  xlna’

(log,)'(x) =

Besonders wichtig fiir die Informatik ist log, 1, die Anzahl der Bindrstellen
einer natiirlichen Zahl n, d.h. die Anzahl der Bits Information.

Beispiel 11.11. Wir betrachten die Funktion
Ry — R, fx)=x"

f ist diffbar nach der Kettenregel: x* = ¢*"* und

1
f(x) = e’Cl“"(lnx +x- ;) = (1+Inx)-e"™ = (1 + Inx)x*.

Funktionen wie x + x* tauchen in der Komplexitdtstheorie auf: Einer der
besten bekannten Algorithmen, um eine Zahl n mit x = log, n Bindrstellen zu

faktorisieren, hat die Laufzeit O(e%x log, x),

11.3 Trigonometrische Funktionen

Wir hatten Sinus und Cosinus in Beispiel 7.3 bereits durch Potenzreihen

definiert: Problem:
trigonometrisch defi-
nieren
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2%k+
sin(x) = Z( )k(Zi 1) und cos(x) = Z( 1)k(2k)'

Auflerdem haben wir in Satz|7.25 bereits die Additionstheoreme und insbe-
sondere sin® x + cos?x = 1 Vx € R gezeigt.

Satz 11.12. Die Funktionen sin, cos: R — R sind diffbar mit

sin’ = cos, cos’ = —sin.

Beweis. Zunéchst zeigen wir: sin’(0) = 1 = cos(0) und cos’(0) = 0 = sin 0:

hzk
A, k
sin’(0) = ilm = hm Z( 1) kT 1) 1,
S s cosh 1_ khz" !
cos’(0) = }11 Z( 1) (2k)'

Allgemein erhalten wir mit den Additionstheoremen:

sin(xg + h) —sin(xg) . cosh—1 sinh —0
h = sinxy - ———— +cosxp-

5 CosXp.
h h—0

Entsprechend ergibt sich fiir den Cosinus:

cos(xg + h) — cos(xp) cosh—1 . sinh -1
7 = CosXp  —— —— —sinXo - — —

— —sin X0.
h h—0

O

Als nichstes werden wir die Zahl 7t definieren. Dazu zunéachst ein Hilfssatz:
Lemma 11.13. Es gilt:

1. cos(0) =1, cos(2) < 0.

2. sin(x) > 0 fiir x €10, 2[.

Beweis. 1. Da wir cos(0) = 1 schon im Beweis von Satz[11.12| gesehen ha-
ben, beginnen wir mit cos(2). Dies ist eine alternierende Reihe monoton
fallender Glieder, denn:

22k 22k+2 )
- > 1.
o > k1 2) — 2k+1)2k+2)>2° & k=>1
Es folgt:
22 22 24 16 2 1
-1 = - — < < - — — = _— = - _ = ——,
1=1 > cos2<1 2+4l 1- 2+24 1+3 3
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2. Esgilt:
x2k+1 x2k+3

Qk+1) ~ 2k+3)

Firk > 0und 0 < x < 2 ist aber tatsachlich: 2k +3 > 2k +2 > x > 0, d.h.
(2k + 2)(2k + 3) > 2. Fiir x € ]0,2] folgt:

& (2k +2)(2k + 3) > x°.

stianx—%S=x-(1—%2)2x-(1—%2)>0,

was zu zeigen war.

Damit konnen wir nun 7t definieren:

Korollar/Definition 11.14. cos ist in [0, 2] monoton fallend und wegen cos(0) = 1,
cos(2) < 0 hat cos genau eine Nullstelle in [0, 2]. Wir definieren die (auch Kreiszahl
genannte) Zahl 1t durch: 5 ist die Nullstelle von cos in [0, 2]. Also:

Cos(g) =0, sin(g) =1.

Leicht ergeben sich nun die folgenden Formeln:

Satz 11.15 (Verschiebungen von Sinus und Cosinus). Es gilt:

1. sin(x + §) = cosx, cos(x + 7) = —sinx.
2. sin(x + 1) = —sinx, cos(x + 1) = —cosx.

3. sin(x + 27) = sinx, cos(x + 27) = cos X.

Man sagt, dass Sinus und Cosinus periodische Funktionen mit Periode 27t
sind (Abb.[11.4). Der Wert von 7 ist

nn=231415...

Bemerkung 11.16 (zur Bedeutung von Sinus und Cosinus).

1. [0,2n[— R?, t  (cost,sint) parametrisiert den Einheitskreis.

2. Ist f eine Losung der sogenannten Differentialgleichung (d.h. einer Glei-
chung, in der eine gesuchte Funktion y sowie eine oder mehrere ihrer
Ableitungen auftreten)

y' = -wly,
so ist f(x) = acos(wx) + bsin(wx). Sinus und Cosinus tauchen bei der
Beschreibung von Schwingungsvorgangen auf.
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{
ﬁ_* Ly ! | \
| & J_%’“ Jr - - C 2]
~4 T e TSR

Abbildung 11.4. Funktionsgraphen von Sinus und Cosinus.

Definition 11.17. Die Abbildung

tan:]R\{E+7zk|keZ}—>]R, X tanx = smy
2 cos x

heifit Tangens, sein Kehrwert

1
cot: R\ {km | ke Z} - R, x+ cotx = - oY

tanx sinx
Cotangens. Siehe auch Abb.|11.5.

Abbildung 11.5. Funktionsgraph des Tangens

Nach der Quotientenregel gilt:

COS X cos X — (—sinx) sin x 1
’
tan’(x) = 5 =
Ccos? x

"~ cos?x’
Satz/Definition 11.18.
l.tan:]1-%,%

2, 5[ — Rist streng monoton steigend. Die Umkehrfunktion

T
arctan: R — ]—— —

2’2[ cR

heifit Arcustangens.
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2. Die Abbildung
s

. i
sin: [_E' E] - [-1,1]
ist streng monoton steigend. Die Umkehrfunktion

T

arcsin: [-1,1] — [_E'E

heifit Arcussinus. Siehe dazu auch Abb.

Abbildung 11.6. Funktionsgraph von Arcussinus.

Satz 11.19.
1. arcsin ist auf | — 5, 5[ diffbar mit
. 1
arcsin’(x) = .
1-x2
2. arctan ist diffbar mit
arctan’(x) = —.
) 142

Beweis.

1. Wir haben schon gesehen, dass sin’ = cos. Damit erhalten wir:

N 1
aresin’(x) = cos(arcsin(x))
1
\/ 1 — sin?(arcsin(x))

1

1-22

163



nicht oder nur knapp
vorgefiihrt

nicht oder nur knapp
vorgefiihrt
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2. Wir wissen bereits, dass tan’(x) = m Damit folgt:

arctan’(x) = cos?(arctan(x))
cos?(arctan(x))

- sin?(arctan(x)) + cos?(arctan(x))
1
1 + tan?(arctan(x))
1
1422

O

Analog kann man auch einen Arcuscosinus definieren und dessen Ableitung
ausrechnen, namlich
arccos: [-1,1] — [0, ]

als Umkehrfunktion von cos: [0, 7] — [-1,1]. Mit den Additionstheoremen
(Satz|7.25) sieht man recht leicht, dass man die Arcusfunktionen ineinander
umrechnen kann:
T .
arccos(x) = 5 arcsin(x).

Analog zur Ableitung des Arcussinus erhélt man jene des Arcuscosinus:

arccos’(x) = — .
1—x2

Aufgaben

Aufgabe 11.1 (Eine Abschitzung fiir den Logarithmus). Seien x,y € R,
x,y > 0, positive Zahlen. Zeigen Sie:

Inx+Iny < nx+y.
2 2
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Asymptotisches Verhalten und Regel von
L'Hospital

Grenzwerte rationaler Funktionen sind mit den bisherigen Mitteln oft nicht
einfach zu berechnen. Die Regel von L’Hospitaﬁ ist in solchen Situationen
oft hilfreich. Insbesondere werden wir damit das asymptotische Verhalten
rationaler Funktionen recht einfach untersuchen kénnen.

12.1 Die Regel von L'Hospital

Satz 12.1 (Regel von L'Hospital). Seien f, g: [a,b] — R stetige Funktionen, auf
la, bl differenzierbar mit ¢’(x) # 0 Vx € Ja,b[ und f(a) = g(a) = 0. Existiert
f@)
8()

lim @ =lim S
N\ g(x) x\a g’(x)'

limy 4 %, dann existiert auch lim~ , und es gilt:

Bevor wir dies beweisen, zunéchst ein Beispiel:

Beispiel 12.2. f(x) = sin(x), g(x) = ¢* =1, [a,b] = [0, 1]. Der Quotient % = %
macht keinen Sinn, aber

f'(x) _ cosx

g e
ist stetig in x = 0 mit

!Wikipedia sagt dazu: Die Regel ist nach Guillaume Francois Antoine, Marquis
de L'Hospital (1661-1704) benannt. L'Hospital veroffentlichte sie 1696 in seinem Buch
Analyse des infiniment petits pour l'intelligence des lignes courbes, dem ersten Lehrbuch
der Differentialrechnung. Er hatte sie aber nicht selbst entdeckt, sondern von Johann
Bernoulli tibernommen.

Vorlesung vom:
23. Januar 2008

Qualitatsstand:
erste Version
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i /%) _cos0_1

i = =-=1.
N0 g'(x) eV 1
Also existiert
. sinx cosx 1
lim = lim =-=1.
No0er—1 N0 e 1

Die Idee des Beweises der Regel von L'Hospital ist es, ein Analogon des
Mittelwertsatzes anzuwenden, namlich folgendes:

Lemma 12.3. Seien f, g: [a,b] — Rstetig, auf |a, b| diffbar mit ¢’ (x) # 0 Vx €]a, b]
und g(a) # g(b). Dann existiert ein & € ]a, b|, so dass:

fO) - f@ _ £

g)-ga) g'(&)

Beweis. Wir betrachten die Funktion

B ) - f(a)
h(x) = f(x) - M-(gm — g(a)).

Es gilt offenbar: h(a) = f(a) = h(b). Mit dem Satz von Rolle existiert daher ein
& € ]a, b, so dass:

fb) - f@) ,

0=HE) =[O~ i ¥ ©

Da g’(&) # 0 nach Voraussetzung, folgt:

) _ ) - f@)
g gb)-g@

O

Beweis (von L'Hospitals Regel, Satz|12.1). Da g’(x) # 0 Vx € Ja,b[ und g(a) = 0,
ist g(x) # 0 Vx € ]a, b[ nach dem Satz von Rolle. Ferner gilt nach dem Lemma:

f@) _f0-f@ _ f1&)
) g()—gl@) g
fiir ein & € Ja, x[. Mit x Y\, a strebt auch & \, a. Also:

O FE @
im0 ~ i@~ im e

O

Von der sehr niitzlichen Regel von L'Hospital gibt es viele Varianten. Um ei-
nige wichtige davon formulieren zu kénnen, bendtigen wir folgende Grenz-
wertbegriffe:
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Definition 12.4 (Konvergenz fiir x — ). Sei f: [a, co[— R eine Funktion. Wir
sagen, f(x) strebt gegen c € R fiir x gegen oo, in Zeichen
lim f(x) =¢,
X—00

falls
Ve>0dN: |f(x)—cl<eVx>=N.

Wir sagen: limy_,o f(x) = oo, falls
VM>0dN>0: f(x)>MVYx>N.
Fiir f: ]a,b] = R schreiben wir lim,~ 4 f(x) = oo, falls
VYM>03de>0: f(x)>MVx>amit|x—a| <e.

Analog lassen sich lim,_,_« f(x) = c oder etwa lim, ~, f(x) = —oo definieren.
Die Varianten folgen direkt aus der urspriinglichen Regel:
Korollar 12.5 (Varianten der Regel von L'Hospital).

1. Seien f, g: la, bl — R diffbare Funktionen mit g’(x) # 0 Vx € Ja, b[ und

lim £(x) = o0 = lim g(x).

Existiert limy 4 %, dann existiert auch limy~ , ;% und es gilt:

0 f®

o g(x) o g (x)’

2. Seien f, g: [a, 0o[ = R diffbare Funktionen mit g’ (x) # 0 Vx € [a, oo und
lim f(x) =0 = lim g(x)

oder
lim f(x) = co = lim g(x).

Existiert lim,_,c LD dann existiert auch limy e % und es gilt:

§®’
L fw
g~ R )

Beispiel 12.6. Wir zeigen: Fiir jedes n € IN ist

lim — =0
x—o0 X
Es gilt: limy o x" = limy_,o € = 0. Die Regel von L'Hospital liefert dann:
X" nx'1 1
lim — = lim =---=nllim = =0.
x—o0 X x—oo X x>0 ¢

Man sagt: ¢* wachst schneller als jedes Polynom.
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12.2 Asymptotisches Verhalten rationaler Funktionen

Fiir Folgen haben wir in Abschnitt|5.3 die O- und o-Notation eingefiihrt.
Analog nun fiir Funktionen, um Aussagen wie die obige, dass e* schneller als
jedes Polynom wiéchst, prazise formulieren zu kénnen.

Definition 12.7 (O- und o— Notation fiir Funktionen). Seien f,g: [a,00[— R
Funktionen. Wir schreiben

feO(g) fiir x — oo,

falls 3¢ > 03 M, sodass |[f(x)] < c-g(x) Vx > M, und sagen f liegt in grofs O

. . . . : [ _
von g. Wir sagen f € o(g), f liegt in klein o von g, falls im,_,« @ =0
Beispiel 12.8.

1. x" € o(e") fiir x — oo fiir jedes n € IN, wie wir gerade gesehen haben.
2. Sei f(x) = ayx" +--- + a9 € R[x] ein Polynom. Dann gilt: f(x) € O(x") fiir
x — o0. Genauer gilt: Fiir jedes C = |a,| + ¢,¢ >0, 3M > 0, so dass:

[f(x)|<C-x" Vx> M.
Sei h(x) = % eine rationale Funktion mit Polynomen
fx) =ax" +---+ay € R[x],
g(x) = byx™ + -+ + by € R[x],

vom Grad n bzw. m, d.h. a,, b,, # 0. Dann gilt, beispielsweise mit der Regel
von L'Hospital:

lim @ =0, fallsn<m,
xX—00 g(x)

im £ 2B pgn o m,
X—00 8(x) bm

I f(x) |+co, fallsm>mund >0,
m —: = '
xX—00 g(x)

—oco, fallsn>mund 7= <O0.

Im letzten Fall ldsst sich eine wesentlich prézisere Aussage machen:

Satz 12.9 (Division mit Rest). Seien f, g € R[x] Polynome in einer Variablen x
mit reellen Koeffizienten. Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome q(x), r(x) €
R[x], so dass:

fx) =q(x)-g(x) +r(x) und degr < degg.
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Beweis. Zunéchst zur Existenz, mit Induktion nach deg f. Fiir deg f < degg
konnen wir g = 0 und r = f wahlen. Ist n = deg f > deg g = m, etwa

f=ax"+---+ay, g=bux"+---+b
mit a, # 0 # b,,, so betrachten wir

an

o= 1 ¥Mund f1:=f-qo- g

m

Es gilt: deg fi < deg f. Wir konnen daher induktiv voraussetzen, dass eine
Darstellung fi; = q1g + r1 existiert, also:

f=fA+q9-8=Go+q) g+r1.

Nun zur Eindeutigkeit: Angenommen, f = g-g+rund f = §- g+ 7 mit
degg > degr, degg > deg#, sind zwei verschiedene Darstellungen, d.h.
insbesondere g # 4. Dann ist

0=(g-4)-g+(r=7)mitg#0, dh.§-g+7=0mit deg(j) > 0.
N ——
=4

Es folgt:
deg(7-g) = 0+ degg > deg(7),
also §- g+ 7 # 0, ein Widerspruch. Also: g = jund r = 7. O

Beispiel 12.10. Wir betrachten die rationale Funktion

hx) = g(x)  x2-1"

Der Beweis des Satzes zur Division mit Rest gibt einen Algorithmus an, um
diese durchzufiihren. Hier ergibt sich:

-1 =x+ S5,
X —x

X

dh. g(x) = x, r(x) = x,also f(x) =x> =x- (x* = 1) + x = g(x) - g(x) + r(x).

Es folgt: h(x) € x + o(1), d.h. asymptotisch verhilt sich i(x) in etwa wie x. In
der Néhe von 0 unterscheidet sich / allerdings sehr von der Funktion x + x.
Beispielsweise hat h die Polstellen x = 1 und einen Sattelpunkt in 0 (siehe

auch Abb.12.1).

Wie wir im Beispiel gesehen haben, liefert Division mit Rest sofort auch eine
Aussage tiber das asymptotische Verhalten rationaler Funktionen:



Problem:
kurzen Beweis geben

Problem:
p,q—Formel
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v

A

Abbildung 12.1. Graph einer rationalen Funktion mit Polstellen bei x = +1, einem
Sattelpunkt in x = 0 und asymptotischen Verhalten wie die Gerade x + x.

Korollar 12.11. Sei h(x) = % eine rationale Funktion und

fx) = q(x) - g(x) + 1(x)
mit degr < deg g. Dann verhilt sich h fiir x — +oo wie g(x), genauer:

h(x) € g(x) + o(1).

Um zu sehen, dass Asymptoten nichtimmer Geraden sein miissen, betrachten
wir zum Abschluss noch ein etwas komplizierteres Beispiel:

x4l
241"

Beispiel 12.12. Wir betrachten die rationale Funktion h(x) = Division

mit Rest liefert:
G+ +D) =22 -1+ 2

perny
x*+ a2
-x2+1
—-x2-1
2

d.h.g = x> =1 und r = 2. Offenbar hat h(x) keine Polstelle. Wir bestimmen die
Extrema, um eine Skizze des Graphen von /(x) zeichnen zu kénnen. Fiir die
Ableitung ergibt sich:

(P+1)-4-°-2-x-(x*+1) 200 +4x° —2x

Wix) = (2 + 1) T T ety

Eine Extremstelle muss also erfiillen 2x° + 4x> — 2x = 0, d.h. x = 0 oder
x*+2x2—1 = 0. Mit z = x? erhalten wir die quadratische Gleichung z> +z—1 =
0, fur die die p, g—Formel folgende beiden Losungen ergibt:

21,22—1i V1 + 1.
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Da —1- V2 < 0 keine reelle Losung fiir x liefert, verbleiben die beiden Stellen

X1 ==+ \/—1 + V2 ~ +0.64.

Man kann nachrechnen, dass x = 0 ein lokales Maximum und x;, lokale
Minima sind. Da sich h(x) fiir x — +oo wie g = x> — 1 verhilt, erhalten wir in
etwa das in Abb.[12.2/gezeigte Schaubild.

\./

Abbildung 12.2. Eine rationale Funktion mit der Parabel x - x? — 1 als Asymptote.

Aufgaben

Aufgabe 12.1 (Wachstumsverhalten gegen Unendlich). Sortieren Sie die
Funktionen

fil) =" fy(x) =3
fz(x) — exlnx fS(x) — x3
f) =% fo(x) = e Inx

nach dem Wachstum fiir x — oo (Begriindung!).

Aufgabe 12.2 (Grenzwerte). Zeigen Sie:

. 2cosx+ef+e -4 1
lim =,
x—0 x4 6

. +cosax — Vcosbx b —a?
lim =
x—0 X2 4

fiira,b e R.

Aufgabe 12.3 (Grenzwerte). Priifen Sie, ob folgende Grenzwerte existieren,
und bestimmen Sie diese gegebenenfalls:
In x

1. limx\o otx’
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. tan(3x)
2. hmx_’% tan(x) /

3. limy 1 (In(x) - In(1 - x)).

Aufgabe 12.4 (Die Eulersche Zahl). Zeigen Sie lim,, o(nIn(1 + 1)) = 1 und
folgern Sie daraus:

lim (1 + %) —e.

n—oo
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Integration

Sei f:[a,b] — R eine Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall. Wir
wollen die Flache unter dem Graphen von f bestimmen.

Abbildung 13.1. Die Fldche unter einem Graphen.

Grundidee ist es, ein Approximationsverfahren zu verwenden. Schlieffen wir
f durch zwei sogenannte Treppenfunktionen ein, ¢ < f < 1), so ist klar die
Flache unter f grofier als die unter ¢ und kleiner als die unter i) (Abb.[13.2).

Abbildung 13.2. Approximation durch Treppenfunktionen.

Vorlesung vom:
28. Januar 2008

Qualitétsstand:
erste Version
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13.1 (Riemann-)Integrierbarkeit

Definition 13.1. Eine Treppenfunktion ¢: [a,b] — R ist eine Funktion, zu der es
eine Unterteilung a = to < t; < --- < t, = b des Intervalls [a, b] gibt, so dass ¢ auf
den offenen Intervallen 1t;_1, t;[ konstant ist, d.h. fiir jedes i € {1,...,n} gibt es ein
ci € R, so dass fiir die Einschrinkung (p|] bt gilt:

Ol o Bl =Rl ()= 0@) =

Fiir @(t;) ist nichts vorausgesetzt. Das Integral einer Treppenfunktion ist

Abbildung 13.3. Treppenfunktionen auf Teilintervallen.

fb @(x) dx := i ci(ti — tisp).

i=1
Eine solche Summe heifit Riemmannsche Summe. Mit deren Hilfe konnen wir

Integrale komplizierterer Funktionen definieren: Seidazu f: [a,b] — Reine beliebige
beschriinkte Funktion. Das Oberintegral von f ist

<b b
f :=inf {f Y dx | ¥ > f,  Treppenfunktion },

das Unterintegral

b b
ff := sup {f @ dx ) @ < f, @ Treppenfunktion }

f heifit integrierbar (genauer: Riemann—integrierbar), falls

;E}=th

gilt. In diesem Fall definieren wir das Integral der beschrinkten Funktion

f:1a,b] = Rdurch:
b b b
ff(x)dx: fsz.
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Bemerkung 13.2. 1. f beschrankt ist notwendig, damit es Treppenfunktio-
nen ¢, Y mit ¢ < f < ¢ gibt.
2. fist genau dann integrierbar, wenn es zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen
@, mit ¢ < f < ¢ gibt, so dass

b
(0<) f(l#—(p)dx<e.

Beispiel 13.3. Treppenfunktionen sind integrierbar.
Satz 13.4. Monotone Funktionen [a,b] — R sind integrierbar.

Beweis. Sei f: [a,b] — R monoton steigend und ¢ > 0 vorgegeben. Wir wih-
len 1 so grof3, dass

1
Z=a)-(f) -
e>—-(b-a)(f) - f@),
setzen h = l% und betrachten die Zerlegung
ti=a+ih, i=0,...,n.

Fiir die Treppenfunktionen ¢, ¢ mit

(P|[t,>1,t,ﬂ[ = f(ti-a), 90‘[)9,71,@[ = f(t)
und ¢(b) = ¢(b) = f(b) gilt dann ¢ < f < ¢ wegen der Monotonie. Anderer-

seits:
f W dx — f @ dx = Z( f(ts) = f(tia))h
i=1

—a

= h(f0) - f@) = —={f0) - f@) < &.

[yl

O

b
Beispiel 13.5. Seien 0 < a < b. Was st j’; x2dx? f(x) = x* istmonoton auf [a, b],
also existiert das Integral. Zur sogenannten dquidistanten Unterteilung
b-a

ti=i , 1=0,...,n,
n

des Intervalls [4, b] und der Treppenfunktion ¢ mit 1/)(] bt = f(t) gilt:

b n 3 3
f¢dxzzi2.h2.h:w.b__> b

i1 6 I’ZS n—00 3
=

3

Also: fab x2dx = %

Problem:
weitere Beispiele!?
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Beispiel 13.6. Die Funktion

1, firxeQ,

f 10115 R, f(x) = {0, fiir x ¢ Q,

ist nicht integrierbar, denn fiir jedes Paar ¢, ) von Treppenfunktionen mit

p < f<gilt:
1 1
f p(x)dx <0, f Y(x) dx > 1,
0 0

da wegen Jt;_1, t[ N Q # 0 fur ¢ gilt: (p|]t;1 S0 und analog 1’b|]t>1 . = Wegen
ltiea, 5[ N (R\Q) # 0.

Satz 13.7 (Integrierbarkeit stetiger Funktionen). Sei f: [a,b] — IR stetig.
Dann ist f tiber [a, b] integrierbar.

Fiir den Beweis benotigen wir mehr als nur die punktweise Stetigkeit:
Definition 13.8. Eine Funktion f: I — R heifit gleichmdif$ig stetig, wenn Ve > 0
36, so dass

[£(x1) = f(xo)l < €V xo,x1 € I mit |x1 — x0| < 6.

Der entscheidende Unterschied zur Stetigkeit in allen Punkten ist, dass hier
0 = 6(¢) nicht von x; abhédngt, sondern nur von ¢.

Beispiel 13.9. Die Funktion

f:Ry - R, f(x)=%

ist stetig, aber nicht gleichméfig stetig. Zu ¢ > 0 und xp — 0 muss 0 = 6(¢, xg)
immer kleiner gewahlt werden, wie man leicht nachrechnen kann.

Abbildung 13.4. 1/x ist nicht gleichméfig stetig.

Satz 13.10. Sei f: [a,b] — R eine auf einem abgeschlossenen, beschriinkten Inter-
vall stetige Funktion. Dann ist f gleichmifSig stetig.
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Beweis. Angenommen, f ist nicht gleichmafiig stetig, d.h. 3 ¢ > 0, so dass
eine Folge (6,,) mit 6, — 0 gibt und Folgen (x,), (1), so dass
n—oo

[f(xn) = f(yn)l = €, obwohl |x,, — y,| < Oy

Nach Bolzano-Weierstrass hat die Folge (x,) eine konvergente Teilfolge (x,,);
sei
X0 = I}im(xnk) € [a,b]

deren Grenzwert. Da f in xo stetig ist, existiert zu 5 ein 6, so dass
e .
[f(x) = f(xo)l < 3 fiir x € [a, b] mit |x — xg| < O.

Wir wihlen jetzt k so gro8, dass |x,, — xo| < 3 und 6,, < . Dann gilt auch:

5
Y = ol < 1 = X + P = Yol < O + 5 <0

und

£Gn) = )l < 1f () = )+ 1f () = flxo)l < 5 + 5 = ¢,
im Widerspruch zu [f(x,,) — f(ya)l > € Yn. O
Beweis (von Satz [13.7 iiber die Integrierbarkeit stetiger Funktionen). Es sei

f:[a,b] = R stetig. Nach Satz[13.10/ist f sogar gleichméfig stetig. Sei ¢ > 0
nun vorgegeben. Wir konstruieren Treppenfunktionen

b
p<f<yY mitf(t,b—(p)dx<s.
a
Zu = > 0 wéhlen wir ein 6 > 0, so dass

() = Fy)l < béTa Vx,y € [a,b] mit x — y] < 6.

Wir wihlen dann n so grofs, dass h = bn;” < dund t; = a + i-h. Dann sei

¢l o = minlf@) | x € [ty 1) und |, = max{f(x) | x € [ty 4]} Da
Minimum und Maximum angenommen werden und k < 0 ist, gilt

i b
0 <P(x) — p(x) < b%ﬂ = Osfg(lp(x)—(p(x)) dx < ﬁ-(b—a)<e.
O

Satz 13.11 (Eigenschaften des Integrals). Es seien f, g: [a,b] — Rintegrierbare
Funktionen, c € R eine Konstante. Es gilt:
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1. (Linearitit des Integrals) Auch c-f und f + g sind integrierbar mit

fbc-f(x)dx = c-fbf(x)dx,
b b b
f (f(x) +g(x)) dx = f f(x) dx + f g(x) dx.

2. (Monotonie des Integrals) f < g = fab fx)dx < fub g(x) dx.

3. Mit f sind auch die Funktionen f, := max(f,0), f- = max(—f,0) und
|fl = f+ + f_ integrierbar.
4. Zu p € Ry ist auch |f|P integrierbar. Insbesondere ist auch

1
frg=4(f+sP-1f - gP)
integrierbar.

Beweis. 1. Mit Treppenfunktionen ¢ < f, 1 < gistauch ¢ +1) eine Treppen-
funktion und es gilt: ¢ + ¢ < f + g. Es folgt:

b b b
f(f+g)dx2ffdx+fgdx,

Problem: da wir das Supremum nehmen. Analog:

Formulierung??? " . .
f(f+g)dx§ffdx+fgdx
und die Kette

f;fdxwt[gdxsf:(f+g)dxsf*(f+g)dxsf*fdx+f*gdx

impliziert Gleichheit.
2. Aus f > gfolgt (p < f = ¢ < ¢) und daher

ffdxsfgdx.
Analog: f*fdxsf*gdx.

3. Mit ¢ ist auch ¢, = max(p,0) eine Treppenfunktion und ¢ < f <
V= @4 < fi <4 AuBlerdem ist

b b
0< [(a-gaixs [(@-priv<e

fur geeignete ¢, 1. Also ist f, integrierbar und dann auch f- = —(f — f;)
und |f| = f+ + f- wegen der Linearitét des Integrals.
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4. Da f beschrankt ist, konnen wir wegen der Linearitit des Integrals 0 <
|f] <1 annehmen. Fiir Treppenfunktionen 0 < ¢ < |f| < ¢ < 1 gilt dann

@’ <|fP <¢Pund 0 < (Y — @) < p(y — )

nach dem Mittelwertsatz, angewendet auf die Funktion x — x” auf dem
Intervall [0, 1]:

P — gP
bb_Z :pép_l gpfur [ﬂ,b] S [0r1]

b b
[w-ensp [ w-pax<e

fiir ¢, 1 geeignet. Schliefilich ist f - g integrierbar wegen der Formel

fra=((FreP-(r-9P)

dem Bewiesenen fiir p = 2 und der Linearitit des Integrals.

Also:

O

Satz 13.12 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien f,g: [a,b] — R Vorlesung vom:
Funktionen, f stetig, g integrierbar und g(x) > 0 Vx. Dann existiert ein & € [a,b],  30. Januar 2008
so dass Qualitétsstand:

h b >
f fx)g(x) dx = f(&) f g(x) dx. erste Version

Insbesondere: A & € [a, b], so dass

b
[ rd=ro-@-o.
Beweis. Seien

M =max{f(x) | x € [a,b]}, m =min{f(x)|x € [a,b]}.

Dann gilt:
mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x),
da g > 0. Die Monotonie des Integrals ergibt:

b b b
mf Q(x) dx Sf fx)g(x)dx < Mf g(x) dx.

b L. . -
Ist L g(x) dx = 0, dann ist nichts mehr zu zeigen. Andernfalls existiert nach
dem Zwischenwertsatz ein &, so dass

[ fg) dx
me< 2

fu ’ g(x) dx
Die Behauptung folgt. Der Spezialfall ist der Fall g(x) = 1 Vx € [a, b]. O

=f() =M
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Die Berechnung von Integralen mittels Ober— und Untersumme und Grenz-
wertbildung ist miihselig. Die Hauptmethode, Integrale zu bestimmen, ist

es, simtliche Integrale
t
IRCE
a

fiir eine variable Obergrenze t gleichzeitig zu bestimmen.

Satz 13.13. Sei f: [a,b] — R eine integrierbare Funktion. Dann ist f auch tiber
jedem abgeschlossenen Teilintervall von [a, b] integrierbar und es gilt (s. Abb.|13.5):

¢ b b
ff(x)dx+[f(x)dxsz(x)dx\{te]a,b[.

Abbildung 13.5. Integrierbarkeit auf Teilintervallen.

Beweis. Schranke jede Approximation durch Treppenfunktionen auf das Teil-
intervall ein. O

Definition 13.14. Sei f: [a,b] — R integrierbar. Wir setzen

[ rewars=- [ ' o d

fiir vertauschte Ober— und Untergrenze.

13.2 Stammfunktionen

Bemerkung/Definition 13.15. Sei f: I — R eine stetige Funktion. Eine
Stammfunktion F: | — R ist eine diffbare Funktion mit F’ = f. F ist durch f
bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.



13.2 Stammfunktionen 181

Beweis. Ist G: I — R eine weitere Stammfunktion, dann gilt:
G-F =f-f=0,

also G — F = ¢ eine konstante Funktion bzw. G = F + c. O

Satz 13.16 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f: [ — R
eine stetige Funktion und a € 1. Dann gilt:

1. F: I - Rmit F(x) = fax f(t) dt ist eine Stammfunktion von f.
2. Ist G eine Stammfunktion von f, so gilt:

b
f f(x) dx = G(b) — G(a).
Es gibt zwei iibliche Kurzschreibweisen hierfiir:

6w [ = [6w] = 6) - Ga.

Beweis. 1. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt:

F(x) — F(xo) = f ) dt = F(E)(x - x0)

fiir einen Wert & €]x, xo[ (Abb.[13.6), also:

F(x) — F(xo)
X —Xp

= f(©).
Da mit x — xg auch & — xo und f stetig ist, folgt:

o

Abbildung 13.6. Anwendung des MWS der Integralrechnung.

F'(x0) = lim 2 = F00) _
xox X — X &

iglof(é) = f(xo).
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2. Nach der Bemerkung|13.15/von eben gilt:
G(x) = F(x)+c¢

fiir ein gewisses ¢ € R. Es folgt:

b
qm-qm:mm-aw:fﬁﬂmm

nach der Definition von F.
O

Definition 13.17. Das unbestimmte Integral f f(x) dx bezeichnet eine Stamm-
funktion von f.

Beispiel 13.18. Wir haben bereits gesehen, dass die folgenden Stammfunk-
tionen tatsdchlich die behaupteten Ableitungen haben:

1.fx‘*dx:%, a+—1.
2. [Ldx=Inxl.
3.fe"dx=ex.
4.fsinxdx=—cosx.

5. fcosx dx = sin x.

1 _
6. f T dx = arctan x.

7. f L_ dx = arcsin x.
V1+x2

Jede Ableitungsregel liefert eine Regel fiir die Berechnung von Stammfunk-
tionen. Die Kettenregel ergibt:

Satz 13.19 (Substitutionsregel). Sei f: I — R stetig, ¢: [a,b] — I differenzier-
bar und a = @(a), p = @(b). Dann gilt:
$ b
[ = [ oo oo

Beweis. SeiF(x) = f f(x)dx. Dannist Fog differenzierbar nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung und die Ableitung ist

(Fo ) (t) = F(p(®) - ¢'(t) = f(p(t) - 9" (1)
nach der Kettenregel. Also ist F o ¢ eine Stammfunktion von (f o ¢) - ¢” und:

b p
f fle®)¢’ () dt = F(p(b)) — F(e(a)) = F(B) — F(a) = f f(x) dx.
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Beispiel 13.20. Recht hdufig kann man folgenden Spezialfall der Substituti-
onsregel anwenden:

1. Sei g: [a,b] — R diffbar mit g(t) # 0 Vt. Dann gilt:

g'(t)
g(®)

dt = In|g(t)l.

1

In der Notation der Substitutionsregel ist hier also f(x) = { und ¢ = g.

Wir rechnen dies explizit nach: Ohne Einschrankung ist, wegen des Zwi-
schenwertsatzes, ¢ > 0, d.h. g(tf) > 0 V¢t (sonst betrachten wir —g mit
(-g) = —g’). Die Kettenregel liefert:

’r L .o
(In(g(®) = 20 g'(#).

2. Das eben Gezeigte konnen wir beispielsweise bei folgender Rechnung
benutzen:

sinx sinx
tanx dx = dx = - dx = —In|cos x.
oS X Ccos X

Bemerkung 13.21. Haufig merkt man sich die Substitutionsregel in der Form

dx ,
x = @(t), ik s (®),

also ,dx = ¢’(t) dt”. Wir haben zwar nicht formal nachgewiesen, dass eine
solche Schreibweise sinnvoll ist, es liefert aber das richtige Ergebnis:

Fo = [ fo0dx = Fpw) = [ fp0re 0,
indem wir x durch ¢(t) und dx durch ¢’(t) dt ersetzen.

Die Produktregel (fg) = f'g + fg' impliziert, analog zur Folgerung der
Substitutionsregel aus der Kettenregel:

Satz 13.22 (Partielle Integration). Es seien f,g: I — R diffbare Funktionen.
Dann gilt:

f F0g@) dx = F)g() - f Fg (@) dx
bzw.

b b b
[ rege ax= fwgel - [ seog e
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Beweis. Produktregel. O
Beispiel 13.23.
1. Es gilt:
jo‘nxsinx dx = (—xcosx) )g + sinx(;I =-n-(-1)=mn,

da wir bei der partiellen Integration g(x) = x, d.h. g’(x) = 1 und f'(x) =
sinx, d.h. f(x) = cos x wahlen konnen.

2. Wir berechnen f e *sinx dx. Dazu setzen wir f'(x) = e, d.h. f(x) = —e7%,
g(x) = sinx, d.h. g’(x) = cos x. Partielle Integration liefert:

f e ¥sinxdx = —e “sinx + f e + cosx dx.

Auf das letzte Integral wenden wir wieder partielle Integration an und

erhalten:
fe"‘ cosxdx =—e *cosx — f(—e"‘)(— sinx) dx.
Insgesamt folgt
2- fe_x sinx dx = —e *(sin x cos x),
also:

1
fe‘x sinx dx = —Ee_x(sinx + cos x).
Zur Sicherheit machen wir die Probe:
1., . 2 S 1., )
(—Ee (sinx + cos x)) = Ee (sinx + cosx) — Ee (cosx +sinx),

was tatsdchlich e sin x ergibt.

. . 21 . . .
3. Wir zeigen, dass fo sin® x dx = 7. Dazu setzen wir f(x) =sinx, ¢’ =sinx,
so dass g = —cos ¥, f’ = —cos x und erhalten:

fsinzx dx = —sinxcosx + fcoszx dx.
Da cos?x =1 —sin® x ist, folgt, wie eben:
. 2 1 .
sin” x dx = E(x — sin x cos ).

Einsetzen der Grenzen 0 und 27 liefert die Behauptung.
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4. Ahnlich folgt: fozn sinxcosx dx = 1sin®x |§n = 0, denn mit f(x) = sinx
und g’(x) = cos x gilt:

fsinxcosxdx:sinzx—fsinxcosx.

13.3 Elementare Funktionen

Definition 13.24. Die Menge der elementaren Funktionen ist die kleinste Menge
von Funktionen, die folgendes erfiillt:

1. x", sinx, tanx, e* und deren Umkehrfunktionen sind elementar.
2. Summen, Produkte und Quotienten von elementaren Funktionen sind elementar.

3. Kompositionen von elementaren Funktionen sind elementar.

Satz 13.25 (ein Satz von Liouville). Nicht jede elementare Funktion hat eine
elementare Stammfunktion.

Beweis. Die Funktion e~* besitzt keine elementare Stammfunktion, wie be-
reits Liouvillem zeigte. O

Leider konnen wir den Satz hier nicht nachweisen. Allerdings kénnen wir
das folgende positive Resultat, zumindest in groben Ziigen, herleiten:

Satz 13.26. Rationale Funktionen sind elementar integrierbar.
Wir betrachten zunéichst folgendes Beispiel:
Beispiel 13.27. Wir suchen die Stammfunktion

1
fmdx'
1

Die Idee dazu ist es, die Partialbruchzerlegung von y = ;= zu betrachten.
y hat Polstellen bei +1. Deren Partialbruchzerlegung ist dann eine Zerlegung
der Form:

1 A B

-2 1-x 1+x
Dieser Ansatz liefert A(1+x) +B(1-x)=1,dh.A=B= %, also:

1]oseph Liouville (24. Mérz 1809 in Saint-Omer — 8. September 1882 in Paris),
franzosischer Mathematiker.

Problem:
Beweis—Referenz?
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111 +1 1
1-22 21-x 21+4x

Auf unser urspriingliches Problem angewendet erhalten wir:

f 1 dle(—lnll—x|+1n|1+x|)= %m‘“x

1—x2 2 1-x
Vorlesung vom: Beweis (von Satz[13.26, nur Beweisidee). Wir gehen in drei Schritten vor:
04. Februar 2008
Qualititsstand: 1. Zunachst bemerken wir, dass wir folgende Stammfunktionen kennen:

erste Version

f L dx = arctanx
T+22 7 !
f 1 In |x|, fallsn =1,
— dx =
X" L. fallsn>1,

x lin(1+x?), fallsn=1,
[ e
1+ 22)" 1 1

5o et fallsn> 1.

Im Fall nn > 1 ergibt sich die letzte Gleichung folgendermafien:

(T+x2 7 ) (1+x2)1 (1+x2)-1
dx

zf(l_,_xz)n—l

PR S SR S f dx
22-n) 1+x2)2 2n-2) J (1422’

weil die Integrale auf der rechten Seite induktiv bekannt sind, falls nn > 3.
Der Fall n = 2 ist dem Leser tiberlassen.

2. Wie im Beispiel berechnen wir eine Partialbruchzerlegung. Wir starten
mit einer rationalen Funktion f(x) = %.

und r(x), so dass:

Division mit Rest liefert g(x)

Den Nenner h(x) faktorisieren wir in k lineare Faktoren [;(x) € R[x] (d.h.
deg!i(x) = 1) und [ quadratische Faktoren g;(x) € R[x] (d.h. degq;(x) = 2),
wobei q; nicht mehr in Linearfaktoren zerlegbar sind:

k /
ne = [ [ue - [Ta?".
i=1 j=1

Problem: Dass eine solche Zerlegung tiber R immer existiert, konnen wir hier leider
Referenz! Beweis-
idee?
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nicht beweisen.

Man kann nun zeigen, dass dann Konstanten a;y, b, cjn € R existieren,
so dass wir folgende Partialbruchzerlegung erhalten:

(x) L& bjnx + ¢y
T Z;i+;zl T

1

3. Nun transformieren wir ; in 31—( und ql in 7 sz vermoge eines affinen
i j

Koordinatenwechsels, d.h. einer Abbildung x — ax +f, und wenden die
obigen Spezialfille an. Auch hier kénnen wir nicht erkldren, warum ein
solcher Koordinatenwechsel immer existiert.

O

Aufgaben

Aufgabe 13.1 (Flicheninhalt). Sei f = 3x? und g = 3x + 6. Bestimmen Sie den
Flacheninhalt zwischen den Graphen von f und g, d.h. die graue Fldche in
der Zeichnung:

Aufgabe 13.2 (Integrale). Berechnen Sie folgende Integrale:

1. fz(x2 + l) dx

2. fo " (5xsin(x?)) dx,

3. fo (x?sin(2x) + 3xsin(2v)) dx,

4. [ VI=x2dx (verwenden Sie hier die Substitution x = sint).

Aufgabe 13.3 (Stammfunktion einer rationalen Funktion). Sei f : D — R

definiert durch .

fe = x2-3x+2
wobei D C R ihr maximal moglicher Definitionsbereich sei.

Leiten Sie die Stammfunktion von f mit Hilfe von Partialbruchzerlegung her.
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Aufgabe 13.4 (Maximierung von Integralen). Bestimmen Sie den Wert bzw.
die Werte, an denen

XZ
H(x) = f (9 —12)-etdt
0
maximal wird.
Aufgabe 13.5 (Stammfunktionen). Finden Sie folgende Stammfunktionen:

1. f #ﬁm dx (Hinweis: Division mit Rest, dann Partialbruchzerlegung),
2. fe" sin x dx,
3. f@ dx fiir n € IN.
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Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir Integrale nur dann ausgerechnet, wenn die Grenzen beide
endlich waren. Wir werden sehen, dass wir in einigen Fallen auch oo als
Grenze zulassen konnen und dass dies viele interessante Anwendungen hat,
beispielsweise auf die Konvergenz von Reihen.

Definition 14.1. Sei f: [a, co[— R eine stetige Funktion. Dann setzen wir

[ serae=pim [ ' e,

falls der Grenzwert existiert und nennen in diesem Fall f tiber [a, oo uneigentlich
integrierbar und fa Oo f(x) dx konvergent.

Beispiel 14.2. Wir betrachten die Funktion f(x) = x7° fiir s € R. Der Grenz-
wert

< _ 1 . 1 s
jl‘x clxzhm(l_sx1 (1):gg?om(l—bl)

b—oo

existiert, falls s > 1. Also gilt in diesem Fall:

. 1
f X dx = .
1 1_5

Satz 14.3 (Integralkriterium fiir Reihen). Sei f: [0, o[— R eine monoton fal-
lende positive Funktion. Die Reihe Y., f(n) konvergiert genau dann, wenn das

Integral fooo f(x) dx existiert.

Beweis. Wegen der Monotonie von f erhalten wir fiir jedes k € IN offenbar
Schranken von oben und unten fiir fok f(x) dx (siehe Abb.|14.1):
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k k
foz [ fdx= Y fon
n=1

Die Behauptung folgt. O

==

-1

o~
Il

0

Abbildung 14.1. Ober- und Untersumme.

Korollar/Definition 14.4. Der Grenzwert

(o)

1
C(s) = =
n=1

existiert fiir s > 1. ((s) heifSt Riemannsche Zetafunktion.

Beweis. Im Beispiel 14.2/haben wir gesehen, dass flm x~*dx fur s > 1 konver-
giert. Das Integralkriterium fiir Reihen liefert nun die Behauptung. O

Definition 14.5. Sei f: ]a, b] eine stetige Funktion auf einem halboffenen Intervall.

Dann schreiben wir , ,
f f(x) dx :=lim f f(x) dx,
a Na Jy

falls der Grenzwert existiert.

Beispiel 14.6. Das Integral fol x% dx existiert, falls @ < —1. Im Gegensatz dazu

e 1 .
existiert das Integral fo 1 dx nicht, da: Inx )
x—

Definition 14.7. Eine Funktion f: R — R heif$st uneigentlich integrierbar, falls
die Grenzwerte

b 0
[}im f f(x)dx und lim f f(x) dx
— 00 0 a——00 a

existieren. In diesem Fall schreiben wir:

00 0 b
ff(x)dx:z}i_{?af f(x)dx+;i%ﬁ f(x) dx.
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Beispiel 14.8.

1. Es gilt:

00 1 . b
[w T2 dx = g_)_l‘ir/réqw(arctanx |a) = g

2. Der Grenzwert f_ 0:0 e dx existiert, denn = O(fxz) Man kann zeigen,
dass gilt:

f e dx = V.

0o

Aufgaben

Aufgabe 14.1 (Uneigentliche Integrale). Uberpriifen Sie, ob folgende unei-
gentliche Integrale existieren und berechnen Sie ggf. ihre Werte:

1. fooo xe ™ dx,
2. fol % dx,
3. 7 s dx,

00
1
4. f—oo x2-3x+2 dx.
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Taylorpolynom und Taylorreihe

Sei f: I — R eine n-mal stetig diffbare Funktion, xo € I. Wir wollen f in der
Néahe von xy durch ein Polynom approximieren. Die , beste” Approximation
durch ein lineares Polynom ist die Tangente (Abb.|[15.1)

L(x) = f(x0) + ' (x0) - (x = x0).

Wir werden nun erfahren, wie man mit Polynomen von héhrem Grad noch
bessere Approximationen erhalten kann.

<L} -
%:{M

Abbildung 15.1. Approximation durch die Tangente.

1

Definition 15.1. Seien f: 1 — R eine n—mal stetig diffbare Funktion und xy € L.

Dann heift
0 - [Px0)
T f =) o)
k=0

das n—te Taylorpolynom von f in xo.

T f hat offenbar den gleichen Wert und die gleichen ersten n Ableitungen in
xo wie f.
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Satz 15.2 (Taylorsche Formel). Seien f: I — R eine (n + 1)—mal stetig diffbare  Vorlesung vom:
Funktion und xo € 1. Dann gilt: 06. Februar 2008

Qualitatsstand:
F®x0)(x — x0)F

erste Version
F@) = (T @) + Rusa () (= Z —g Ry (v)) ‘
k=0 :

R = [ oo S

mit dem Restglied

Ausfiihrlich:
f(2 (x0)

(x — x0)2 +

f@) = fxo) + f(x0)(x = x0) +
f(")(xO) (r+1) ¢
. f flrt Gy

Beweis. Wir verwenden Induktion nach n und partielle Integration. Der
Induktionsanfang n = 0 gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integral—Rechnung;:

"X
fo = feo+ [ o
Xo
Fiir den Induktionsschritt n — 1 — n betrachten wir das Restglied:

(x t)n 1
1)'
—_————
¢

=_(x—f)” — )y X Ay
$=u _f(n)(t)_(x 't) ‘x0+£ f(n+1)(t)(xn!f) it

(x - xO)

Ry(x) = f<”> (t)- dt

X0 S——"
f

= f"x) + Ry ().

Tof =T ' f = fO Sk
folgt die Behauptung. O

Wegen der aufwéndigen Berechnungen ist fiir die praktische Anwendung
dieser Formel ein Computeralgebra—System sehr hilfreich. In der Vorlesung
wurden mit Maple einige Beispiele vorgefiihrt.

Satz 15.3 (Lagrangeform des Restglieds). Sei f: I — R eine (n + 1)—mal stetig
diffbare Funktion und xo € I. Dann 3 & € [xo, x] (bzw. & € [x, x0], wenn x < x), so
dass
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n f(k)(x) f(n+1)(é) -
f<x>=; ) e =)

Beweis. Wir wenden den Mittelwertsatz der Integralrechnung auf

X £(n+1)
Rt () = f 0 by

n!

an und erhalten:

(x X — X

(n+1)!

Rpa(@) = f0(E) - f = gy

Beispiel 15.4. f(x) = sinx, xg = 0.
3 5 2n+1
2n+1 g A L S S
(" sin(x) =x =3+ 57 =+ (D'

da

0 k gerade
in®) =1V g ,
sin™(0) {(—1)kzl, k ungerade.

Fehlerabschitzung fiir Sinus:

|x|n+1 |x|n+1 Rn+1
m+1D)!' " mn+1) ™ (n+ 1)

IRy ()] = [0 ()]

fiir [x| < R. Es gilt: 2o < e <1 =

(n+D)! =
n+l n+1
(n+1)InR <Ine¢ +Zlnk < 1ne+f Inx dx.
k=1 1

Es folgt:

m+1)InR<Ine+ (xInx —x)|;’+1

e nR< & Linm+1)—1
n+1

SR<elem-(n+1)<el(n+1).

Abbildung|15.2 zeigt die Taylorpolynome des Sinus vom Grad 1,3, 5, 7.

195
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Abbildung 15.2. Die Taylorpolynome des Sinus vom Grad 1,3,5,7.

Beispiel 15.5. Wir betrachten die Funktion f(x) = (1+x)*, etwaa = % Es gilt:
O =a-(@-1)---(@a-k+1)-(1+x)°*"

Daher folgt:
n
a
Taf() =) (k)xk,
k=1

wobei fiir @ € R der Binomialkoeffizient definiert ist durch

Pk

1 2 k

(a) a a-1 a-k+1
Definition 15.6. Sei f: [ — R eine co—oft diffbare Funktion und xo € 1. Dann heif3t

o (k)
Txof(x) = Z f (XO) (x - xO)k

k!
k=0

die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt xo. Die Taylorreihe Ty, f ist eine
Potenzreihe in (x — xg).

Beispiel 15.7.

1. (Toexp)(x) = Yoo % ist die definierende Potenzreihe von exp.
2. Die Funktion f(x) = (1 + x)* hat die Taylorreihe

MHE

Frage 15.8. Konvergiert die Taylorreihe von f gegen f?
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Antwort.

1. Eine Taylorreihe hat nicht notwendig positive Konvergenzradien.

2. Selbst, wenn R > ¢ > 0 gilt, konvergiert die Taylorreihe nicht notwendig
gegen f auf | — R + xp, xo + R[.

Beispiel 15.9. Wir betrachten die Funktion

_1
e, X#¢,
0, sonst.

f:]R—>]R,xr—>f(x)={

Wir zeigen: f ist co—oft diffbar und £ (0) = 0 Vn. Insbesondere ist die Taylor-
reihe = 0 und konvergiert nicht gegen f.

Wir beweisen dazu mit Induktion nach 7, dass

f(x) = pu() e, fallsx #0,
0, fallsx =0,

wobei p, ein Polynom ist. Der Induktionsanfang ist klar. Zundchst betrachten
wir den Fall x # 0:

1\ _a1vy Ty _1 1, 2 _1
(pulZ)-e ) = Z)) e = +ml3) 5o
1y -1 1\ 2y 1
=) mHel(p) 5) e
Dann ist
Pusr(t) = =p(8) - £ = 2pa(t) - £.
An der Stelle x = 0 gilt dann:
" o1 /1y 1
FD(0) = }Cl_r%(;r’n(;) e xz) =0,

da exp schneller wéchst als jedes Polynom, wie wir in Beispiel 12.6 gesehen
haben.

Die folgende Aussage ist wegen Frage und Antwort[15.8 weniger trivial, als
es erscheinen konnte:

Satz 15.10 (Binomische Reihe). Fiir |x| < 1 gilt:

A+0 =Y (z)xk.

k=0



Problem:
to do! siehe einges-
cannte Mitschrift
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Beweis. Der Konvergenzradius der Reihe ist R = 1. Wir mochten das Quoti-
entenkriterium anwenden:

() - !
(&) - xF

Mit der Bemerkung|6.17 zum Quotientenkriterium zeigt dies, dass die Reihe
konvergiert, wenn |x| < 1 und diviergiert, wenn x| > 1 ist.

:|“—k.

Wir zeigen:

Ry (x) = % fo (x = 0" OOy db = (n + 1)(nil) fo (=)' +1)* " dt

konvergiert fiir [x| < 1 gegen 0.

Aufgaben

Aufgabe 15.1 (Taylorpolynom). Bestimmen Sie ohne Computer das Taylor-
polynom 2. Grades von

1. f: R—> R, x = f(x) = In(sin(x)) im Punkt xo = 7,
2.¢:R— R, x> g(x) = eV —eim Punkt x = 1.

Aufgabe 15.2 (Taylorreihe). Berechnen Sie die Taylorreihe von

X
1= =06+

x+1)

im Entwicklungspunkt xq = 0.

Zeigen Sie mit Hilfe von Partialbruchzerlegung, dass die Taylorreihe auf dem
offenen Intervall (-1, 1) gegen f konvergiert.

Aufgabe 15.3 (Taylorpolynome mit Computeralgebra). Berechnen Sie mit
Hilfe von Maple die Taylorpolynome Tff der Ordnungen k = 1,...,6 im
Entwicklungspunkt xo = 0 fiir

1. f(x) = tanx
2. f(x)= V1+x

und plotten Sie jeweils die Graphen von f und der Taylorpolynome.
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Konvergenz von Funktionenfolgen

Vorlesung vom:
11. Februar 2008

Sei oo Qualitatsstand:
flx) = Z a,x" erste Version
n=0
eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Wir wollen zeigen, dass f in
] =R, R[ co-mal diffbar ist und dass die Potenzreihe mit der Taylorreihe von
finxy = 0 tibereinstimmt. Allein die Stetigkeit ist hierbei nicht offensichtlich.
16.1 Gleichmifiige Konvergenz
Definition 16.1. Sei f,: I — R eine Folge von Funktionen auf einem Intervall. Die
Folge (f,) heifit konvergent (genauer: punktweise konvergent), wenn fiir jedes x
die Folge (f,(x)) konvergiert und dann ist die Grenzfunktion
fiI-R, fx)= gggofn(x).
Wir schreiben: lim, 0 f, = f.
Frage 16.2. Wenn alle f, stetig sind, ist dann auch lim f, stetig?
Antwort. Nein, nicht unbedingt. Dazu betrachten wir das Beispiel f,,: [0,1] —
R, fu(x) = x" (Abb.[16.1). Dann existiert f = lim f,,, aber Problem:
Skizze fehlt: fig:xn!
0, xel0,1],
x) =
&) {1, x=1

f ist also nicht stetig.
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fig:xn

Abbildung 16.1. SKIZZE FEHLT!

Wir miissen daher eine starkere Forderung an die Konvergenz stellen:

Definition 16.3. Sei (f,: I = R),en eine Folge von Funktionen auf einem Intervall
L. (fu) konvergiert gleichmiifig gegen eine Grenzfunktion f: I — R, wenn:

Ve>0dng: |fu(x) - f(x)|<eVn=nyVxel

Satz 16.4 (Gleichmifliger Limes stetiger Funktionen). Ist (f,: I — RR) eine
Folge stetiger Funktionen, die gleichmiif$ig gegen f konvergiert, so ist auch f stetig.

Beweis. Seien xg € [ und ¢ > 0 vorgegeben. Zu § existiert 1y mit
Ifu(x) = fOI < % Vn>ngVxel
Da f,, stetig ist, 30 > 0, so dass
o () = foo (x0)] < % Vx € I mit x — x| < 6.

Es folgt:
If(x) = f(xo)l < 1f(x) = fu() + 1 fu(x) = fulxo)l + | fu(x0) + fu(x0)l

< & ¥Yxmit |x — xo| < 0.

Frage 16.5. Liisst sich Integration mit Grenzwertbildung vertauschen?
Antwort. Nein, nicht unbedingt. Wir betrachten dazu die Zackenfunktion f,,

definiert gemaf Abbildung[16.2| Es gilt: f01 fax)dx=1¥nundlim,,e f, =0
(punktweise). Aber:

1 1
lim f fa(x)dx=1+#0= f lim f,(x) dx.
n—o0o O 0 n—00
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¥ T
FN
/
/ \
Il P = e sl i
[ 2
| wm ™

Abbildung 16.2. Die Zackenfunktion.

Satz 16.6. Sei f,: [a,b] — R eine Folge stetiger Funktionen auf einem abgeschlos-
senen Intervall, die gleichmifig gegen f: [a,b] — R konvergiert. Dann gilt:

[ o) dv = tim [ o) .

Beweis. Zunichst einmal ist f ebenfalls stetig und deshalb integrierbar. Fer-
ner:

b b b
| f £(x) dx - f ful) o] < f f(x) — fu()] dx < e(b - w),
falls n so grofs ist, dass |f(x) — fu(x)| < € Vx € [a,b]. Die Behauptung folgt. O

Bemerkung 16.7. Fiir uneigentliche Integrale braucht man zusatzliche Vor-
aussetzungen. Dies zeigt das Beispiel der Zackenfunktion in Abbildung[16.3]
Offenbar ist lim f, = 0, sogar gleichméafig, aber:

fmfn(x)dx=1¢0=fm0dx.
0 0

Gt

-

|

Abbildung 16.3. Eine Zackenfunktion.

Korollar 16.8. Sei f,,: [a,b] — R eine Folge von stetig diffbaren Funktionen, die
punktweise gegen f: [a,b] — R konvergiert. Konvergiert die Folge der Ableitungen
(f) gleichmiifiig, dann ist f diffbar und es gilt:

f' = lim f,.

n—o0
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Beweis. Sei f* = lim f;. Nach dem Satz 16.4 ist f* auf [, b] stetig. Ferner gilt:

ﬂ@=ﬁ@+fﬂ@ﬂ

fur x € [a,b]. Mit Satz(16.6/folgt:

f0 =@+ [ fo.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert nun, dass f
diffbar ist und dass f" = f*. O

16.2 Anwendung auf Potenzreihen

Satz 16.9. Sei f(x) = Y., an.x" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0, also
f:1=R,R[— R. Dann haben die Potenzreihen

0 -1
1' Zn:l nanxn 7
Pan!

oo
2' Zn:O ap 1’

die wir durch gliedweise Differentiation bzw. Integration erhalten, den gleichen
Konvergenzradius und konvergieren auf | — R, R[ gegen

1. f'(x),
2. [ f(x) dx.
Insbesondere ist f unendlich oft diffbar und es gilt:
£P(0) = a,n!.

Beweis. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard|7.19]ist ) a,x" fur |x| < R
genau dann konvergent, wenn

lim sup /|a,x"| = (lim sup M) "R<1,

n—sc0 n—oo
also:

3 1

~ limsup, _ Va.]
Da

lim W: lim nv = limel"T" =0 =1,

n—oo n—oo n—oo
haben ", na,x" ' und Y. a, i’:i den gleichen Radius. Die Folge der Par-
tialsummen von f und f’ konvergieren auf jedem echten Teilintervall [—7, 7]
fiir r < R gleichmifig. Die Behauptung folgt daher auf [-r, 7] aus Satz 16.6

und Korollar O
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Beispiel 16.10.

1. Die logarithmische Reihe In(1 + x) ist Stammfunktion von

1 S n,.n
x)_1+x_l;(—1)x.

Gliedweise Integration und In(1) = 0 liefert:

> n+1
In(1 + x) = Z(— )"
n=0
fiir |x] < 1.
2. arctan ist Stammfunktion von
1 (o)
— — —1)" Zn.
preiadic) ZO< )'x

Integration und arctan(0) = 0 liefert:

2n+1

fiir x| < 1.

arctan(x) = Z( 1)"

3. Es gilt:

0 oo
:E:;1x =X E nx""

n=0 n=1

an“ =x'(11x)/ =q _"x)z fiir x| <1,

n=0

Es folgt:

also zum Beispiel:

nZ‘n (1_1)2=2.

In den Beispielen 1. und 2. konvergiert die Reihe auch fiir x = 1. Dies legt die
Formeln

2( 1)'—— =In(l+1) = In2,
n=0
Z - )” = arctan(l) = —
n=0

(da tan§ = 1) zumindest nahe. Dass dies wirklich der Fall ist, zeigt das
folgende Resultat:

Vorlesung vom:
13. Februar 2008
Qualitétsstand:
erste Version
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Satz 16.11 (Abelscher Grenzwertsatz). Sei ), a, eine konvergent Reihe reeller
Zahlen. Dann hat die Potenzreihe f(x) = Yo anX" den Konvergenzradius R > 1
und fiir die Grenzfunktion f:]1-1,1[— R gilt:

lim f(x) = Z(’; .

Problem: Beweis. Drei Seiten. Forster. O
Beweis ausfiihren!

Siehe eingescannte Beispiel 16.12. Wir betrachten zwei Reihen, von denen wir bereits wissen,

Mitschrift dass sie konvergieren:
1. Die Reihe )74 (_12”_1 konvergiert. Nach dem abelschen Grenzwertsatz ist
daher durch f(x) = Y, (_12"_1 -x" eine auf | -1, 1] stetige Funktion erklart.
Da f(x) = In(1 + x) fiir x € ] = 1, 1[ gilt, folgt: f(1) = In(2). Also:
= (1)1 1 1 1
n@® ; n 27314
2. Wir betrachten Y, (-1 ”’z‘i:i = arctanx fiir x € ] — 1,1[. Fiir x = 1 liegt
ebenfalls Konvergenz vor, also:
- 1 b
-1)".—— =arctan1 = —.
;( Vogngy T actanl =g
Aufgaben
Problem: Aufgabe 16.1 (...). ...

Aufgaben zur Kon-
vergenz von Fkt.-
Folgen fehlen noch!
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Einfiihrung

Inder linearen Algebra werden Probleme und Phanomene untersucht, die mit
Hilfe linearer Gleichungssysteme ausdriickbar sind. Insbesondere werden
dabei auch Verfahren studiert, um explizit Losungen fiir solche Probleme
auszurechnen. Oft sind sowohl die Probleme und Losungen als auch die
Phénomene sehr anschaulich zu verstehen, wenn man deren geometrische
Seite betont. Wir werden versuchen, dies in dieser Vorlesung moglichst oft
zu realisiseren.

Anwendungen der linearen Algebra finden sich neben der Geometrie in
vielen Bereichen des mathematischen, informatischen, aber auch alltdglichen
Lebens. Wir werden solche Anwendungen so oft wie moglich ansprechen,
insbesondere, wenn sie die Informatik betreffen.

Um den Anschauungs— und Anwendungsbezug moglichst naheliegend zu
halten, beginnen wir mit der linearen Algebra tiber den reellen Zahlen und
deren Geometrie. Es wird sich im Verlauf der Vorlesung allerdings herausstel-
len, dass es oft sinnvollist, davon abzuweichen und lineare Algebra auch tiber
anderen Zahlensystemen, wie endlichen Kérpern zu betreiben. Beispielswei-
se wire das ganze Gebiet der Kodierungstheorie kaum denkbar ohne die
lineare Algebra tiber endlichen Zahlensystemen. Andererseits wére die Dar-
stellung der Theorie viel zu kompliziert, ohne die Ausweitung der Zahlen
auf die sogenannten komplexen Zahlen zu betrachten.






17

Der R3 und der R"

17.1 Punkte im R”

Einen Punktim Anschauungsraum konnen wir nach Einfiihrung eines Koor-
dinatensystems durch ein Tupel (a1, a5, a3) (ein Tupel ist eine durch Komma
getrennte Menge von Objekten, bei denen es auf die Reihenfolge ankommt)
von Koordinaten spezifizieren (Abb.[17.1).

a

m

as

s

Abbildung 17.1. Der Punkt (a1, a,,43) € R®.

Punkte im R® und allgemein im R” stellen wir mit Zeilen- oder Spaltenvek-
toren dar. In der linearen Algebra sind Spaltenvektoren tiblich:
a "
a=|a|eR® bzw. a= C e R
as

an

Vorlesung vom:
22. April 2009

Qualitatsstand:
erste Version
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Platzsparend werden Spaltenvektoren aber hiufig (a1, 4z, . . ., a,)' notiert, wo-
bei! fiir transponieren steht. Der Nullvektor oder Ursprung des Koordina-
tensystems ist der Vektor (0, ...,0) € R"; er wird oft kurz 0 geschrieben. Aus
dem Zusammenhang wird immer klar sein, ob 0 die Zahl oder den Vektor
bezeichnet.

R% taucht zum Beispiel auf, wenn wir k Punkte im Raum gleichzeitig betrach-
ten. R" mit n = 1.000.000 wird in der Computertomographie oder bei der
Diskretisierung von partiellen Differentialgleichungen verwendet. n ~ 10°
taucht bei einer Supportvektormaschine auf, wie sie Google verwendet.

Definition 17.1. Zu zwei Vektoren

X1 n
Xn Yn
und einer Zahl A € R (genannt Skalar) setzen wir (siche Abb.|17.2):

X1+ Y1 A.Xl
X+y:= : , Asx= o
Xn + Yn Axy,

—_——
? —_—
——
b 2:c
Abbildung 17.2. Vektor-Addition und Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar
in der Ebene R%.

17.2 Skalarprodukt, Euklidische Norm

Mit Hilfe des sogenannten Skalarprodukts werden wir nun Abstinde und
Winkel einfiihren und erste Eigenschaften der neuen Begriffe herleiten.

Definition 17.2. Fiir x, y € R" ist

Gy =x1-y1+-+x Yy €R
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(oder x - y = (x,y)) das Skalarprodukt (genauer Standard—Skalarprodukt oder
euklidisches Skalarprodukt) von x und y (engl. auch dot—product oder inner
product).

|lx|| = fo = \/x% +X3 4D = ((x, x))?

i=1

heifit Betrag oder euklidische Norm von x.

Zumindest im R? und R3 liisst sich ||x|| als Linge des Vektors x € IR® interpretieren
(wegen des Satzes von Pythagoras, siehe Proposition[17.3 und Bemerkung [17.7).
Wir nennen ||x|| daher auch die Linge des Vektors x € R3. Zu x, y € R"ist

d(x, y) == llx =yl
der Abstand der Punkte x und y.

Die folgenden Eigenschaften folgen recht leicht aus diesen Defintionen:

Proposition 17.3 (Eigenschaften des Skalarprodukts). Es gilt:

1.{(x+y,z)=(x,z)+(y,z) fiiralle x,y,z € R"  (Linearitit),

2. {Ax, ) = Mx, ) fiirallex,y € R",A € R (Linearitit),
3.,y =(y,x) fiirallex,y € R"  (Symmetrie),

4. (x,x) > 0 und (x,x) = 0 genau dann, wenn x = 0 € R",

5. llx + yl? = x> + 2{x, y) + llyl>  (Satz des Pythagoras)

6. llx + yl* + llx — yl* = 2l|xII> + 2llyll>  (Parallelogrammgleichung).

Beweis. Wir zeigen nur drei der Behauptungen:
Zull. (x+y,2) = X(xi + yi)zi = L xizi + L yizi = (x,2) + (Y, 2).
Zul5. Esgilt: [lx + yl* = (x + y,x + y) = (x,x) + 2(x, y) + (y, y).

5
Zul6. lbx+ I +1x =y 2 Il + 2¢x, y) + Iyl + K + 2¢x, =) + | - yP
101 + 2(x, ) + 1P + K2 - 2¢x, y) + [IyI, wie behauptet.
O

Nun kommen wir zu einer weiteren, sehr hdufig verwendeten, aber nicht
ganz so leicht nachzuweisenden Eigenschaft:

Satz 17.4 (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung). Fiir x,y € R" gilt:

[, ol < Il - M1yl

Ferner gilt fiir x # 0 die Gleichheit |(x, y)| = ||| - |yl genau dann, wenn y = Ax fiir
ein A € R.

Quadratwurzel
noch nicht einge-
fihrt!
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Beweis. Fiir x = 0 ist alles klar. Sei also x # 0 € R"”. Dann ist

n

pi=(x,x) = lez > 0.

i=1

Ferner setzen wir: ¢ := —(x, y). Damit gilt:

0 <A{px + py, px + py)
= *(x, x) + 20u(x, y) + 1y, v
= p(x, y)* = 20(x, ) + (XY, )
= (=, ) + (62X, v)).

Da p > 0, folgt:
0< ~(Ce, ) + Il - NIyl bzw.  Kx, )P < IxdP - Iyl

Die Monotonie der Quadratwurzel V (siehe Bemerkung[5.30) liefert die erste
Behauptung.

Gilt Gleichheit, dann:
0=(px+puy, x+py)y = ex+puy=0.

Also: y = Axmit A = —%. O

Die folgenden Eigenschaften der oben eingefiihrten Norm sind wieder leicht
einzusehen:

Proposition 17.5 (Eigenschaften der Norm). Fiir x,y € R", A € R gilt:

1. Ix|l = 0 und ||x|| = 0 genau dann, wenn x = 0 € R”,
2. IAx]l = AL - [lxll,
3ol +yll < lIxll + llyll - (A-Ungleichung).

Beweis. Nur /3| ist zu zeigen. Nach Definition gilt:

I+ Yl = (x+y,x + )
= |lxIP* + 2¢x, v) + Iyl

Cauchy-Schwartz liefert nun:
Il + yI < 12l + 2ldlllyll -+ Iy 1P = Al + 1y

Die Behauptung folgt mit der Monotonie der Quadratwurzel (Bem.5.30). O

Wir kommen nun zu der geometrischen Bedeutung des Skalarprodukts:
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Definition 17.6. Zwei Vektoren x,y € R" heiffen senkrecht (auch orthogonal
oder normal) zueinander (in Zeichen x L y), wenn {x,y) = 0.

Bemerkung 17.7.

1.

Im R? bzw. R” stimmt dieser Begriff mit dem anschaulichen Begriff tiber-
ein. Dies folgt aus der Formel

Il + yIP = Ixl +2¢x, y) + Nyl

zusammen mit dem geometrischen Satz des Pythagoras a? + b? = ¢? fiir
die Seitenldngen a4, b, ¢ in einem rechtwinkligen Dreieck.

Fiir die Seitenldngen der beiden in Abb.[17.3Jerkennbaren rechtwinkligen
Dreiecke gilt dann namlich:

A+ d =P, @+ @+ YD = I+ gl

Abbildung 17.3. Anwendung des geometrischen Satzes des Pythagoras auf zwei
rechtwinklige Dreiecke.

2.

Die Differenz dieser beiden Gleichungen ist:
24|yl + 1xIP + NIyl = llx + I = P + 2¢x, y) + Iyl
und somit folgt: d||y|| = (x, y).

Also:d =0 & (x,y) =0 PL y o |IxIP + llyl* = lIx + ylI*.

Den Beweis des geometrischen Satzes des Pythagoras liefert Abbildung
17.4] Dass die vier Dreiecke in Abb.[17.4 gleich grof sind, beruht dabei
auf der Tatsache, dass in einem Dreieck die Winkelsumme 180° ist, was
wiederrum aus dem Parallelenaxiom folgt (sieche Abb.[17.5). Dieses be-
sagt: In einer Ebene a gibt es zu jeder Geraden ¢ und jedem Punkt S
auflerhalb von g genau eine Gerade, die zu g parallel ist und durch den
Punkt S geht. Ob das Parallelenaxiom in der Wirklichkeit gilt (nicht im
R?), ist offen und Gegenstand der Astronomie. An dieser Stelle mochten
wir auf zwei Biicher von Roger Penrose hinweisen: [Pena] und [Penb].
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b2

Abbildung 17.5. Das Parallelenaxiom liefert: o’ = a, p’ = , also: a + p + y = 180°.

Vorlesung vom:

Definition 17.8. Fiir zwei Vektoren x,y € R" definieren wir den Winkel 0 zwi- 24 April 2009

schen x und y durch die Formel: Qualititsstand:
erste Version

X,y
lIx[| - Iyl

cos O =

Wegen der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung gilt:

=l -yl < <x yy < il - Myl

Problem: also % € [-1,1]. Somit hat diese Definition einen Sinn (s. Abb.[17.6).
thematisiere € [0, 7t[
1
—
sig O
0
-1 N 1
AN coq 6=xos(—0) sid-)
|7
-1

Abbildung 17.6. Cosinus und Sinus eines Winkels 0, visualisiert am Einheitskreis.
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17.3 Geometrische Objekte im R”

Wir werden in diesem Abschnitt die eben eingefiihrten Begriffe verwenden,
um Geraden, Ebenen und deren Verallgemeinerungen zu definieren und
deren gegenseitige Lage, also insbesondere Abstinde zwischen ihnen, zu
studieren.

17.3.1 Geraden und Hyperebenen

Definition 17.9. Eine Gerade L C IR" ist eine Teilmenge der Gestalt
L={p+Av|AeR}=p+R- v,

wobei p € L ein beliebiger Aufpunkt und v € R" \ {0} ein Richtungsvektor ist (s.
Abb.[17.7).

Abbildung 17.7. Eine Gerade g im R®, mit Aufpunkt p und Richtungsvektor v.

Eine Hyperebene H C R" ist eine Teilmenge der Gestalt
H={xeR"|mx1+ - +a,x, =b} ={xeR"|(a,x)=b},

wobeia = (ay,...,a,)" € R"\ {0} und b € R. Der Vektor a heiit Normalenvektor
von H (s. Abb.[17.8). Im R® heifit eine Hyperebene einfach Ebene.

Fiir zwei Punkte p, g € H gilt fiir den Differenzvektor v =p — g
(a,0) ={a,p —q) = {a,p) = <a,q) =b-b=0.

Also a L p —q. Daher der Name Normalenvektor.
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Abbildung 17.8. Eine (Hyper-)ebene in IR* und ein Normalenvektor a von H.

17.3.2 Schnittpunkte

Sei L € R" eine Gerade und H C IR" eine Hyperebene. Fiir die Schnittmenge
L N H gibt es drei Moglichkeiten:

1. LN H = {gq}, besteht aus genau einem Punkt g € R”,

2.LNH=0,

3. LCH.

Proposition 17.10. 2. oder|3| liegt genau dann vor, wenn der Richtungsvektor von
L senkrecht zum Normalenvektor a von H ist.

Beweis. Setzen wir die Parametrisierung L = {x : p + Av|A € R} der Geraden
in Gleichung (a4, x) = b von H ein, so erhalten wir mit

(a,p+Av)y=b e AMa,v) =b—{a,p) *)

eine Gleichung fiir A.

Ist a nicht senkrecht zu v, d.h. (4, v) # 0, dann ist die einzige Losung

. b—<ﬁl,p> b_<a/p>
A= {a,v) {a,v) v

Ist (a,v) =0, also a L v, dann hat (*) nur dann eine Lésung, wenn b — (a,p) =
0 e peH=LCH, dadann A € R beliebig gew&hlt werden kann. Dies
entspricht dem /(3| Fall.

Ist(a,0) =0und b # (a,p) dann L N H = (,[2] Fall. O

,alsoLNH>g=p+

Definition 17.11. In den Fillen[2) und3., d.h. wenna L v, so sagen wir: L ist eine
zu H parallele Gerade.
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17.3.3 Abstinde
Abstand zwischen Gerade und Punkt

SeiL ={u=p+Av|A € R} CR"eine Gerade und g € IR" ein weiterer Punkt.
Dann ist fiir jeden Punkt u € L der Abstand d(u, q) = [|u — 4l|.

Definition 17.12. Wir definieren den Abstand von L zu q durch

d(L,q) = mind(u, ).
uel

Proposition/Definition 17.13. Das Minimum d(L, q) wird in genau einem Punkt
u, angenommen. Der Punkt u, ist eindeutig durch die Eigenschaft, dass u; — q
senkrecht zu dem Richtungsvektor v steht bestimmt. u, heifSt Fuf3punkt des Lots
von q auf L (Abb.[17.9).

Abbildung 17.9. Das Lot des Punktes g auf die Gerade L.

Beweis. Die Gleichung (v, p + Av — q) = 0 hat genau eine Losung namlich

G-po
A=127
(v,v) '
da ||o]]> # 0. Also:
g-p,0) v v
U=p+——— - 0=p+{g—p, — ) —.
1P w0 AT TN
Jeder andere Punkt u € L hat einen grofleren Abstand (s. Abb. 17.10), da
Pythagoras A-Ungl.
e =gl =" g — g2+l — gl P> g — g1, also:

d(L,q) = llug —qll.
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Abbildung 17.10. Der Abstand des Punktes g von der Geraden L ist d(L, q) = |lu, —ql|.

Abstand zwischen Hyperebene und Punkt

Proposition/Definition 17.14. Sei H = {x | {4, x) = b} C IR" eine Hyperebene und
q € R" ein Punkt. Dann definieren wir

d(H, q) := mind(u, q).

Das Minimum d(H, q) wird in genau einem Punkt u, € H angenommen. ug ist durch
die Bedingung, dass die Differenz u, — q ein skalares Vielfaches des Normalenvektors
a ist, eindeutig bestimmt. Die Abbildung

R"—H, q—u

heifit orthogonale Projektion auf die Hyperebene H (s. Abb.[17.11).

Abbildung 17.11. Die Orthogonale Projektion des Punktes g auf die Hyperebene H.

Beweis. Jeder andere Punkt u € H hat grofleren Abstand zu g, nach Pythago-

ras. Um u, auszurechnen, betrachten wir die Gerade L = {g+Aa | A € R} C R"

und bestimmen L N H: (g + Aa,a) = b liefert A = b;z(‘zl; >, also

b=

(a,a)

uq=q+

Der Abstand ist somit:
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b~ (a,q) '”H_ b~ <a, )] b8

(@,a) P L T ||a||"’>“

d(H,q) = H
Wiéhlen wir den Normalenvektor normiert, d.h. von der Linge 1, dann gilt:

d(H,q) = b —{a, g)l.

In diesem Fall ldsst sich |b| als Abstand d(H, 0) von H zum Nullpunkt inter-
pretieren. Auch das Vorzeichen von b hat eine Interpretation:

b >0 & 0liegt in dem Halbraum {x | (g, x) < b}

& Der Normalenvektor, auf H angetragen, zeigt in den Halbraum,
der 0 nicht enthilt.

Abstand zwischen zwei Geraden

Definition 17.15. Seien L1 = {p1 + Avy | A € R} und Ly = {p» + Ava | A € R}
zwei Geraden im R". Ly und Ly heiflen parallel, wenn vy = Av, fiir ein A € R, das
heif$t, wenn die Richtungsvektoren bis auf den Skalarfaktor iibereinstimmen. Ly und
Ly heifien windschief, wenn gilt:

1. Ly und L, sind nicht parallel,
2. Ll N L2 = @

d(L1, Lp) := min d(x,y) nennen wir den Abstand von Ly zu L.
x€Ly,yely

Proposition 17.16 (Abstand windschiefer Geraden). Es seien L1 und L, zwei
windschiefe Geraden mit Richtungsvektoren vy bzw. v,. Dann wird das Minimum
d(Ly, Ly) in genau einem Paar von Punkten (%, ) € L1 X Ly angenommen. (X, fj) ist
durch die Bedingung, dass X — i senkrecht zu vy und v, steht, eindeutig bestimmt

(Abb.[17.12).

Abbildung 17.12. Abstand windschiefer Geraden.

Vorlesung vom:
29. April 2009

Qualitétsstand:
erste Version
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Beweis. (X, i7) erfiille die Bedingung. Fiir jedes andere Paar (x, y) € L; X L, gilt:
(x,y) = (X + Ao, 7+ Ay0y) fiir gewisse Ay, A, € R

Mit dieser Notation gilt

llx = ylI* = lI% + Ayo1 — § — A0l
= |I% - § + Mo — Aol

L o 2

= |IX = #lI° + l|[A101 = A20]|

nach Pythagoras, da ¥ — §/ nach Voraussetzung zu jeder Linearkombination
A101 — Apv, senkrecht steht:

(X =7, Mv1 = A0p) = A& = T, v1) — A& = 7, v2) = 0.

Insgesamt folgt: [|x — y||* > ||% — §lI* (also auch d(x, y) > d(¥, 7)) und Gleichheit
gilt genau dann, wenn

)\101 —Az?]z =0C>A1 2/\2 =0,
da v1 und v, keine skalaren Vielfachen voneinander sind. Wir haben somit:

d(Ly, Lo) = |I% — #lI.

Es bleibt zu zeigen, dass die angegebene Bedingung ¥ und § eindeutig be-
stimmt. Wir schreiben: ¥ = p1 + A1v1, § = p2 + Apv, fiir gewisse 41,1, € R
und py, p2,v1, 02 € R". Wegen der Bedingung gilt nun:

<f_]7r01>=0/ <i_g/vz>:0/
also:
(p1 —p2 + Ao = A0z, 01) =0,  (p1 —p2 + A1 — Ay0,02) = 0.

Dies liefert ein lineares Gleichungssystem (d.h. eine Menge von Bedingun-
gen an Ay, Ay, die jeweils ein Polynom vom Grad 1 in den A; darstellen) fiir
/\1 und Az:

Al[o1l? = Aa(va, v1) = (pa — p1,v1), A0, 02) = Al[vall> = (pa — p1,v2).
Wir kénnten dies nun explizit 16sen. Wir machen das hier aber nicht, weil

wir in Kiirze eine Maschinerie zur Losung solcher Probleme kennen lernen
werden, mit Hilfe der sogenannten Matrixschreibweise:

lll> —(v2, 01)\ (M1 _ (P2 =pr,00)
(v1,02) —l[vall* [\ A2 (p2 —p1,02) |
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Wir werden sehen, dass diese Gleichung genau dann eine eindeutig bestimm-
te Losung (A1, A2)' € R? hat, wenn

2
v —(vp, v
r det(<gllﬂz> —<||§2||5>) = =01 loall? + o1, 22)* <0,

wobei det() die sogenannte Determinante beschreibt, die wir gleich allgemein
einfiithren werden. Nach der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung ist aber
[{v1,02)] < lloall - [loo]l und es gilt <, da v1 und v, nicht skalare Vielfache
voneinander sind. O

Aufgaben

Aufgabe 17.1 (Abstand im R®). Berechnen Sie den Abstand zwischen den
folgenden beiden Geraden im R>:

0 1 -1 1
g: 0]+ A|2], h:]1 0 |+u|3].
2 1 2 2

-3
Aufgabe 17.2 (Spiegel). Im Punkt A = [—3] befinde sich ein Auge, das in
5
1
Richtungv =| 1 [schaut.
-1

-1
Ferner geniige ein (unendlich grofser) Spiegel der Gleichung x = 0.

3
Ein Objekt habe sein Zentrum im Punkt O = [ 3 ]

1. In welchem Punkt P des Spiegels sieht man das Objekt?
2. Wie grof8 ist der Winkel OPA?

Aufgabe 17.3 (Winkel im R?).

Definieren Sie den Winkel zwischen zwei Hyperebenen im R" in sinn-
voller Weise.

1. Berechnen Sie den Winkel zwischen den folgenden beiden Hyperebenen

im R*:
1 0 1

H = erR4|(g,x>=0, H, = xen{4|<1,x—§>=o
1 1 4
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Aufgabe 17.4 (Geometrie in der Ebene).

1. Woher kommt die Liicke?

.

2. Seien vier beliebige Punkte A,B,C,D € R? gegeben. Diese bilden ein
Viereck ABCD. Die Mittelpunkte der Seiten AB, BC, CD, DA bezeichen
wir mit P, Q, R, S (in dieser Reihenfolge). Zeigen Sie: Das Viereck PQRS
ist ein Parallelogramm.
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Abstrakte Vektorraume

R? und R” sind Beispiele von Vektorrdumen. Wir wollen Vektorrdume auch
in abstrakterer Form einfiihren, da deren Verwendung sehr haufig notwendig
ist, wie wir noch im weiteren Verlauf der Vorlesung sehen werden. Zunéchst
einmal wollen wir fiir Skalare auch andere Zahlbereiche zulassen. Zum Bei-
spiel kommen R, Q, C und endliche Korper in Frage.

18.1 Definitionen

Da wir diesen Vorlesungsteil moglichst unabhédngig vom ersten Teil machen
mochten, besprechen wir hier kurz den Begriff des Korpers. Weitere Details
sind im ersten Vorlesungsteil nachzulesen.

Darauf aufbauend fithren wir dann den Begriff des Vektorraumes ein.

Definition 18.1. Ein Korper ist ein Tupel (K,+,-) aus einer Menge K und zwei
Abbildungen

+: KxK—-K, (a,b) >a+b
-t KXK—K, (a,b) > a-b,

die folgenden Axiomen geniigen:

K1: Axiome der Addition
K1.1 (Assoziativ Gesetz)

@+b)+c=a+b+c) Yab,cek

K1.2 (Existenz der Null)
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d0€eK, sodass0O+a=a VYaek
K1.3 (Existenz des Negativen)
VaeK d—aeK, sodass —a+a=0 (a—0b:=a+(-D)).
K1.4 (Kommutativgesetz)
a+b=b+a VYabek

(Mit anderen Worten (K, +) ist eine abelsche Gruppe.)

K2: Axiome der Multiplikation
K2.1 (Assoziativgesetz)

a-(b-c)=(@-b)-c Yab,cek
K2.2 (Existenz der Eins)
d1eK :=K\ {0}, sodassa-1=a VYaek
K2.3 (Existenz des Inversen)
YaeK' 3Ja'eK sodassa-a'=1.
K2.4 (Kommutativgesetz der Multiplikation)
a-b=b-a Yabek

K3: Distributivgesetze (Punktrechung geht vor Strichrechnung)
a-b+c)=a-b+a-c
(@+b)y-c=a-c+b-c VYabcek

Insbesondere ist also (K*, -) eine abelsche Gruppe.

Beispiel 18.2. Q, R, C sind Korper.

(Z,+,") ist kein Korper, da n € Z mit |n| > 2 kein Inverses hat.

Definition 18.3. Lassen wir in der Definition des Korpers das Axiom K2.3 weg, so
erhalten wir die Axiome eines kommutativen Rings mit 1.

Beispiel/Definition 18.4. Fiir a € Z bezeichnen wir mit a € IT,, den Rest bei
der Division durch p € Z. Sei p eine Primzahl. Dann ist

F, :={0,1,...,p—1}
= die Menge der Reste bei der Division durch p in Z

ein Korper (mit p Elementen) vermoge der folgenden Verkniipfungen:

+b:=a+b, a-b:=a-b.

Haufig laft man ~ weg und schreibt die Elemente als 0,1, .. ..
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Beispiel 18.5. ¢ IF, = {0, 1}. Verkniipfungstafeln:

+01 |01
0/01 0[00
ijio 1]01

also1+1 =0¢€ F, (dal+1 =0 mod 2). Hiufig schreibt man der
Einfachheit halber auch 0 statt 0 und 1 statt 1. Der Korper IF; ist in vielerlei
Hinsicht bemerkenswert; beispielswiese gilt dort: -1 = +1.

e TF; ={0,1,2}. Verkniipfungstafeln:

+/012 012
0012 0[000
11120 11012
21201 21021

dabeispielsweise2+1 =0 mod 3und2+2 =1 mod 3. Auch der Kérper
IF5 ist auflergewohnlich: Wie man an den Verkniipfungstafeln sehen kann,
ist 2 = —1; daher schreibt man die drei Elemente von F3 auch héufig der
Einfachheit halber 0,1, —1 statt 0, 1, 2.

Bemerkung 18.6. Ist n eine zusammengesetzte Zahl, etwa eine echte Prim-
zahlpotenz, dannist Z/n := {0, 1, ..., n—1} kein Kérper, sondern lediglich ein
kommutativer Ring mit 1.

Beispielsweise hat 2 in Z/6 kein Inverses bzgl. der Multiplikation: Es gibt
kein x € [Fg, sodassx-2 =1 mod 6, da:
1-2=2
4-2=38

2 mod6, 2:-2=4=4 mod6 3:-2=6
2 de6, 5- 0-2=0

0 mod 6,
, 2=10=4 mod 6, 0

mod 6.
Bemerkung 18.7.0-a =0 Va <€ Kund (-1)-(-1) = 1 gilt in allen Kérpern.

Definition 18.8. Sei K (genauer (K, +,-)) ein Korper. Ein K-Vektorraum (kurz K-
VR) ist ein Tupel (V, +,-), wobei V eine Menge ist, zusammen mit zwei Abbildungen

+: VXV >V (hw) »v+w
-t KxV -V, AWv)—>A-o,

die den folgenden Axiomen geniigen:

VR 1: Axiome der Vektoraddition

VR 1.1 Assoziativitit: u+ (v +w) = (u+v)+w VYuo,welV.
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VR 1.2 Existenz der Nulﬂ: d0€V,sodass0+v=0v VYveV.
VR 1.3 Existenz des Negativen: Vv € V4 —v € V sodass —v+v = 0.
VR14v+w=w+v VYo,weV.
Mit anderen Worten (V, +) ist eine abelsche Gruppe.
VR 2: Axiome der Skalarmultiplikation
VR21 A-p)-v=A-(u-v) YoeV VAek
VR22 1-v=v VveVgiltfirdas Einselement 1 € K.
VR 3: Distributivgesetze

A+u)-v=A-v+u-v YAuek VoveV,
A-wv+w)=A-v+A-w YAeK VYowelV.

Die Elemente A € K heifen Skalare, die Elemente v € V heifen Vektoren.

Bemerkung/Definition 18.9. Verlangen wir nicht mehr, dass K ein Korper ist,
sondern nur, dass R = K ein (kommutativer) Ring mit 1 ist, so erhalten die
Definition eines (Links-)Moduls tiber R.

Die Theorie der Module ist deutlich verschieden von der Theorie der Vektor-
raume.

18.2 Beispiele von Vektorriumen

1. R" ist ein R-Vektorraum, Q" ein Q-VR und allgemein

X1
K'={ : |Ixek]
Xn
ein K-Vektorraum, wenn K ein Korper ist.
2. Die Polynome

Ly ooivmx+ayg|neN,a eR)

R[x] == {p = aux" + a,_1x""
bilden einen R-Vektorraum: Seien p = 5x* —3x, ¢ = x> + x = 1 € R[x].
Dann ist:

! Achtung: Mit 0 bezeichnen wir sowohl die Zahl 0 € K, also auch den Null-Vektor
0 = (0,...,0),, als auch den Nullvektorraum {(0,...,0)!}. Es wird immer aus dem
Kontext verstandlich sein, welche 0 gemeint ist.
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p+q=x>+5x-2x—1€eR[x],

1 5, 3
E-p— 2x 2xe]R[x].

Auferdem ist beispielsweise (x — 1)? + 2(x + 1) € R[x].

. Die Mengen (siehe fiir die Definitionen Kapitel(9)

Cla,b] := {f: [a,b] = R | fist stetig },
Cla,b] := { f:1a,b] = R f ist stetig und differenzierbar },
C™[a,b] = {f:[a,b] = R f ist unendlich oft differenzierbar }

sind R-Vektorrdume. Vektorraume von Funktionen spielen beispielswei-
se in der Bildbearbeitung eine Rolle.

R .= {f: [a,b] —» R f ist Abbildung }

ist ebenfalls ein R-Vektorraum.

. Sei K ein Korper und M eine Menge. Dann ist

KM:={f:M—>K}

ein K-Vektorraum. Vorlesung vom:
. In der Kodierungstheorie verwendet man haufig Vektorrdume tiber end- 6. Mél ,,2009
Qualitétsstand:

lichen Korpern, etwa K = [Fy: orste Version

X1
V=F=4|: xi €{0,1} ¢,

Xn

die Menge der n-Tupel von Elementen aus IF,. Allgemein definiert man
tiir einen endlichen Korper K = IF, und zwei Vektoren

X1 n
x=[:ly=|:|eF
Xn Yn
die Hammingdistanz:
d(x, y) == i [ xi # yil.

Beispielsweise ist
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In der Kodierungstheorie ist ein Code eine Teilmenge C C IF}). Ein Element
x € C heifit ein Codewort. Die Minimaldistanz von C ist

D= min d(x,y).
pamin (v

Rauscht der Kanal so wenig, dass man weniger 2 Fehler erwarten darf,
dann konnen wir das Wort x aus dem tibertragenen Wort y zurtickbe-
kommen, indem wir

z € C bestimmen mit d(z, y) = mig d(c, ).
cEe

Bei weniger als 2 Fehlern in der Ubertragung gilt z = x.

Besonders hdufig werden fiir Codes Teilmengen verwendet, die selbst
wieder Vektorraume sind, namlich sogenannte Untervektorraume. Dazu
kommen wir im nichsten Abschnitt.

18.3 Untervektorraume

Definition 18.10. Sei V ein K-Vektorraum. Eine nicht leere Teilmenge U C V heifit
Untervektorraum (kurz UVR), wenn

1. u,up e U= u; +uy € U,
2uellAeK=A-uel.

Bemerkung 18.11. Insbesondere ist dann mit u € U auch (-1)- U = —u € U.
Mit anderen Worten

1.+:UXxU->V, (u,ux) = up +up € U,
2.0 kxU—-V, (ku)—k-uel.

(U, +, -) ist dann ein Vektorraum.

Bemerkung 18.12. Ist U C V ein Untervektorraum, dann gilt 0 € U. Denn
U#Qundsomit dnelU=-uelU=>0=-u+uecl.

Frage 18.13. Welche der folgenden Teilmengen des R* sind Untervektorriume?
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Antwort. Nur U, ist ein Untervektorraum.
U, ist kein Untervektorraum, weil (0,1)t € U,, aber —(0,1)t = (0,-1)! ¢ U>.

Us ist kein Untervektorraum, weil grofSe skalare Vielfache von u € Uz \ {0}
nicht in Uj liegen.

U, ist kein Untervektorraum, weil z.B. (3, 3)' € Uy, aber2-(3, 1) = (1, 1) ¢ Uy
und weil 0 ¢ Uy. O

Bemerkung 18.14. 1. Eine Gerade L (Hyperebene H) C IR" ist ein Untervek-
torraum genau dann, wenn 0 € L, (bzw. 0 € H).

2. Sind U, W C V Untervektorraume, dann ist auch U N W C V ein Unter-
vektorraum.

3. Der kleinste Untervektorraum von V ist der Nullraum 0 = {0}.
4. Sind U, W C V Untervektorrdaume, dann ist im Allgemeinen UU W C V

kein Untervektorraum.

Beweis. Seien V = R? und

o {l) () )

Dann ist die Menge
uuw:{(’“) B =0}
X2

kein Untervektorraum von V, denn:

[op(3)etwom ser (1)< (7)) evrom

18.4 Der Dimensionsbegriff fiir abstrakte K-Vektorraume

Unser Ziel ist es, einen Dimensionsbegriff fiir abstrakte K-Vektorrdaume V zu
entwickeln. Wir wollen dim V € IN U {co} definieren.

Nattirlich soll dimIR" = n, und fiir L, H € R" Gerade bzw. Hyperebene mit
0 € L(O € H) soll dimL = 1 und dimH = n — 1 gelten. Anschaulich ist
die Dimension die minimale Anzahl von Vektoren, die wir benétigen, um V
aufzuspannen.
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Definition 18.15. 1. Seien V ein K-Vektorraum und vq,...,v, € V Vektoren.
Eine Linearkombination von vy, ..., v, ist ein Ausdruck

V=AM + A+ -+ A0, €V,
wobei Ay, ...,A, € K. Mit
(V1,...,0y) 1= Spann(vy, ..., v,) = {Av1 +--+ 4,0, | A, €K} CV

bezeichnen wir den Spann von vy, . .., v, (oder ausfiihrlicher: den von vy, ..., vy,
aufgespannten Untervektorraum).

Wir setzen: (@) := {0} =: 0.

(v1,...,0,) C Vistder kleinste Untervektorraum von V, der v4, . .., v, enthiilt.

2.v1,...0, erzeugen V, wenn (vy,...,v,) = V. Mit anderen Worten: Vv €
Vo aA,. .. A €K v = Moy + - + A0, Wir sagen auch, die Familie
{vi}iz1,.. n ildet ein Erzeugendensystem von V.

3. v1,...,0, heiffen linear unabhingig, wenn ¥ Ay, ..., A, € K gilt:
O=/\101+A2?}2+"'+/\n0n = /\12"'2/\”:0.

Andernfalls heifen vy, ..., v, linear abhingig.

Beispiel 18.16. V = R®. Wir betrachten die vier Vektoren:

1 1 2 1
1, 0=10, v3=|1{ vg=
0 1 1

1
1. v1, v, sind linear unabhéngig:

1
1 1 A+ A
A1+ A]0 (= M =0 = A=A =0.
0 1 Az

2. U1, 72,03, U4 sind linear abhingig, zum Beispiel: 1-v;+1-v,—1-v3+0-v4 = 0,
also sogar v1,v2,v3 sind schon linear abhédngig. Wir werden noch sehen,
dass die lineare Abhéngigkeit klar ist, weil lineare Unabhangigkeit schon
aus Dimensionsgriinden nicht sein kann.

01 = € 1R3.

3. v1, 2,04 sind linear unabhingig, weil

1 1 1
O=M| 1T +A 0+ A51
1 1

0 Az + Az
= A3 = —A; = —Ay wegen der 2. und 3. Komponenten.

/\1+A2+/\3
= A+ A3

Eingesetzt in die erste Komponente ergibt sich:

M+A—-A1=A1=0=2>2A,=0 =>/\3=0.
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4. v1,v,,v4 bilden ein Erzeugersystem, weil sich jeder Vektor v, etwa v =
(b1, by, b3)!, als Linearkombination dieser Vektoren darstellen lisst.

bl 1 1 1 A+ A+ A3
bz =M1+ A] 0]+ A3 1]|= A+ A
bs 0 1 1

Ar + A3
liefert namlich ein Gleichungssystem,

(I) b1=A1+/\2+/\3
(H) by = A1+ A3
(III) b3 = A+ A3,

welches eine Losung hat:

I—II—HIergibt: by —bz—bg, =-A3=> A3 = b2+b3—b1.
Dies in II eingesetzt liefert: b, = Ay + by + b3 — by = Ay = by — bs.
Dies wiederum in III eingesetzt: b3 = A, + by + b3 — by = A, = by — bo.

Also:
M by —bs
[A][ b ]
A3 b1+ by + b3

Fazit: Lineare Abhidngigkeit und Erzeugung zu entscheiden lauft darauf hin-
aus, lineare Gleichungssysteme zu losen.

Probe: O

Beispiel/Definition 18.17. V = R[x] = { alle Polynome }, ein R-Vektorraum.
Fiir ein Polynom

d-1

p:adxd+ad_1x +--4+ax+ay, a;€R,

heifien die a; Koeffizienten von p. Ist a; # 0, dann hat p den Grad degp := 4.
Wir setzen deg 0 := —oo. Es gilt%:

R[x]<s = {p € R[x] | degp < d}
= {ﬂdxd+--~+a1x+a0|ai e R}
~ ]Rd+1.

Z.B.: R[x]<; 3 1,x,x2,x° sind linear unabhiingig und erzeugen R[x]<;. Dage-
gen bilden
12} =x>+1, p2=x2—1, p3=x3+1, p4=x3—1e]R[x]§3

2Das Zeichen = bedeutet, dass die beiden Vektorraume im Wesentlichen gleich
sind; genauer werden wir dies erst spater definieren.
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kein Erzeugendensystem fiir R[x]<3, da:
P+1,° -1, +1,x° = 1) C {p = azx® + aox® + a;x + ap | a; = 0}.
P1, P2, P3, P4 sind vielmehr linear abhangig, da die Relation A1p; +Aypp + Asps +

Agps = 0 fur Ay = 1,4, = =1,A3 = =1,A4 = 1 eine nicht-triviale lineare
Relation (d.h., nicht alle A; = 0) ist.

Beispiel/Definition 18.18. Seien k,d € N und 4,b € R mita < b.
R[x]<g € R[x]<41 € R[x] € C¥[a,b] € C¥[a, b] € C°[a,b] € RI"!

ist eine aufsteigende Kette von Untervektorrdaumen des Vektorraumes
R = {f: [a,b] > R}

Definition 18.19. Sei V ein Vektorraum und seien vq,...,v, € V Vektoren. p =
{vi}i=1,.n ISt eine Basis von V, wenn

1. {v1,..., 04} V erzeugen und

2. {v1,...,vn} linear unabhiingig sind.

Beispiel 18.20. 1. R". Die Vektoreney, ..., ey,

0
1 : 0
0 ' ;
er=|: /ei:ll /en—é
0 : 1

0

mit nur einer 1 an der i-ten Position und sonst 0-en, bilden eine Basis des
R", die sogenannte Standardbasis.

2. R[x]<3 hat die Basis a4, x,x%,x3,a # 0. Es gibt aber auch andere Basen. Bei-
spielsweise ist 1, x—a, (x—a)?, (x—a)® mita # 0 auch eine Basis von R[x]<;.
Dies ist die Basis, welche fiir das dritte Taylorpolynom T f verwendet
wird (siehe Kapitel[15).

Bemerkung 18.21. Ist {vy,...,v,} C V eine Basis, dann hat jeder Vektor w € V
eine eindeutig bestimme Darstellung

w=MAMv1+--+ A, v, mit A; €K

als Linearkombination.
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Beweis. Existenz ist die erste Bedingung, Eindeutigkeit die zweite: die Dif-
ferenz zweier Darstellungen ist nimlich eine Relation, die nach der zweiten
Bedingung trivial ist.

Ausfiihrlicher: Sei w € V. Da eine Basis ein Erzeugendensystem ist, gibt es
A; € K, so dass
w= Ao+ -+ A,0,.

Istw = /\'1211 +o- 4 /\',,0,, eine weitere Darstellung, so gilt fiir die Differenz:
0=(A = ADv1 + -+ (Ay = Aoy

Wegen der Definition einer Basis, folgt: A1 — A, = 0,...,A, — A, = 0. Damit
gilt aber schon: A1 = /\/1, o A= /\;. Dies zeigt die Eindeutigkeit. O

Satz 18.22. Sei V ein K-VR und seien vy, ...,v, € V Vektoren. Aquivalent sind:

1. {v1,...,0,} ist eine Basis von V

2. {v1,...,vn} bilden ein unverlingerbares System von linear unabhingigen Vek-
toren.

3. {v1,...,v,) bilden ein unverkiirzbares Erzeugendensystem von V.

4. Jeder Vektor w € V hat genau eine Darstellung w = Aoy + -+ + A0, mit
A; € K als Linearkombination von vy, . ..,0,.

Beweis. [1l = [4]: Das ist Bemerkung|18.21.
4. = 2. und 4] = 3| sind jeweils klar.

[2.,13. =[1. nach der Definition einer Basis.
Es bleibt also[2l & (3| zu zeigen.

2. =03:Seivy,...,v, ein unverldngerbares System von linear unabhéngigen
Vektoren. Mit jedem weiteren Vektor 0 # w € V erhalten wir also ein System
von linear abhédngigen Vektoren, also:

A, AL A €K Mo+ + A0, + Apqw =0,

wobei wenigstens ein A; # 0. Es ist A,.1 # 0, da vy, ..., v, linear unabhéngig
sind. Da K ein Korper ist, gilt v € K.
Es folgt:

AAl Yor 4o+ (-2 g,
n+1

Dies gilt fiir beliebige w € V, d.h. v4,...,v, erzeugen V. vy,...,v, ist unver-
kiirzbar, das heifst nach Weglassen eines der Vektoren haben wir kein Erzeu-
gendensystem mehr. Wenn wir zum Beispiel v, weglassen und vy, ...,v,-1
noch ein Erzeugendensystem wire, gibe es eine Darstellung

w=(—
( An+1
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Uy = U101 + .. . MUp+10p41,

d.h. vy,...,v, wire linear abhédngig. Dies widerspricht der Voraussetzung.

3. = [2.: Sei v4,...,v, ein unverkiirzbares Erzeugendensystem. Dann sind
v1,...,0, linear unabhingig. In der Tat: Ware

Mor+... 4,0, =0

ein nicht triviale Relation, etwa mit A,, # 0, dann:

v _(—Al)v +...+(ﬂ)v
n = A” 1 An n—1-

Doch dann wiéren schon vy,...,0,-1 erzeugend, im Widerspruch zur Vor-
aussetzung wdre also vj,...,v, zu einem linear unabhdngigem System
v1,...,0,_1 zu verkiirzen. O

Beispiel 18.23. Das Erzeugendensystem v; = (1,0),v, = (0,1),v3 = (1,1) von
Vektoren des R? ist verkiirzbar. Wir kénnen sogar jeden beliebigen der drei
Vektoren weglassen und erhalten immer noch ein System, das ganz R? er-
zeugt: (v1,02) = (v1,03) = (v, v3) = R%

Bei wy = (1,0), w2 = (0,1), ws = (0,2) konnen wir allerdings w; nicht weglas-
sen, da w, und w3 nur die y-Achse erzeugen:

(wa, w3) = {(a,b) € R* |a = 0} ¢ R~

18.5 Dimension

Da wir nun wissen, was eine Basis eines K—Vektorraumes ist, konnen wir nun
endlich dessen Dimension definieren:

Definition 18.24. Sei V' ein K-Vektorraum. Dann definieren wir die Dimension
von V durch

n, falls V eine Basis vy, ..., v, aus n Vektoren hat ,

dimV :=dim; V = {
00, sonst.

Der zweite Fall dimV = oo tritt genau dann ein, wenn V kein endliches
Erzeugendensystem hat.

Beispiel 18.25. 1.dim K" =#n,daey, ..., e, eine Basis ist.

2. dim R[x] = oo, da wir aus endlich vielen Polynomen nur Polynome von
einem beschrinkten Grad linear kombinieren konnen.
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3. dimR[x]<s=d+1,dal,xx?%...,x% eine Basis ist.

Bemerkung 18.26. Es ist nicht klar, dass die obige Definition der Dimension
eine verniinftige ist. Unklar ist bislang, ob je zwei Basen von V gleich viele
Elemente haben. Also miissen wir zeigen, dass die Dimension wohldefiniert
ist, d.h. unabhéngig von der Wahl der Basis. Dies zu zeigen ist unser ndchstes
Ziel.

Lemma 18.27 (Austauschlemma). Sei vy,...,v, eine Basis von V und w € V
ein weiterer Vektor mit w # 0. Dann existiert ein i € {1,...,n}, so dass wir nach
Austausch von v; mit w nach wie vor eine Basis haben. Ist etwa i = 1, was man durch
Umnummerierung erreichen kann, dann ist also w, vy, . .., v,—1 eine Basis von V.

Beweis. w ist eine Linearkombination
w= Ao+ + A0,

fiir gewisse A; € K, da vy, ..., v, ein Erzeugendensystem bilden. Wenigstens
ein A; € Kist # 0, da w nicht der Nullvektor ist. Nach Umnummerieren
konnen wir Ay # 0 annehmen.

Wir zeigen:

1. w,vy,...,v, ist ein Erzeugendensystem.

2. w,vy,...,0, sind linear unabhangig.

Zunichst einmal gilt:

vy = /\llw - (_A—/:Z)vz +ot (_A—Aln)vn,

da All € K existiert.

Sei u € V ein beliebiger Vektor. Dann existieren p, ..., i, € k, so dass
u:H101+"'+ann/

davy,...,v, ganz V erzeugen. Also:

-2

u=y1(%lw+( n )vz+---+(_—A")vn)+/\2z;2+-~+ynvn

A
= ﬁ—iw+ (p — AZ%)UZ +--0 4 (p,, - An%)vn.

D.h, w,v,,...,v, erzeugen V.

Zur linearen Unabhéngigkeit: Angenommen,

0= pw+ vy + -+ tyv,, Wi €K
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Einsetzen der Ausgangsgleichung fiir w liefert
0= iAoy + (U2 + u1A2)op + - -+ + (U + 1AR)0y.
Da vy, ..., v, linear unabhéngig sind, folgt
piAr =0, po+uyA=0, ..., p,+wA,=0€k

Nach Voraussetzung gilt:
1
A1S0$H1=—[J1/\1=0.
A
Einsetzen liefert: yp = -+ = p,, = 0. O

Satz 18.28 (Austauschsatz von Steinitz). Sei V ein K-Vektorraum und vy, ..., v,
eine Basis von V und wn, ..., w, eine Familie von linear unabhingigen Vektoren.
Dann gilt n < v und es existieren Indices iy,...,i, € 1,...,7 so dass wir nach
Austausch von v, mit wy nach wie vor eine Basis haben. Gilt etwai; = 1,...,i, = n,
was durch Umnummerierung von vs,..., 0, erreicht werden kann, dann ist also
Wi, ..., Wy, Vpsl, ..., Oy €ine Basis von V. Achtung: n < r wird bewiesen und nicht
vorausgesetzt.

Beweis. Induktion nach 7.
Fiirn = Oistnichts zu zeigen. Seialson > 1und der Satz fiir n—1 schon gezeigt.
Dann gilt 7 > n — 1 und wir miissen nur noch den Fall 7 = n — 1 ausschliefien.
Nach der Induktionsvoraussetzung kénnen wir nach Umnummerierung von
v1,...,0, annehmen, dass

wl/-“/wnfl/vn/-nlv}'

eine Basis ist, denn auch die Familie wy, ..., w,-; ist linear unabhangig. w,
hat eine Darstellung

Wy = MWy + -+ Ay 1Wu—q + Ayw, + -+ + A0, mit A; € K

Nicht alle Koeffizienten A,, ..., A, konnen 0 sein. Insbesondere r > n denn
sonst wdren wy, ..., w, linear abhangig, im Widerspruch zur Voraussetzung.
Also ist einer der Koeffizienten A, ..., A, nicht 0; nach Umnummerieren von
Uy, . . ., 0 kOnNnen wir annehmen, dass A,, # 0. Nach dem Austauschlemma ist
dann auch

W, oo, Wy, Onstye e, 0p

eine Basis von V. O

Korollar 18.29. Je zwei Basen eines endlich—dimensionalen K-Vektorraums V haben
gleich viele Elemente. Insbesondere ist

n, falls 4 Basis vy, ...,v,,
oo, sonst

dimV:z{

wohldefiniert.
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Beweis. Es seien w1, ..., w, und vy,...,v, Basen von V. Dann sind wy,...,w,
linear unabhingig und nach dem Austauschsatz ist deshalb n < r. Die Un-
gleichung r < n folgt durch Vertauschen der Rolle der w’s und der v’s. Also
r = n. Gibt es keine endliche Basis, dann ist V nicht endlich erzeugt, da man
aus jedem endlichen Erzeugendensystem durch eventuelles Weglassen eine
Basis erhailt. O

Korollar 18.30 (Basisergdnzungssatz). Sei v4,...,v, eine Familie linear un-
abhingiger Vektoren in einem endlich—dimensionalen Vektorraum V und sei v =
dim V < oo. Dann kann man diese Familie zu einer Basis

V1yeee s Ony Ongly oo, Op

von V ergiinzen.

Beweis. Nach dem vorigen Korollar ist n < . Ist n < r, so gibt es, ebenfalls
wegen des Korollars, einen Vektor w € V' \ (vy, ..., v,). Induktiv kénnen wir
dies fortfithren, bis wir schliefslich eine Basis erhalten. O

Tragen wir alle bisherigen Resultate zusammen, erhalten wir:

Korollar 18.31. 1. Jeder endlich—-dimensionale Vektorraum besitzt eine Basis.

2. Ist V ein Vektorraum der Dimension n = dim V' < oo, dann ist jede Familie von
mehr als n Vektoren in 'V linear abhingig.

3. Sei U € V ein Untervektorraum. Dann gilt: dim U < dim V.
Ist V endlich—dimensional und dim U = dim V/, so folgt U = V.

Beweis. O

Bemerkung 18.32. Fiir unendlich—dimensionale Vektorrdaume
UCVmit dimU=dimV = o0

kann man auf U = V nicht schlieffen. Zum Beispiel: R[] C C%[a, b], da nicht
jede stetige Funktion ein Polynom ist.

Aufgaben

Aufgabe 18.1 (Lineare Unabhingigkeit).

1. Priifen Sie, ob die folgenden Vektoren linear unabhédngig sind. Bestimmen
Sie in jedem Fall die Dimension des aufgespannten Raumes und geben
Sie eine Basis an.

Vorlesung vom:
13. Mai 2009
Qualitétsstand:
erste Version



238 18 Abstrakte Vektorraume

a) (1/ 1/ O)t/ (1/ 0/ 1)’t/ (0/ ]-/ ]-)t € (]FZ)?"
b) (1,2,3)!, (2,3,4)!, (3,4,5)' € R°.
C) (5/ 0/ 5/ _4)t/ (Or 5/ _5/ _3)tr (5/ _5/ 10/ _1)t/ (_4/ _3/ _1r s)t € ]R4'

2. Fiir welche A € R sind die Vektoren (2, 1,3)t, (1,-1,2)t, (=A,4, -3)t € R®
linear abhingig? Stellen Sie fiir diese A den letzten Vektor als Linearkom-
bination der ersten beiden dar.

Aufgabe 18.2 (Untervektorraume). Welche der folgenden Mengen U; sind
Untervektorraume der Vektorrdume V;? Berechnen Sie in diesen Fillen auch
deren Dimension.

1. Vi := R},

Uy :={p e R°| [Ipll = 1}.
2. V2 = ]R4, Uz :
Us

={
={x,yzw) eR |x+y+z+w=0, w=0}.
={p e R (p,(1,2,3)") = 0}.

4.Vy:=RY, Uy :={(x,y,z,w) e R*| (x + y) - (x —y) = 0}.

5. Vs := Rlx]es = {ax® + bx* +cx+d | a,b,c,d € R}, Us:={p € Rlx]3 | b+d =
0, a+c=0}

3. V3 = ]RS,

Aufgabe 18.3 (Basen). Sei F := [F5 der Korper mit finf Elementen.

1. Wie viele Elemente hat F3?

2. Wie viele verschiedene Basen hat [F3?
Aufgabe 18.4 ().

Aufgabe 18.5 (Kodierungstheorie).

Parity Check Ist ein Daten-Wort w = (wq,wy, ..., wi9) € (F2)!° gegeben, so
setzen wir:
(01,02, ...,019,020) = (W1, Wy, ..., W9, p) € (F2)*°, wobei p die Paritit des
Wortes w ist, d.h.:

|0, fallswy +wy + -+ w9 =0 mod 2,
p= 1, fallsw; +wy + -+ w9 =1 mod 2.

Wir nehmen an, dass bei der Ubermittlung eines Wortes v € (IF2)* hchs-
tens ein Buchstabe fehlerhaft beim Empfanger ankommt. Zeigen Sie, dass
der Empfanger unter dieser Annahme erkennen kann, welche Worter
nicht korrekt tibertragen wurden und welche er daher nochmals anfra-
gen muss.
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Hamming Code Fiir ein Daten-Wort w = (w;, wo, w3) € (IF,)* werden beim
Hamming-Code drei Parity-Check-Bits p1, pp, p3 hinzugefiigt, um einen
Ein-Bit-Ubertragungsfehler auch korrigieren zu kénnen. Das iibertrage-
ne Wort ist dann v = (vy,...,07) = (p1,p2, W1, p3, W2, w3, wy) € (IF2)”. Hier-
bei sind p;, i = 1,2,3, Paritdten gewisser Teil-Worter von v. Das Teil-
Wort t; enthilt 27! Bits von v ab dem 2/~-ten Bit, enthilt die nédchsten
2i-1 Bits nicht, enthilt die nichsten 2~!-ten Bits aber wieder, usw. t;
ist also das Teil-Wort (7)1, 03,05, 07) = (pl,wl,wz, ZU4), L, = (02, U3, Vg, 07),
t3 = (v4,Us, Vg, 7). Lassen wir den ersten Buchstaben von t; weg, so erhal-
ten wir ein neues Wort, das wir s; nennen. p;, i = 1, 2,3, ist nun definiert
als die Paritat des Wortes s;.

Wie lauten die Daten, die als 2 = (0,0,1,1,0,1,0), b = (1,0,1,0,1,0,1),
c=(1,1,1,1,1,1,0) empfangen wurden, unter der Annahme, dass maxi-
mal ein Bit falsch tibertragen wurde?

Aufgabe 18.6 (Austauschbarkeit von Basiselementen). Seienv; = (1,3,-2,2)!, v; =
(-3,2,-1,1), v3 =(1,3,-2,3)".

V= <Z)1,02,U3> C ]R4.

1. Ist es moglich, einen der Vektoren vy, v;,v3 durch v = (-5,—4,3,-5)
auszutauschen? Wenn ja, welchen?

2. Ist es moglich, einen der Vektoren vq,v;, v3 durch w = (-1,2,-3,4)" aus-
zutauschen? Wenn ja, welchen?

3. Finden Sie einen Vektor v, € R*, der vy, vy, v3 zu einer Basis des R* erganzt.

Aufgabe 18.7 (Basen von Untervektorraumen). Seien

2) (0 -3\ (5
u:=<5,[—1]> und w:=<[1],{3]>
9) |-3 6) 10

Unterrdume des R3. Bestimmen Sie eine Basis des Unterraums U N W.
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Matrizen und Lineare Gleichungssysteme

19.1 Definition und Beispiele

Beispiel 19.1. Wir wollen das Gleichungssystem
X1 +2xy—bxz =1
2x1+3x —7x3=3
3x1 + 4xy — 8.X3 =13
(systematisch) losen.
Idee: Da der Koeffizient von x; in der ersten Gleichung # 0, kénnen wir
diese Gleichung verwenden, um x; aus den beiden anderen Gleichungen zu
entfernen.
X1 +2x, —bxz =1
X2 +3x3 =1
—2x, + 7x3 = 10
ist ein dquivalentes Gleichungssystem.
Anschliefiend 16sen wir das kleinere System (d.h. die unteren beiden Glei-
chungen) mit der selben Idee. Zunéchst:
X1 +2x, —5x3 =1,
—X7 + 3X3 =1 ,
X3 = 8,
also x3 = 8. Dies in die vorletzte Gleichung eingesetzt ergibt:

—x, +3-8=1, alsox, =23.
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SchliefSlich finden wir:
x+2-23-5-8=1 = x =-5.

= x = (5,23, 8)" ist der eindeutig bestimmte Losungsvektor.

Bemerkung 19.2. 1. Auch geometrisch ist es einzusehen, dass es genau eine
Losung gibt: Jede der drei Gleichungen definiert eine Ebene = Hyperebe-
ne in R® und drei Ebenen schneiden sich in der Regel in einem Punkt.

2. Eigentlich ist es iiberfliissig, die Variablen x1, x,, x3 jeweils hinzuschrei-
ben, denn allein aus der Position des Koeffizienten konnen wir schon
schliefen, welche Variable dazugehort.

Definition 19.3. 1. Sei K ein Korper. Eine m X n Matrix mit Eintriigen in K ist
eine Tabelle
ain ap ... A

az1 dyy ... dyy
A= € K™

Aml Ag2 « o« A

von Korperelementen a;; € K. m ist die Anzahl der Zeilen und n die Anzahl der
Spalten von A. Wir schreiben auch

.....

2. Es seien A = (a;j) € K™" und B = (by) € K™ zwei Matrizen, so dass die
Spaltenzahl von A mit Zeilenzahl von B iibereinstimmt. Dann ist das Produkt

C=A-B= () e K™

n
durch die Formel cy = Y. a;jbj erklirt.
j=1

.Also,A-Bz( )E]R2X2 1-1+2-

146 13 327

4 +3 -6 =27). In diesem speziellen Fall ist auch das Produkt B - A erklart, da
(zufélligerweise) m =2 =r:

11 3711
235
B~A_[—12](146)_[0 57

11
Beispiel 19.4. A = (2 3 5), B= [—1 2 423

e RSXS.
13 51523

Insbesondere ist A-B # B - A.
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Spaltenvektoren wie

X1

x = . c K‘rl><l

Xn
kénnen wir mit n X 1 Matrizen identifizieren.
Das allgemeine Gleichungsystem

a11x1 + X + -+ + Ay, = by

ax1X1 +axpxy + -+ dyyXx, = bz

Am1X1 + Ay2Xo + -+ -+ Ayp Xy, = bm

koénnen wir knapper schreiben:

ay - A\ (X by
Am1 ** Amn Xn bm
oder noch kiirzer
A-x=b,
wobei
ay a4 ... Ay b
1
21 022 .- on mxn m mx1
A= . . . . |eK™, b=[:]eK"=K
blﬂ

Am1 Am2 - -+ Amn

und x = (x1,...,x,)" € K™ der Vektor der Unbestimmten ist.

19.2 Der Gaufialgorithmus zum Losen linearer
Gleichungssysteme

243

Um ein Gleichungssystem explizit zu l6sen, diirfen wir es dquivalent umfor-
men, z.B. einer Gleichung eine andere dazu addieren. Dies in Termen von
Matrizen fiihrt auf den Begriff der Zeilenoperation. Der Gauf8algorithmus
gibt ein Verfahren an, mit Hilfe solcher Zeilenoperationen Gleichungssyste-

me zu losen.

Definition 19.5. Sei A = (a;;) € K"™" eine m X n-Matrix und seien a; € K", i =
1,...,m, die Zeilenvektoren von A. Eine elementare Zeilenoperation (oder ele-

mentare Zeilenumformung) ist eine der folgenden Operationen:
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I) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A # 0 € K:

A= a; | — Aﬂi Z:AI.

II) Addieren der i-ten Zeile zur j-ten Zeile:

a;

ai
=: AH.

ai+aj

III) Addieren des A-fachen (A € K*) der i-ten Zeile zur j-ten Zeile:

A= . g

1V) Vertauschen der i-ten Zeile mit der j-ten Zeile:

a;

ai

: =: A[H.
Aa; + aj

aj

: =: AIV-

ai

Bemerkung 19.6. Die Operation vom Typ III und VI kann man auch durch
wiederholtes Anwenden von I und II erhalten.

Beweis. 1III)

)\ai a;

)\a,’+€l]‘
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)

a; a; 61]' Ll]' ﬂ]'
111 . I . 111 . I

O

Definition 19.7. Eine Matrix A = (a;;) € K"™" hat Zeilenstufenform, wenn sie
folgende Form hat':

|a1]‘] * *

|a2]'2 *

|a3is *
2R , i #0.

o =

Genauer: Falls 3r mit 0 < v < m und Indices 1 < j; < --- < j, <n, so dass:

1.a;j=0,falls1 <i<rundj<j;oderi>r.

2.ai;; #0fiiri=1,...,r.

Satz 19.8 (GauBlalgorithmus). Sei A € K"™*". Dann lisst sich A durch eine Folge  Vorlesung vom:

von elementaren Zeilenumformungen in eine Matrix A, die in Zeilenstufenform ist, 15-Mai 2009
umformen. Qualitatsstand:
erste Version
Beweis. Induktion nach m. Fiir m = 1 ist die Aussage trivial richtig. Sei also

m > 2. Wir betrachten die erste Spalte von A:

a11
a) =

Am1

! Hierbei steht « fiir Eintrége, die nicht genauer spezifiziert sind (sie diirfen auch
0 oder gar nicht vorhanden sein). Die 0 in der linken unteren Ecke reprasentiert die
Tatsache, dass alle Eintrédge, die links oder unterhalb der Linien sind, 0 sind. Solche
Notationen werden oft bei Matrizen verwendet.
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1. Fall: Ist a;; # 0, dann setzen wir j; = 1 und addieren jeweils das (—%)—

fache der ersten Zeile zur i-ten Zeile. Anschlielend hat A die Gestalt:
Jarn aro ¥ an o+
0 Jogya, |
: : 0|A

’ ’
0 |am2 amz

und wir fahren induktiv mit der Matrix A’ fort, die ndmlich weniger
Spalten als A hat.

2. Fall: a;1 = 0, aber a; # 0. Ist etwa a;; # 0, so vertauschen wir die i-te und
die 1-te Zeile
ap az - app Aip -+

},_)
aip dp - ai ap -

und fahren wie im 1. Fall fort.

3. Fall: a3 = 0. In diesem Fall ist j; > 1 und wir fahren mit der Teilmatrix

0

. A | A e Kmx(n—l)
0

genauso fort, bis die erste Spalte keine Nullspalte ist. Dann trifft auf die

neue Matrix Fall 1 oder 2 zu.

O
Beispiel 19.9.
134 134 134 134 134
Aol 002 ms) oo 2 {n|0[L 1 fmfolt1|m|olL1|_ <
207 0|-6-1 0 —6|-1 00|5 0oo0f5|
145 0|11 00f2 002 000
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4275
B = 3064
1024
4 2 7 5 4 2 7 5
Vs 0|-3/2 6-21/4 4—15/4|=| 0]-3/2 3/4 1/4
0|-1/2 2-7/4 1-5/4 0|-1/2 1/4 -1/4
4 2 7 5 4 2 7 5
OREEP@ 0| -3/23/4  1/4  |=|0|-3/23/4 1/4
0 0 0 |-1/4-1/12 0 0 0|-1/3

= B

Es leuchtet unmittelbar ein, dass man, wenn man solche Rechnungen per
Hand durchfithren mochte, sinnvollerweise versuchen wird, Briiche und zu
kleine Zahlen zu vermeiden. Dies ist manchmal méglich, indem man Zeilen—
oder Spaltenvertauschungen vornimmt. Im nichsten Semester werden wir
auf die damit zusammenhéangende Thematik (genannt Pivotierung oder Pi-
votwahl) noch genauer eingehen, denn auch wenn man auf einem Computer
mit FlieBkommazahlen arbeitet, mochte man nummerische Fehler moglichst
klein halten und beispielsweise vom Betrag her sehr kleine Zahlen vermei-
den. Auch dies ist mit geeigneten Vertauschungen oft moglich.

Satz 19.10. Sei A € K™, b € K™. Das Gleichungssystem
Ax=1b
hat eine Losung x € K" genau dann, wenn die erweiterte Matrix
(A :b) e K™D

eine Zeilenstufenform hat, bei der Spalte n + 1 keine Stufe ist.

Beweis. Wir bringen die erweiterte Matrix (A : b) in Zeilenstufenform durch
elemetare Zeilenumformungen:

mit r Stufen. Ist die letzte Stufe bei Spalte n+1, dann hat das Gleichungssystem
keine Losung, da
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Oxq + -+ 0xy, :0¢E,.
Andernfalls ist die Gestalt

’ﬁdl]l * *
|Fa~2]'2 *
)%13 *
|E;]7 * *
0 0|0
mit j, < n+1undzr+1 = :Fbvm = 0. Man kann dann die x; mit j € {j1,..., j,}

beliebig wihlen und dann x;,, x;,_,, ..., x; sukzessive aus den Gleichungen

arj,Xj, + Arj,+1Xj,+1 T+ ApXy = br

n

Zaljxj = bk

J=ik

n

Zlhjx]' = bl

J=i

bestimmen:
n
1|5 —
Y = =7 ArjX;j
Tir j=je+1
n
1 7 —
Yje = = | %%~ ijXj
ki j=jetl

O
Beispiel 19.11. Wir suchen den Losungsvektor x € R® des Gleichungssys-

tems:
123)[ 1) _ (4
234)[ 27 \5)
X

3
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123:4|
234:5

Die erweiterte Matrix ist:

Der Gauflalgorithmus liefert:

123:4]
0|-1-2:-3
Wir konnen x3 = t € Rbeliebig wihlen. Dann ist —x, -2t = =3, also x, = 3-2t.

Eingesetzt in die erste Zeile liefert das: x; +2-(3-2t) + 3t = 4, also x; = -2 ++.

Wir finden also die Losungsmenge:

)
L={[3—2t

t

(i

1
mit Aufpunkt { 3 ] und Richtungsvektor [—2 ]

‘te]R}c]R3.

Diese ist eine Gerade:

|te]R}

0 1

19.3 Aufwand des Gaufialgorithmus (im Fall n = m)
Um den Aufwand des GaufSalgorithmus im Fall 7 = m zu berechnen, begin-
nen wir mit der Matrix:

a ... Ay b1
(A,b) =

Apl -« Apn | by

1. Schritt: Wir bringen A in Zeilenstufenform:

0**:::*
(A,b)=]00x...+

¥ e

000 0
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2. Schritt: Riickwiérts einsetzen.

Wir betrachten die Anzahl der Multiplikationen und Additionen in K, die
dabei durchzufiihren sind:

Additionen im 1. Schritt: Die erste Spalte in Zeilenstufenform zu bringen be-
notigt
n-1)- n
—_—
Zeilen  Spalten

Additionen. Fiir alle Spalten sind dies insgesamt

n n 3
Y k-1~ Y K2~ % e O(1)
k=1 k=1

Additionen.
Multiplikationen im 1. Schritt: Ahnlich: '}, k% € O(1®).
Operationen im 2. Schritt: Ebenfalls O(12%) (analog).
Insgesamt sind also O(1%) Kérperoperationen nétig.
Bemerkung 19.12. Es ist offen, was asymptotisch optimal ist. Arbeiten von
Strassen: Es kommt auf den Aufwand A - B aus A, B € K™ an. Die naive
Betrachtungsweise anhand der Definition liefert: O(n®), ndmlich n* Multipli-

kationen und n%(n — 1) Additionen.

Satz 19.13 (Strassen). Seien A,B € K™". Dann kann man A - B mit O(n'°%:7)
(man bemerke: O(n'°%:8) = O(n®)) Operationen ausrechnen.

Aufgaben

Aufgabe 19.1 (Multiplikation von Matrizen). Seien

0
1-23 -4 1
A‘(—s 2 -1 o)' B=12

3

0
1
Berechnen Sie AB und BA. Konnen Sie AB # BA auch ohne Rechnen einsehen?

Aufgabe 19.2 (Matrizen und Kommutativitit).
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1. Bestimmen Sie alle Matrizen der Form

A= (a b), a,b,c,d eR,
cd

)=

2. Man sagt, eine n X n Matrix M kommutiert mit einer n X n Matrix N, wenn
MN = NM. Bestimmen Sie alle reellen 2 X 2 Matrizen, die mit jeder reellen
2 X 2 Matrix kommutieren.

fur die gilt:

Aufgabe 19.3 (Gauf3-Algorithmus). Losen Sie das folgende lineare Glei-
chungssystem mit dem Gaufs-Algorithmus:

111 1Y (x 1
123 4| |x| | 5

149 16| [x3| | 25
182764) \xy) (125

Aufgabe 19.4 (Invertieren von Matrizen). Invertieren Sie die Matrix

4 4 8
2-3-373
0_4_4_2

— 3 3 3 4x4
A= 42 _4_s €Q

3 3 3

40 -2 -4

mit Hilfe des Gauflalgorithmus.

Aufgabe 19.5 (Matrixdarstellung einer linearen Abbildung). Fiir eine Men-
ge N bezeichne idy: N — N die identische Abbildung. Sei V := R[t]<,.
Bestimmen Sie die Matrixdarstellung

A = M (idy)
von idy bzgl. der Basen A := {1,¢, ... g und Bi={1,t—a,...,(t—a)).

Aufgabe 19.6 (Invertierbarkeit von Matrizen). Zeigen Sie: Die Vander-
mondsche Matrix

2 d
lagaj...af
2 d
1m ay ...af
A=|t D U e RE+X@+1)
2 d
1ad0zd. oy

ist genau dann invertierbar, wenn ay, . . ., ag € IR paarweise verschieden sind.
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Aufgabe 19.7 (Schnelles Berechnen des Matrixprodukts). Zeigen Sie (die
Aussagen in () miissen dabei nicht bewiesen werden!):

1.

2.

Der folgende Algorithmus (von Strassen (1969)) berechnet das Matrix-
produkt, er benétigt fiir n = 2 insgesamt 7 (< 8) Multiplikationen (und 15
Additionen, dabei Zwischenergebnisse benutzen!).

Fiir n = 25,k € IN, benotigt er O(n'°8:7) (< O(n®)) Multiplikationen (bzw.
Mult. und Add.).

Eingabe: A, B € R™" und n = 2* fiir ein k € IN.
Ausgabe: Das Produkt AB € R™".

1.

2.

3.

. Ausgabe:

Falls n = 1, dann schreibe A = (a), B = (b). Ausgabe: (ab).

An A12) _ (B11 B2

Sonst schreiben wir: A = ( Ay Ap) "~ (B21 B

), mit Ai]‘, B,']' € RM/2x(n/2)
Wir setzen nun:

P1=AnBy, Ps= (A2 + Ap) - (B2 — Bn1),

Py =A12By, Pg=((A21 + An) — A1) - (Bo = (B12 = B11)),
P3=(A12 = ((Ax1 + Ap) — A11)) - B, P7=(A11 — A21) - (B — By2).

Py=Ap - ((Bx — (Bi2 — B11)) — Bx1),

P1 +P2 ((P1 +P6) +P5) +P3
((P1 + Ps) + P7) — Py ((P1 + Pg) + P7) + Ps)’
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Lineare Abbildungen

Matrizen, die wir im vorigen Abschnitt betrachtet haben, beschreiben, wie
wir sehen werden, auf natiirliche Weise sogenannte lineare Abbildungen.
Um Losungen von Gleichungssystemen besser strukturell verstehen zu kon-
nen, betrachten wir daher nun lineare Abbildungen genauer. Mit deren Hilfe
werden wir gewisse Rdume, genannt Kern und Bild, einfiihren konnen, die
essentiell fiir das Verstandnis von linearen Abbildungen und damit auch fiir
das Losen linearer Gleichungssysteme sind.

20.1 Grundlegende Definitionen

Definition 20.1. Es seien V, W zwei K-Vektorriume. Eine (K-) lineare Abbildung
(oder Vektorraumhomomorphismus von V nach W ist eine Abbildung

fr VoW
die folgendes erfiillt:

1. f(o1+v2) = f(1) + f(v2) Voi,0,€V  und
2. f(Av)=Af(v) YAeKVveV.

Die Menge aller Vektorraumhomomorphismen von V nach W bezeichnen wir mit
Hom(V, W) bzw. zur Verdeutlichun von Homg(V, W).

Beispiel 20.2.

1. Seien V = K", W ein weiterer K-VR und {wq, ..., w,} = A eine Familie von
Vektoren von W. Dann ist
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X1 n
pa:K'—=W, x=|: Hzxiwi
X, 1=1

eine K-lineare Abbildung.
2. V=K" W=K", A= (a;) € K"™". Die Abbildung

X1
iK' SK", x=|: | Ax

Xn

ist K-linear.

3. Die Translation eines Vektors b € R",b # 0,
R'—> R’ x+—>x+b

ist nicht linear, wie die folgende Bemerkung zeigt.

Bemerkung 20.3. Ist f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K-
Vektorrdaumen. Dann gilt: f(Oy) = Ow (kurz: f(0) = 0).

Beweis. Es gilt Oy = Ok - Oy, also: f(Oy) = f(Ok - Ov) = Ok - f(Oy) = Ow. O

Bemerkung/Definition 20.4. Einen injektiven Vektorraumhomomorphismus
f:V — W nennen wir einfach Monomorphismus, einen surjektiven nennen
wir Epimorphismus. Ein bijektiver Vektorraumhomomorphismus f: V — W
heifit Isomorphismus; V und W heiflen dann isomorph (V = W). Ist f ein
Isomorphismus, dann ist die Umkehrabbildung f~' : W — V ebenfalls ein
Isomorphismus.

Beweis. Zu zeigen ist: f~! ist K-linear. Sind w1, w, € W und v; = f " (w)), ] =
1,2, also w; = f(v;), dann gilt:

w1 +wy = f(v1) + f(02) = f(v1 +02),

also: f~H(wy +wz) = fH(f(vr + ) =v1 + 02 = fHwy) + fH(wo). o

20.2 Kern und Bild

Satz/Definition 20.5. Sei F: V. — W ecine lineare Abbildung zwischen zwei K-
Vektorriumen. Dann ist der Kern von f

Kerf={wveV]|flv)y=0jcV
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ein Untervektorruam von V und das Bild von f
Bildf=f(V)={weW|JveV: flv)=w}CW

(auch manchmal im(f) geschrieben) ein Untervektorraum von W.

Beweis. Zum Kern: Seien v1,v; € Ker f = f(v1) =0 = f(v2) = f(v1 + v2) =0,

da f linear ist = v; + v, € Ker f. Seien nun v € Ker f,A € K, f(Av) = Af(v) =
A-0=0=AvekKerf.

Zum Bild: Seien wy, w, € Bild f, etwa w; = f(v;). Dann ist wy + wp = f(v1) +
f(v2) = f(v1 + v2) € Bild(f) wegen der Linearitdt von f. Seien nun wieder
w = f(v) € Bild f, A € K, dann: Aw = A f(v) = f(Av) € Bild(f). |

Satz 20.6. Sei f: V — W ein Vektorraumhomomorphismus.
Die Abbildung f ist ein Monomorphismus genau dann, wenn

Kerf=0={0}c V.

Beweis. Angenommen Ker f = 0,v1,v, € Vund f(v1) = f(v2)

= f(v1 —v2) = f(v1) = f(v2) =0
= v1 — v € Ker f = {0}
= 01—y = 0
= 01 =0y
Also f ist injektiv.

Die umgekehrte Richtung ist klar, da bei einer injektiven Abbildung nur die
0 auf 0 abgebildet wird. O

20.3 Vorgabe der Bilder einer Basis

Satz 20.7. Sei V ein K-Vektorraum endlicher Dimension und 8 = {v4,...,v,} eine
Basis.

1. Dann ist die Abbildung

=

Pz K'—V, e Xi0;

ein Isomorphismus.
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2. Ist W ein weiterer K-Vektorraum und A = {wn, ..., w,} eine beliebige Familie
von Vektoren aus W, dann ist die Abbildung

n n
(pﬁ: VoW, U=Z/\ivi|—>2/\iwi

i=1 i=1

linear.
Beweis. Surjektivitat ist klar nach Definition einer Basis. Ebenfalls wegen der
Definition einer Basisist (0, ..., 0)! der einzige Vektor, der auf 0 € V abgebildet

wird. Die Linearitdt beider Abbildungen ist einfach nachzuweisen und wird
daher hier nicht vorgefiihrt. o

Beispiel 20.8. Seien V = R[t]<s, B = {1,t,#%,...,%}. Dann ist

ap n
R — R[4, D 2 att
ay i=0
ein Isomorphismus. Ein anderer ist:
ap d
R — R[4, e Z ait—a), aeR.
ay i=0

Bemerkung 20.9.

1. Bezeichnet € = ¢, = {ey, ..., e,} € K" die Standardbasis, dann ist offenbar:
P8 = P

2. Die zweite Aussage von Satz[20.7 besagt, dass die Bilder einer Basis unter
einer linearen Abbildung beliebig vorgeschrieben werden kénnen, etwa
vi > w;, i=1,...,n,und dass damit die lineare Abbildung festgelegt ist.
Denn jeder Vektor v € V entsteht als Linearkombination der v;.

3. Es gilt nach der ersten Aussage des Satzes|20.7:
dimV=n>=>V =K",

da V eine Basis besitzt.



20.4 Matrixdarstellungen einer linearen Abbildung 257

20.4 Matrixdarstellungen einer linearen Abbildung

Definition 20.10. Seien V, W zwei endlich—dimensionale K-Vektorriume und A =

{v1,..., 04} bzw. B = {w, ..., wy} Basen. Ist f: V — W eine lineare Abbildung,
dann betrachten wir die Skalare a;; € K definiert durch

m

f(U]) = a1 + w2 + e+ A j W = Zaijwi e W.

i=1

1

Dann heifit die Matrix
A = (aj) = M (f) € K™

die Matrixdarstellung von f beziiglich der Basen A und B.

Beispiel 20.11. Sei V = R[x]<4, und seien ay, ..., as € R. Die Abbildung

p(ao)
p: V- R*1, pe :
p(aq)

ist R-linear. Um die Darstellung von ¢ beziiglich der Basen A = {1,¢,...,}
und ¢ = {ey, ..., e4+1) € R zu berechnen, betrachten wir fiiri = 0,1,2, ..., d:

) 1 0 0
a 0 1 0
pt)=| : [=aj 0 +al- 0 +otaly 0.
Oéi . . .
4 0 0 1

Daher hat ¢ die Matrixdarstellung

2 d

1 ag ag ...

lag... ... a?
© o e ]R(d+1)><(d+1)

...... d

1ay o

Merkregel 20.12. A € K"™" mit Spalten A = (a1, ..., a,). Dann ist die j-te Spalte
a]]'
aj = e K"
Ilm]‘

das Bild des j-ten Einheitsvektors von K".
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Beispiel 20.13. Seien V = R[t]<y, W = R[t]<;_; mit Basen A = {1,¢,...,t%)},
B={1,t...,t71). Sei
p:VoW peyp

die Abbildung, die ein Polynom auf seine Ableitung abbildet. Dann gilt:
() = (1 =kt

Also:
010---0

A 002---0 d+1)xd
My(p) = Do € R,
000---d
Satz 20.14. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorriumen

Vund W. Ist A = (a;) = Mg(f) e K™ die Matrixdarstellung bzgl. der Basen
A={v1,..., v} und B ={wn, ..., Wy}, so gilt:

1. Das Diagramm
—
“T T%
Kn —2> Kk
kommutiert, das heifst

X1

fleax)) = pg(Ax) Vx=| : [eK"
Xn

2. Jede Matrix A € K"™" liefert eine Abbildung f, so dass das Diagramm kommu-
tiert.

Beweis. Zu[ll: Der untere Pfeil ist

5
aix;
M f] X
A
x=| [P Ax= : e K",
x n
" L mjX;
=1

Unter ¢g (rechter Pfeil) geht dies {iber in:
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n

by ajXi

j=1
P8(Ax) = ¢g

n
Y. X
j=1

Betrachten wir nun den anderen Weg: Der linke Pfeil ist

X1 n
_ . Pa
X = : = ijl)j‘
j=1

Xn

Unter f geht dies tiber in (oberer Pfeil):

Z xjvj = f (2 xjvj]

=1 =1

259

Schauen wir uns nun die Ergebnisse, die wir auf den beiden Wegen in der

rechten oberen Ecke erhalten haben, an, so sehen wir:
n
Y. m iXi

=t m n
!
P8 : = z aijx;j | wi,
=1

n i j=1

L Amjx;

j=1
was nach Definition von ¢g gilt, so dass das Diagramm kommutiert.
Zu[2.: Die Abbildung ist: f = pg o Ao .

O

Wir konnen lineaere Abbildungen zwischen endlich—dimensionalen Vektor-
raumen also vollstandig auf Matrixebene verstehen und die Abbildungen ¢ #
usw. benutzen, um zwischen den urspriinglichen Vektorraumen und dem K"

hin—- und herzuwechseln. Eine direkte Folgerung ist:
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Korollar 20.15. Esseien U, V, W drei K-Vektorriiume mit Basen C = {uy, ..., u,}, A =
{o1,...,00}, B = {ws,..., wy}, sowie g: U =V, f: V. — W zwei lineare Abbil-
dungen. Dann gilt fiir die Matrixdarstellungen A = M%‘( f),B = M;(g) und
C= M%(f o0 g), dass

S8
u e V——mW
Q’CT: (PﬁT: (PBT:
B A

kommutiert; insbesondere heift dies, dass das Matrixprodukt der Komposition von
linearen Abbildungen entspricht.

Beweis. Wir betrachten die Hintereinanderausfithrung f o g¢: U — W. Fur
einen Vektor 1y der Basis von U gilt:

(f 0 &)(ux) = f(8(ur))

j=1
n
= Z b jk'f (U])
j=1
n m
= )b )@
j=1 i=1
m n
= ( ﬂijbjk) w;
i=1 j=1
Also:
n
C=(cy) € K™ mit ¢y = aijbjk
j=1
ist die Matrixdarstellung von f o g. O

Korollar 20.16. Das Matrixprodukt ist assoziativ, das heifst:

(A-B)-C=A-(B-C) YAeK"™"VBeK™YCeK™.
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Beweis. Die Komposition von linearen Abbildungen ist assoziativ:

A(B-C)

B-C
/C//"I’;\B\

Kt —2 g,

\.\___‘“—/
\y

(A-B)}C

KS

20.5 Invertierbare Matrizen

Definition 20.17. Eine quadratische Matrix A € K™" heifSt invertierbar, wenn
die lineare Abbildung f: K* — K", x — f(x) = Ax, ein Isomorphismus ist.

Die Matrixdarstellung der Umkehrabbildung B = ME(f~1) € K™ erfiillt:

B-A =E = ().

Hierbei bezeichnet 0y := {(1)’ J; LZ)ZSSZC =1 das Kroneckersymbol; E ist also die
Einheitsmatrix:

100...0

010...0

E=|001... 0| e K",

000 1

Wir definieren die Inverse:
Al1:=B

Bemerkung 20.18. Es gilt: f ! o f = idg», also
ME(F 1 - ME(f) = M&(idrs) dh. B-A=E.
Da auch f o f! = idg», gilt A - B = E ebenfalls.

A~listdurch A eindeutig bestimmt, denn es definiert die eindeutig bestimmte
Umkehrabbildung

firmdrn, kS ke

Satz/Definition 20.19. Die Menge der quadratischen invertierbaren nxn—Matrizen
iiber K bezeichnen wir mit
GL(n,K) := {A € K™" | A ist invertierbar }.

Vermoge des Matrizenproduktes ist GL(n, k) eine Gruppe.
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Definition 20.20. Eine Gruppe (G, ) ist eine Menge G, zusammen mit einer Ver-
kniipfung -, das heifst einer Abbildung

GxG—G, (AB)—A-B,
die folgenden Axiomen geniigt:
G1) Assoziativgesetz:

(A-B)-C=A-(B-C) YA,B,CeG.

G2) Existenz des neutralen Elements:

dEeGmitA-E=A VYAeG.

G3) Existenz von Inversen:

YAeG,AA ' e G, sodass A”' - A = E.

Eine Gruppe heifit abelsch (nach N.H. Abel (1802-1829), oder kommutativ), falls
fiiralle g, h € G gilt: gh = hg.

Beweis (von Satz|20.19). Ist klar mit den vorigen Sitzen. O
Einige Beispiele von Gruppen sind:

Beispiel 20.21.

1. (Z, +) ist eine Gruppe:
a+be”Z, (@+b)+c=a+b+c), a+0=aVa=E=0, a+(-a)=0
(wird die Verkniipfung + verwendet, dann schreibt man fiir a~! meist
—-a).

2. (Z*,-) ist keine Gruppe (Z* := Z\ {0}):
1l-a=a VaeZ,1istalso das neutrale Element (E = 1). Aber fiira € Z
mit |a| > 1 existiert kein Inverses. ZB: Abe Z: 2-b = 1.

3. Sei K ein Korper. Dann sind (K, +) und (K*, -) abelsche Gruppen.

Bemerkung 20.22.

1. GL(n, K) ist nicht abelsch (siehe Ubungsaufgaben).
2. Esgilt: (A-B)"!=B1-A"l,dennA-B-B1-A'=A-E-A1=A-A"'=E.
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20.6 Berechnung der Inversen mit dem GaufSalgorithmus
Beispiel 20.23. Wir wollen die quadratische Matrix

123
A=[235

346

c IR3><3

invertieren. Das heifit wir suchen ein B € R¥>® mit B- A = Ebzw. A-B = E,
wobei E die 3 X 3-Einheitsmatrix bezeichnet.

Die erste Spalte (b11, ba1, ba1)' von B ist die Losung des Gleichungssystems

a11 b 1
.. bz] =(0].
a3 ) \b31 0

Analog fiir die zweite und dritte Spalte b; = (by;, ba;, bs;)'. Dies sieht man
besonders gut, wenn man das Matrizenprodukt A - B = E folgendermafen
notiert:

by by b3
b31 b3 bz

appapaz) (10 0
dap1 dpp a23 0 1 0].
azpaxp az) \0 0 1

Die drei Gleichungssysteme A - b; = ¢;, i = 1,2,3, kénnen wir simultan mit
dem Gauflalgorithmus losen:

[bn b1 b1z

1. Wir bilden die erweiterte Matrix

123|100
235/010].
346|001

2. Wir bringen diese mit dem Gaufialgorithmus auf Zeilenstufenform: Zu-
erst 2. Zeile - 2 X 1. Zeile, 3. Zeile - 3 X 1. Zeile,

12 3] 100
0-1-1/-210{,
0-2-3/-301

N>

dann noch 3. Zeile - 2 X 2. Zeile:

1 2 3/ 100
| 0-1-1|-2 10]{.

0 0-1] 1-21
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3. Wir machen die Diagonalelemente der linken Teilmatrix zu 1 (2. und 3.
Zeile durchmultiplizieren mit —1):

123 1 0 0
~ 011 2-1 0}.
001|-1 2-1

4. Wir raumen die Eintrdge oberhalb der Diagonalen des linken Blocks von
unten nach oben aus. Zuerst 2. Zeile - 3. Zeile und 1. Zeile - 3 X 3. Zeile,

120 4-6 3

~[010] 3-3 1],
001|-1 2-1

dann noch 1. Zeile - 2 X 2. Zeile:
100/-2 0 1

~ 010 3-3 1].

001(-1 2-1

Die Inverse ist nun hinter dem Strich abzulesen:

-2 01
3-3 1}{.

-1 2-1

ATl =

Dass dies auch allgemein so funktioniert, werden wir im nachsten Abschnitt
sehen.
20.7 Der Gaufialgorithmus zur Berechnung der Inversen

Sei A € K™,

1. Aistinvertierbar genau dann, wenn die Zeilen-Stufenform genau # Stu-
fen hat:

’dll * * *
_ 0 |dp + =+
A= .

: R

0 --- O|ﬁnn

Die Notwendigkeit ist klar, weil sonst die letzte Zeile eine Nullzeile ist.
Die zugehorige lineare Abbildung ist nicht surjektiv, da dann namlich
A-x = (x1,...,x,.1,0)" Vx € K". Die andere Richtung der Behauptung
zeigt der folgende Algorithmus.
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2. Ist A invertierbar, so erhdlt man die inverse Matrix wie folgt:

a) Wir bilden die um E erweiterte Matrix

apg e e a1 0 -+ 0
@p=| i 0
: S A 0]
Ay c c - anno. 01

und bringen diese auf Zeilenstufenform (mit Zeilenoperationen)

a1 -+ d,

Ap1 ** Qun

(moglicherweise Zeilenvertauschungen nétig).
b) Wir dividieren die k-te Zeile jeweils durch gy € K\ {0} (da die Zeilen-
stufenform genau n Stufen hat), und erhalten die Gestalt:

1.+ dyy

¢) Wir raumen durch Zeilenoperationen die Eintrdage * sukzessive aus,
etwa in der Reihenfolge:

[
\H
=

dn—l,nr dn—Z,nr ey

dn—z,n—lr crey

[
=
S}

Dann haben wir eine Matrix:
1---0

0---1

Behauptung. Fiir die eben erhaltene Matrix gilt: A~! = B.

Beweis. In der ersten Spalte von B steht (byy,...,bn)!, die Losung des Glei-

b
11
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Allgemein: Die k—te Spalte (b,) von B 19st:

0

b :
Al ¢ |=1]=e

bnk

0

Also insgesamt: A - B = E. Es folgt: B ist invertierbar und A = B™!, also auch
B-B7! = E und letztlich B = AL O

20.8 Klassifikationssatz/Struktursatz von Linearen
Abbildungen

20.8.1 Die Resultate

Satz/Definition 20.24. Es seien V, W zwei endlich-dimensionale K-Vektorriume
mit Basen

‘-7{ = {01/'-'/011}18 = {wlr"-/wm}
und f: V — W eine lineare Abbildung. A = M‘Z;( f) sei die Matrixdarstellung von
f beziiglich dieser Basen.
Sind A" ={v},...,v,}, B ={w,...,w,,}, dann ergibt sich die Matrixdarstellung
B = Mg’ (f) in den neuen Basen wie folgt:

B=TAS™,

wobei T = Mg,(idw), S = Mﬁ,(idv) die sogenannten Basiswechselmatrizen
sind. Hierbei bezeichnen idy : V- — V und idw : W — W jeweils die identischen
Abbildungen.

Mit anderen Worten: Das folgende Diagramm kommutiert:

S &

i P Ps \L

MZ,(dy)=S | V ——= W | T=M3, (idw)

TW @BT

Kt —2> gom,
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Beweis. Klar nach Definition der Matrixdarstellung. Beispielsweise:

idw
W—mWw

P8 T T Pz
T=M?%, (idw)

K" —— K™,

O

Satz 20.25 (Klassifikationssatz/Struktursatz von linearen Abbildungen).
Sei f: K" — K™ die durch die Matrix A € K"™" definierte lineare Abbildung.
Dann existieren S € GL(n, K), T € GL(m, K), so dass:

1

TAS™ =

fiir ein r < min(n, m).

Beweis. Wir wéahlen Basen von K" und K™ geschickt: Zunéchst betrachten wir
dazu den Kern
KerA = {x e R" | Ax = 0}.

Ist d = dim(Ker A), so setzen wir r = n — d (also r < n). Zunichst wihlen
wir eine Basis von Ker A C K", die wir mit v,44,...,v, durchnummerieren.
Anschlieflend ergdnzen wir diese durch Vektoren vy,...,v, € K" zu einer

Basis A = {v4,...,v,} von K".

Seien w; = f(v;),i = 1,...,r, die Bilder der ersten r Vektoren. Dann sind
wy, ..., w, € K™ linear unabhdngig: Waren sie ndmlich abhingig, etwa

A1w1+---+/\,wr:0,

SO wdre

Ao+ + Ao, € KerA = (0py1,...,04)
das heifst {vq, ..., v,} wire keine Basis, aufSfer Ay =--- = A, = 0.
Dies zeigt:

r < m (= dimK™).

Wir ergénzen nun wy, ..., w, zu einer Basis 8 = {wy, ..., Wy, Wys1, ..., Wy} des
K™. Beziiglich der Basen A und B hat f die Gestalt:
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MZ(f) =

Dies folgt sofort aus f(v;) = w;,i=1,...,rund f(v;) =0,i =r+1,...,n. Wenn
also S = M (idk») und T = M§(idk») die Basiswechselmatrizen sind, so folgt,
dass das Diagramm

MZ(f)
Kl’l > Km

kommutiert. O

Beztiglich geeigneter Basen kann jede lineare Abbildung zwischen endlich—
dimensionalen Vektorraumen also durch eine sehr einfache Matrix beschrie-
ben werden. Der Wechsel zur passenden Basis in Definitions— bzw. Ziel-
Vektorraum wird jeweils von einer invertierbaren Matrix realisiert. Mit Hilfe
des Beweises ist folgende Formel leicht einzusehen:

Korollar 20.26 (Dimensionsformel). Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwi-
schen zwei K-Vektorriumen und dim V' < co. Dann gilt:

dim Bild(f) + dim Ker(f) = dim V.

Beweis. Ist d = dimKer f und n = dimV, dann ist Bild(f) = (w,...,w,)
(siehe Beweis des Satzes), also dim Bild(f) = r, wobei r = n — d (auch nach
dem Beweis des Satzes). |

Bemerkung 20.27. Die Formel gilt auch, falls dim V' = co. Dann muss ndmlich
wenigstens einer der Vektorraume Ker f oder Bild f ebenfalls co-dimensional
sein.

20.8.2 Geometrische Interpretation des Klassifikationssatzes

Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Beziiglich geeigneter Basen bzw. Ko-
ordinaten ist f eine Parallelprojektion:
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01 01

Uy o Uy '
Or+1 0

Uy 0

Geometrisch sieht dies aus wie in Abbildung20.1.

\4

~ Ker f

i f

Abbildung 20.1. Geometrische Interpretation des Klassifikationssatzes linearer Ab-
bildungen.

20.8.3 Anwendung fiir Gleichungssysteme

Sei Ax = bmit A € K"™", b € K", ein Gleichungssystem und
Ax=0

das zugehorige homogene Gleichungssystem.

Dann ist die Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems der Unter-
vektorraum
KerA ={x e K" | Ax = 0}.

Ist ¥ € K" eine Losung des i.A. inhomogenen Gleichungssystems
Ax =D,
dann ist dessen ganze Losungsmenge
Ly={xeK'|Ax=b} =%+ KerA ={f¥+x€ K" | x € KerAl}.

Es gilt namlich fiir x € Ker A und ¥ mit A¥ = b, dass ¥ + Ker A C L;, da
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A(X +x) = AX + Ax
= AX
=b;
umgekehrt gilt L, C & + Ker A:

X ely, =A@ —%) = Ax' — Ax
=b-b
=0

= x' —%¥eKerA,

also
x' € ¥+ KerA.

Ist b ¢ Bild(A), dann existiert kein ¥ € K" mit AX¥ = bund L, = 0.

20.8.4 Spezialfall: Genauso viele Gleichungen wie Unbestimmte

Wir betrachten nun den wichtigen Spezialfall von Gleichungssystemen mit
genauso vielen Gleichungen wie Unbestimmten, d.h. A € K™,

Satz 20.28. Sei A € K™" und b € K"; mit f bezeichnen wir die zugehorige lineare
Abbildung. Dann sind dquivalent:

1. A ist invertierbar, d.h. A € GL(n, K) bzw. f ist ein Monomorphismus.

2. Ker A = 0,d.h. f ist ein Monomorphismus.

3. Bild A = K", d.h. f ist ein Epimorphismus.

4. Ax = b hat genau eine Lisung.

Beweis. 1. & 2. < 3.: siehe Ubungsaufgaben.

4. =2, &[3. &[1.: Ax = b hat fiir ein b genau eine Losung. Die Menge aller
Losungen fiir dieses b ist aber b + Ker A, d.h. es folgt Ker A = 0, unabhéngig
von b. Da 1. bis 3. dquivalent sind, folgen auch die anderen Aussagen. O

Bemerkung 20.29. 1. Hiufig will man das Gleichungssystem
Ax=1D

fiir eine Matrix A € K" und viele verschiedene b berechnen. Dann lohnt
es sich, die Inverse A1, etwa mit Gauf3, zu berechnen.

2. Fiir A € GL(n, K) ist der Aufwand, A~! zu berechnen, mit Hilfe des Gauf3-
algorithmus von der GréSenordnung O(1°).
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3. Eine Matrixmultiplikation
A-B

auszurechnen fiir A, B € K™ hat mit der Formel aus der Definition den
Aufwand O(n?), denn es gibt n* Eintrédge von A - B und

n
Cik = Z aixby;
=

besteht aus n Termen.

ZB.:n = 2. Der Aufwand ist 8 Multiplikationen. 7 Multiplikationen
geht aber auch! Dies liefert fiir allgemeines # einen niedrigeren Aufwand
(Strassen, 1969, wie schon in Satz[19.13]auf Seite[250 erwahnt): O(1"°87) ~
O(n*7). Lange war es offen, ob eine asymptotische Laufzeit von O(1?)
moglich ist. Dies wurde kiirzlich gezeigt!

Folgerung: A~! berechnen geht in O(n?). Wichtig dafiir: Gruppentheorie!

20.9 Summen von Vektorriumen

Definition 20.30. Seien V ein K-Vektorraum und U, W C V zwei Untervektorrau-
me. Dann bezeichnet

U+W={pweV|JueldweW:v=u+uwl

die Summe der Untervektorriume.

Die dufSere bzw. direkte Summe von U und W ist
UeW:=UXW={uw)|uel we W}
Wir haben eine kanonische lineare Abbildung

ffUW -V, (h,w)H u+w.
Hiiufig wird U® W auch nur als Notation von U + W verwendet, wenn UNW = 0.

Satz 20.31. Mit obiger Notation gilt:
Bild(f: UeW - V)=U+W

und
Ker f=2=UNW

vermaoge
gUNW-UeW, xm (x,—x).

besser ausformulie-
ren!
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Beweis. Bild f = U + W ist klar.
Bild g € Ker f ebenso, da f(x,—x) =x—x=0.

Umgekehrt: Sind (u,w) € Ker f CU® W, danngilt u+w=0=>w=-u¢€
U N W, also: (u, w) = g(u) und deshalb Ker f C Bild g, also:

Bild g = Ker f.
Es folgt mit der Dimensionsformel:
dim Bild ¢ = dim(U & W) — dim(U + W) = dim(Ker(U & W) — U + W)).
g induziert also einen Isomorphismus
UNW - Ker(UdW — U+ W).

O

Korollar 20.32 (Dimensionsformeln). U, W C V seien Untervektorriume. Dann
gilt:

dim U + dim W = dim(U N W) + dim(U + W)
dim(U & W) = dim(U x W) = dim U + dim W
dim(U N W) = dim Ker f
dim(U + W) = dim Bild f.

Beweis. Dies folgt mit dem vorigen Satz direkt aus der ersten Dimensionsfor-
mel (Korollar 20.26). |

Beispiel 20.33. V = R®. Wir betrachten die beiden Untervektorraume:
cost 1 1
( sint ) w:( 1l -1 )
1

0 1
Welche Dimensionen koénnen fiir U; N W und U; + W auftreten?

Es gilt: dim U; = 1, dim W = 2 Vt. Aufierdem ist

U,g:

dim(U; N W) = 0, dim(U, + W) = 3,

(LI

eine Basis des R® ist und dies passt zu den Formeln aus dem Korollar.

falls
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Ist dies nicht der Fall, dann:
cost 1 1
sint [e(|1],|-1])=W W@cw),
0 1 1

dimU; =1, dimW =2, dim(U; " W) =1, dim(U; + W) = 2.

also:

Dies liegt vor, falls:

cost 0 - -
sint e<2>=t:—bzw.t:—+kn,keZ.
0 0 2 2

Aufgaben

Aufgabe 20.1 (Dimension).

1. Seien U = ((1,0,1),(1,-1,1)" und W = ((0,1,-1)},(1,1,0)") zwei Unter-
vektorrdume von V = (IF3)°. Die Elemente des Kérpers [F3 bezeichnen wir
hierbei wie tiblich mit —1, 0, +1. Berechnen Sie Dimension und Basen fiir
die Vektorraume: U, W, U+ W, UNW.

2. Zeigen Sie: Fiir einen Vektorraum-Homomorphismus ¢: K" — K", n <
oo, gilt:

@ injektiv & @ surjektiv & @ bijektiv.

3. Seien Uy = ((1,1,1) (A, A, =A)Y, Wi = {(cos A,sin A, 0)t, (cos A, sin A, 1))
Unterrdume des R3. Fiir welche A € R ist dim(Uy N W,)... (a)...=0?
b)...=1? (c)...=2? (d)...=3?

Fertigen Sie eine Skizze der Situation an.

Aufgabe 20.2 (Kern und Bild). Bestimmen Sie jeweils eine Basis von Kern
und Bild derjenigen linearen Abbildungen, die durch folgende Matrizen de-
finiert werden. Uberpriifen Sie die Dimensionsformel fiir diese Beispiele.

1234 123
1213 e L |1 21 s

A=11 0 12[€RT B=|, o 4 |€R™
10235 3-2-7

Aufgabe 20.3 (Kern und Bild). Sei n € IN. Welche der folgenden Aussagen
sind richtig? Kurze Begriindung;:

(a) KerA Cc KerA> VA eR™, (b) KerA D KerA> YA e R,

(c) Bild A c Bild A> VYA € R™", (d) Bild A D Bild A> VA € R™™.
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Gruppen und Symmetrie

In diesem Abschnitt gehen wir etwas detaillierter auf den bereits erwahnten
Begriff der Gruppe ein. Gruppen treten in sehr vielen Bereichen der Mathe-
matik auf und sind daher von grundlegeneder Bedeutung.

21.1 Definition und erste Beispiele

Zwar haben wir auf Seite262 schon im Zusammenhang mit der GL(1, k) den
Begriff der Gruppe erwéhnt, trotzdem hier noch einmal die wesentlichen
Eigenschaften: Eine Gruppe G ist eine Menge, auf der eine Verkniipfung
existiert, die assoziativ ist (G1) und fiir die ein neutrales Element ¢ mit ae =
aVa € G (G2) und fiir jedes Element a der Menge ein Inverses (G3) a’ existiert
mit aa’ = e. Ist in einer Gruppe G zuséitzlich das Kommutativgesetz (G4)
erfiillt,
(G4) ab=ba Va,begG,

so nennt man die Gruppe abelsch. Bei abelschen Gruppen verwendet man
oft die additive Notation: + fiir die Verkniipfung, O fiir das neutrale Element,
—a fiir das Inverse.

Beispiel 21.1. 1. (Z, +), (K, +), (K*,-) = (K'\ {0}, -) sind Gruppen.
(Z\ {0}, -) ist keine Gruppe, da G3) nicht erfiillt ist (% ¢ 7).

2. K Korper. GL(n, K) = {A € K™ | A ist invertierbar }
ist eine Gruppe beziiglich des Matrizenprodukts.

1...0



Aussagen zu O(n)
beweisen!?
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Eine Abbildung
f:R" > R, mit f(0) =0und [|f(x) = fWll=llx -yl VYx,yeR"
heifit orthogonal. Man kann zeigen: f ist linear und bijektiv, das heifst
f(x) = Ax fiir ein gewisses A € GL(n, R).

Die Menge der orthogonalen Abbildungen auf dem R" bilden eine Grup-
pe, die sogenannte Orthogonale Gruppe O(n). Man kann zeigen, dass
die zugehorigen Matrizen genau jene sind mit der Eigenschaft A'A = E,
wobei A die transponierte Matrix bezeichnet:

(AY)ij = Aji.
Dies passt mit der entsprechenden Notation fiir Vektoren zusammen: aus
einer n X 1-Matrix wird eine 1 x n-Matrix.

Man kann zeigen, dass det A € {£1} fiir A € O(n); man setzt SO(n) := {A €
O(n) | det A = 1} (Spezielle Orthogonale Gruppe im IR"). Die Menge der
Drehungen im IR? um den Ursprung ist beispielsweise SO(2) (siehe auch

Abb.21.1):

0(2) > SO@Q) = {(‘;’iz ‘sgs‘z) laelo, 2n[}.

sin(a)

cos(a)

Abbildung 21.1. Sinus und Cosinus am Einheitskreis; a ist im Bogenmaf eingezeich-

net.

Beispiel 21.2. Seien Gy, G, Gruppen. G; X G, ist ebenfalls eine Gruppe ver-
moge:

(a1,a2) o (b1, b2) = (a1b1, azb).

Das neutrale Element ist: eg,xc, = (e, €c,)-
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Bemerkung/Definition 21.3 (Elementare Eigenschaften von Gruppen). In
jeder Gruppe G mit neutralem Element e gilt:

1. Das Neutrale e erfiillt auch: e-a =a Va € G.
2. eist eindeutig durch die Eigenschafta-e =a Va € G charakterisiert.
3. Das Inverse @’ zua € G erfiilltauch a’ - a = e.

4. Fur festes a ist a’ € G durch die Eigenschaft a - 4’ = e eindeutig bestimmt.

Meist schreibt man a1 := ¢’ fiir das inverse Element.
Beweis. Zu3.: Zua’ gibta” € G,so dassa’ -a” = e nach (G3). Es folgt:

a’-aczz(a’ ca)e=(a"-a)-(a -a’)
¢ (@ -a)-a")a”
£ @@-ay-a”
e (a"-e)-a”

G2
=a-a" =e.

Zu 1.: Wir konnen nun 3. verwenden:
G3 Gl 3. G2
ea = (aa’)a = a(a’a) = ae = a.

Zu 2.: Sei ¢’ ein weiteres neutrales Element. Dann gilt

G2 3.
e=e- ¢ =¢.

e ist ndmlich ebenfalls neutrales Element.

Zu 4.: Sei i ein weiteres Inverses Element zu a. Dann gilt:

g

3.

e=a-d=da-a.

Es folgt:

Q
5
e

- Gl .\ ,3 ,L
da-a’)= (@n)a =ea =a'.
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21.2 Permutationsgruppen
Vorlesung vom:

Sei M eine Menge. Wir setzen: 03. Juni 2009
miindlich: Satze

Bij(M) := {0 : M — M| o ist bijektiv }. zu Gruppen in der

Bij(M) zusammen mit der Komposition von Abbildungen bilden eine Gruppe. KI, .automatisches
Neutrales Element: Beweisen.
idy:M—>M, x> ux.

Inverses: die Umkehrabbildung o~!. Aufer fiir den Spezialfall zweielemen-
tiger Mengen, d.h. [M| < 2, ist Bij(M) ist keine abelsche Gruppe, wie wir in
Beispiel 21.5 sehen werden.

21.2.1 Die Permutationsgruppen S,

Definition 21.4. Fiir M = {1, ..., n} heifst
S, = Bij({1,...,n})

die Gruppe der Permutationenvon {1, ...,n}. Ein Element ¢ € S,, nennt man eine
Permutation.

Haufig wird o in Tabellenform angegeben:
1 2 ... n
ol) o) ... on))’
Beispiel 21.5. Wir betrachten zwei Permutationen fiir den Fall n = 3:

(123 o . (123) g
o= 213 =0€03, T= 23163.

_(123), (123
9°T=1132]77°%9= {321/

Die Gruppe S; ist also nicht abelsch.

Fiir diese gilt:

Allgemein gilt fiir beliebiges n, dass [S,| = n! (=1-2---n, siehe auch Beispiel
1.19). Denn um ¢(1) in

(1 2 ... n
7=\ 6(1) 6(2) ... a(n)
zu spezifizieren, haben wir n Wahlmaglichkeiten, anschliefSend fiir 6(2) genau

n — 1 Wahlmoglichkeiten, .. ., fiir o(k) genau n — (k — 1) Wahlmoglichkeiten,
dao(1),...,0(k = 1) fiir o(k) nicht mehr in Frage kommen, also

|Spl=n-n-1)---2-1=nl
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Beispiel 21.6. Die Symmetriegruppe des Quadrats hat 8 Elemente (s. Abb.
21.2). Es gibt 4 Spiegelungen und 4 Drehungen (um 90°, 180°, 270°, 360°; die
letzte ist nattirlich die identische Abbildung).

151

|
|
N 7/
B PN VA ) :3

Abbildung 21.2. Die Symmetriegruppe des Quadrats: 4 Spiegelungen und 4 Drehun-
gen.

Allgemein notieren wir mit D5, die Symmetriegruppe des regulidren n-Ecks,
auch n-te Diedergruppe genannt. Sie hat 2n Elemente, namlich n Drehun-
gen und n Spiegelungen. Achtung: Manche Autoren schreiben fiir D,, auch
D,; es muss also immer dazugesagt werden, welche der Notationen man
verwendet.

21.2.2 Zykelschreibweise fiir Permutationen

Definition 21.7. Seien iy,...,i € {1,...,n} k paarweise verschiedene Elemente.
Dann bezeichnet

(iliz ik)ESn

die zyklische Vertauschung, die
ijfiirj=1,...,k=1aufijq und iy auf iy

abbildet und alle anderen Elemente von {1, ..., n} festlisst. Eine solche Permutation
heifit Zykel.

Beispiel 21.8. Eine Permutation in Zykelschreibweise:

1234
2341

):(1234)654.

Allgemein gilt:

Bemerkung 21.9. Jede Permutation ¢ € S, ist die Komposition von disjunk-
ten Zyklen (auch elementfremden Zyklen)

o=t ... k) (1 ... dok,) - - im),

wobei die i;; paarweise verschieden sind.
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Beispiel 21.10. Einige Permutationen als Komposition elementfremder Zykel
geschrieben:

1234
(2 1 43) =(12)34)=(34)(12) €Sy,
1234567
(2457136)=ﬂ247635€5%
1234567
&456127)=ﬂ3®04®0r=03aa4@65%

21.2.3 Komposition von nicht disjunkten Zyklen

Es ist klar, dass Produkte disjunkter Zykel kommutativ sind. Fiir nicht dis-
junkte ist dies nicht unbedingt der Fall. Aufiedem ist zundchst nicht klar, wie
die Zykelldnge eines Produktes von den Zykellingen der Elemente abhangt:

Beispiel 21.11. Es gilt:
(123)(345)=(12345) €Ss.

Wie allgemein fiir Abbildungen werden Kompositionen von Permutationen
von rechts nach links berechnet ((f o g)(x) = f(g(x))):

(12)(34)(1234) = (1)24)3) = (2 4).

Manche bevorzugen die Multiplikation von links.

Obwohl also nicht disjunkte Produkte nicht unbedingt kommutativ sind,
sind sie oft sehr hilfreich, wie der folgende Satz zeigt.

Definition 21.12. Eine Transposition in S, ist eine Permutation t der Gestalt
T = (kl).

Satz 21.13. Jede Permutation ist ein Produkt von Transpositionen.

Beweis. Es reicht, dies fiir einen Zykel (iy ... i) € S, zu zeigen. Es gilt:
(i1 12 ... 1) = (i1 i2)(i2 13) . . . (ig—1 k),

denn
PP o ...,

. () .
1 3 1141, VI <k.
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Beispiel 21.14. Ein Dreierzykel ist Produkt von zwei Transpositionen:

(312)=(123)=(12)-(23).
Bemerkung/Definition 21.15. Sei ¢ € S, eine Permutation. Dann heifst

sign(o) := H @ é {1}

i<j
das Signum von ¢.

Beweis. Es gilt tatsachlich sign(o) € {1}, da jeder Faktor j —i des Nenners bis
auf Vorzeichen auch im Zihler vorkommt: Schreiben wir ndmlich

j=07'(), =070,
dann ist 3 3
o()—o) = j—i.

Ist j > i, so ist das Vorzeichen +, gilt j < 7, dann ist es —. O
Satz 21.16. Seien o, T € S,,. Dann gilt:

1. sign(o o T) = signo - sign,
2. sign(o) = (-1)",

wobei a die Anzahl der Transpositionen ist, in irgend einer Zerlegung von o in ein
Produkt von Transposition.

Beweis. 1. Es gilt:
sign(c o 1) = H M
i<j
-T1 a(t(})) = a(z(®)) 7(j) - 7(@)
(j) - (i) j-i

i<j
_ a((j)) — o(z(@) () — ()
[ 0

= sign(o) - sign(7),

da mit {7, j} auch {7(i), 7(j)} alle 2-elementigen Teilmengen von {1,...,n}
durchlauft und

o(t(y)) —o(r(@) _ o(r(®) ~ o(x(j))

() = (@) (@) = 7(j)
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2. Wegen 1. reicht es,
sign(t) = -1

zu zeigen fiir eine Transposition © = (k /), k < I. Es gilt:

sgn(e) = [ =20

i<j ]t
BT AT
B j— 1 i —k k—i
i<j, i,j#k,1 J i<j, i=k,j#l J i<j, j=k,i#l
H k—i H j—k k-1
i<j =itk b-1 i<jishjrk 1 T i< ki j I-
=-1,

da das erste Produkt 1 ist, das zweite sich mit dem vierten wegktirzt, das
dritte sich mit dem fiinften wegkiirzt und das letzte Produkt aus einem

einzigen Faktor —1 besteht.

21.3 Gruppenhomomorphismen
Vorlesung vom:
05. Juni 2009 Definition 21.17. Ein Gruppenhomomorphismus

¢:G—>H
ist eine Abbildung zwischen Gruppen, die
(@ oc b) = ¢(@) on ¢(b)
Ya,b € G erfiillt.

Einen injektiven, surjektiven bzw. bijektiven Gruppenhomomorphismus nennt man

auch (Gruppen—)Epi-, Mono- und bzw. Isomorphismus.

Bemerkung 21.18. Sei ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:

p(ec) = ep.

Dies beweist man genauso wie fiir Homomorphismen von Vektorrdaumen,

siehe Bem.20.3]

Beispiel 21.19. 1. Jeder Vektorraumhomomorphismus f: V — W ist auch
ein Gruppenhomomorphismus fiir die zugehorigen additiven Gruppen:

[V, 4) = (W ).
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2.¢: 54— Sz, (le i i 3) - (le 5 3) ist ein Gruppenhomomorphismus.

3. Das Exponenzieren
exp: (R, +) = (Rso, "), x = exp(x) = e*

ist ein Gruppenhomomorphismus, denn ¢**¥ = ¢* - eV.

4. sign: S, — {+1} ist ein Gruppenhomomorphismus. Dies folgt direkt aus

Satz|21.16

Bemerkung/Definition 21.20. Ist ¢: G — H ein Isomorphismus, dann ist
auch ¢~!: H — G ein Gruppenhomomorphismus, also auch ein Isomorphis-
mus. Schreibweise: G = H.

Beweis. Es gilt: ¥ hy,hy € H: 7 (h1 o hy) = 7' (1) - ¢~ (ha), denn:

Homom.
Pl ) - (1) "= (o7 () - (e (1)
= -l
= @ (1 -hy) = () - ¢ (M), da ¢ bijektiv ist. O

Beispiel 21.21. Die Gruppe S; der Permutation auf 4 Buchstaben = Symme-
triegruppe des Tetraeders. Dies ist nicht sehr schwierig zu tiberpriifen; die
Transpositionen entsprechen dabei den Spiegelungen an einer Symmetrie-
ebene des Tetraeders durch zwei der Ecken.

Analog zu Vektorrdumen konnen wir auch Teilmengen von Gruppen be-
trachten, die wieder Gruppen sind:

Definition 21.22. Eine nichtleere Teilmenge U C G heifit Untergruppe, wenn:

UGl:a,beU=>ao0bel,
UG2:acU=alel

Bemerkung 21.23. Sei U Untergruppe. Dann ist U eine Gruppe mit neutralem
Element e;; = e € U.

. UG2 UGt
Beweis. U#0=dacl SaltlelUSa-al=cecl. O

Bemerkung 21.24. Die beiden Bedingungen UG1 und UG2 fiir eine Unter-
gruppe sind dquivalent zu:

UG:abeU=ab'lel.
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Beweis. UG1, UG2 = UG’ ist klar. Wir zeigen also:
UG > UG2U#0=TbeUS e=bb'eU=eb ! =b" el
UG = UGl: Seiennuna,be U= a,b e U=ab=a(b™") ' eU. m|

Bemerkung 21.25. Sei ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist
sein Kern Ker ¢ := {g € G| () = en} € G eine Untergruppe.

Beweis. Zunéchst zeigen wir die Abgeschlossenheit: a,b € Kerp = ¢(a) =
e, pby=e=>@a-b)=p@) - pb)=e-e=e=a-becKerg.

Um nun noch zu beweisen, dass fiir jedes a auch a~! € Ker ¢, zeigen wir
zundchst folgende Eigenschaft:

Lemma 21.26. Sei ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:
H > (p(@)™ = p@™).

Beweis. Zu zeigen ist:
p@)-p@™) =e
da (p(a))! € H eindeutig bestimmt ist. Es gilt:

P@) - @) =g -ah) = plec) =¢,
was zu zeigen war. m|
Dies konnen wir nun benutzen:
aeKerp=p@) =e=>p@')=(p@) ' =e'=e=a"'eKergp
= Ker ¢ C G ist eine Untergruppe. O

Bemerkung 21.27. Sei ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist
Bild ¢ = ¢(G) € H auch eine Untergruppe.

Beweis. ¢(a) - (b) = p(ab) liegt im Bild, (p(a))~! = p(a~!) ebenfalls. O

Beispiel 21.28. Die Gruppe
A, = Ker(sign: S, — {£1})

heif3t alternierende (Unter)gruppe (von S,,).

Beispielsweise operiert die S3 auf einem regelmafligen Dreieck durch Vertau-
schung der Punkte (es gibt 6 solcher Vertauschungen). Die A3 besteht nur aus
den Vertauschungen, die zyklisch alle drei Ecken vertauschen (s. Abb.|21.3).
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Abbildung 21.3. Die Gruppe A;z operiert auf dem gleichseitigen Dreieck.

21.4 Gruppenoperationen

Definition 21.29. Eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge M ist eine
Abbildung
GxM—-M, (g m)— gm,

die den Regeln

O1: g.(h.m)=(g-h).m Vg heG VmeM,
O2:em=m VmeM

gentigt.
Beispiel 21.30.
e S, operiertauf {1,...,n}:
S, x{1,...,n} = {1,...,n}, (0,i)— o(i).
noch ein/zwei Bei-
spiele?
Bemerkung 21.31. Sei G X M — M eine Operation. Dann ist
G- BijM), g (gM—-M, mm gm)

ein Gruppenhomomorphismus.

Definition 21.32. Seien G X M — M eine Gruppenoperation und m € M. Dann
heift die Menge
Gm :=Gm:={gm| g e G}

die Bahn von m (unter G).

Beispiel 21.33. 1. Die Gruppe

SO(2) = {(cosa —sina)/ Qe [0’27_[)}

sin « Ccos

operiert auf IR. Ihre Bahnen sind konzentrische Kreislinien (s. Abb.[21.4).



Problem:
Bild noch nicht super,
Drehung andeuten.
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©

Abbildung 21.4. Die Bahnen der Operation von SO(2) auf R?.

@ S

G O
Abbildung 21.5. Einige Bahnen der Operation der Ds.
2. Die Symmetriegruppe Dg des Quadrats operiert auf dem Quadrat. Fiir

einige Bahnen s. Abb.[21.5} offenbar sind also nicht unbedingt alle Bahnen
gleich lang, d.h. nicht alle haben gleich viele Elemente.

Definition 21.34. Sei G X M — M eine Gruppenoperation und m € M. Dann heifst
Stab(m) = {g € G| g.m = m}

der Stabilisator von m.

Beispiel 21.35. Sei T die Symmetriegruppe des Tetraeders mit Ecken 1,2, 3,4
(s. Abb.[21.6). Dann hat Stab(1) sechs Elemente, ndmlich die 3 Drehungen,
die die Ecke 1 festlassen sowie die 3 Spiegelungen an Ebenen durch 1 und
die Mitte einer der drei gegeniiberliegenden Seiten.

Bemerkung 21.36. Stab(m) C G ist eine Untergruppe.

Beweis. Zur Abgeschlossenheit: a.m = m,b.m = m=(a-b).m = a.(b.m) = a.m =
m. Die Existenz des Inversen ist klar. |

Definition 21.37. Mit

G\M = {G.m | m € M} C 2M(= P(M))
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4

1 2

Abbildung 21.6. Die Symmetriegruppe des Tetraeders operiert auf dem Tetraeder.

bezeichnet man den Bahnenraum von G auf M.

Bei Rechtsoperationen (oder Operation von rechts) (M X G — M, (m,g) —
m.g) schreiben wir M/G fiir den Bahnenraum. Zur Verdeutlichung sagt man fiir
Operation auch manchmal Linksoperation oder Operation von links.

Bemerkung 21.38. Je zwei Bahnen Gm;, Gm, sind entweder gleich og;ler dis-
junkt. Mit anderen Worten: In der gleichen Bahn liegen definiert eine Aquiva-
lenzrelation auf M (siehe dazu Abschnitt(3.1).

Beweis. Angenommen, Gy N Gmp # 0. D.h,,
g1, 8 € G: g1imy = gomy.

= hmy = h(g;'g1m) = (hgs'g1)m1 € Gmy Vh € G.

Somit gilt: Gm, € Gmy. Gmy C Gmy, folgt genauso. O

21.5 Index— und Bahnenformel

Ein wichtiges Beispiel von Operationen sind solche von Untergruppen auf
einer gegebenen Gruppe. Mit ihrer Hilfe werden wir die sogenannte Index-
formel und als Folgerung den Satz von Lagrange beweisen.

Beispiel 21.39. Sei H C G eine Untergruppe. Dann operiert H auf G von links
vermoge:
HxG—G (h g —hg=hg

und von rechts vermoge:

GxH—->G, (gh)— gh=gh

Vorlesung vom:
10. Juni 2009
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Definition 21.40. Sei H C G eine Untergruppe.
H\G:={Hg|geG}c2°

heifit Menge der Links-Nebenklassen von H in G.

Entsprechend ist
G/H:={gH|ge G} c2¢

die Menge der Rechts-Nebenklassen von H C G.
Beispiel 21.41. H selbst ist die Nebenklasse: H = eH = He.

Definition 21.42. Sei G eine Gruppe. Dann ist

nelN, falls G genau n Elemente besitzt.

ord(G) := G| := {oo sonst.

die Ordnung der Gruppe G. Sei § € G, dann ist () == {¢" | n € Z} C G eine
Untergruppe (fiir n < 0 ist g" = (¢")~!, wie iiblich). Die Ordnung des Elementes
g ist

ord g := ord(g).

Offenbar gilt:

oo, falls g" #e VYnelN,
ord(g) = {min{n € No | g" =e}, sonst.

Beispiel 21.43. 1. Die Ordnungen einiger Permutationen:

ord(123) =3,
ord(124)(35) =6,
ord(12)(34) = 2.

2. Die Ordnung einer Spiegelung an einer Hyperebene ist 2.
3. In Z/10Z gilt: ord(1) = ord(3) = 10, ord(2) = 5, ord(5) = 2.

4. Die Ordnung der 1 als Element von (Z, +) ist co. Hier sieht man auch, dass
bei der Definition von (g) tatsdchlich n € Z und nicht n € IN verwendet
werden sollte, da ndmlich {n - 1 | n € N} keine Gruppe ist.

Satz/Definition 21.44. Sei H C G eine Untergruppe. Dann bezeichnet
[G:H]:=|G/H| = |H\G]

den Index von H und G.
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Beweis. Zu zeigen ist, dass es genauso viele Links— wie Rechtsnebenklassen
gibt. Dies ist vollstindig analog zum Beweis des folgenden Satzes. O

Satz 21.45 (Indexformel). Sei H C G eine Untergruppe. Dann gilt:

IGl =[G : H] - [H|.

Beweis. Je zwei Nebenklassen g1H, g,H haben gleich viele Elemente, denn
@iH = gH, x> g¢7'x

ist eine Bijektion mit Umkehrabbildung ist die Multiplikation mit g1g5". Also,
daG= |J gH diedisjunkte Vereinigung der Bahnen ist, folgt:

gHeG/H
Gl=Y IgHI

gHeG/H

= ). HH
gHeG/H
= |G : H| - H],

da[G: H] =|G/H]| O
Korollar 21.46. Sei G eine Gruppe. Dann gilt:
1. Ist H C G eine Untergruppe, |G| < oo, dann gilt der Satz von Lagrange:
|H| teilt |G].
2. |G| < 00 = ord(g) teilt ord(G) = |G|.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus dem vorigen Satz, die zweite eben-
falls, weil (g) fiir jedes g € G eine Untergruppe von G ist. O

Beispiel 21.47.
1. A4 ist eine Untergruppe von S4 und es gilt:

1S4l =24, A4 =12.

2. Fiir jede Primzahl p hat Z/pZ nur die trivialen Untergruppen {0} und
Z.|pZ. selbst.
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Lemma 21.48. Sei G X M — M eine Operation, m € M, H = Stab(m).
Dann ist die Abbildung

G/H— Gm, gHw gm

eine wohldefinierte Bijektion. D.h. fiir jedes m € M gilt |G/ Stab(m)| = |G.m|.

Beweis. Wohldefiniert: Sei g1 € gH, z.B. g1 = ¢h. = g1m = ghm = gm.
Surjektiv: Ist klar.

Injektiv: Angenommen, g1m = gom. Dann gilt:
&;'gim =m = g;'g1 € Stab(m) = H.

Das liefert: g;H = ¢»((8,"¢1)H) = g1H, was zu zeigen war.
O

Hierbei méchten wir betonen, dass die Wohldefiniertheit einer Abbildung auf
der Menge der Nebenklassen natiirlich immer nachgewiesen werden muss,
analog zu den Abbildungen auf Aquivalenzklassen im Abschnitt[3.1 z.B. die
Konstruktion der rationalen Zahlen in Beispiel [3.12] Beispielsweise ist die
Abbildung

z:Q—>Q,g|—>p

erst wohldefiniert, wenn wir Zusétzliches verlangen, z.B. dass der Bruch
gekiirzt ist und dass g > 0 ist. Ansonsten ist beispielsweise nicht klar, was z(3

ist, weil % = % und 2 # 4 ist.

Das Lemma liefert direkt die folgende Formel:

Korollar 21.49 (Bahnenformel). Sei G x M — M eine Operation auf einer endli-
chen Menge. Dann gilt:

M| = Z IGm| = Z [G : Stab(m)].
GmeG\M GmeG\M

Beweis. M = U Gm ist die disjunkte Vereinigung der Bahnen Gm € G\M und
mit dem Lemma erhalten wir:

\Gm| = |G/ Stab(m)| = [G : Stab(m)].

O

Beispiel 21.50. Wir betrachten S; als Symmetriegruppe des Tetraeders mit
Ecken ey, ey, €3, e4 (s. auch Abb.[21.7):
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Abbildung 21.7. Die S; als Stabilisator einer Ecke des Tetraeders.

o Stab(e1) = Spreieck(eses,es) = S3

o Sye1 ={ey,...,eq},

o |S4/IS3l = 5 =4 =S4e4],

e |Symyp| = 6, denn Stab(myz) = {e, (1 2),(3 4), (1 2)(3 4)}, also:

4! 24

|Stab(mp) 4 6.

|Samio| =

21.5.1 Anwendung: Klassifikation von Graphen

Definition 21.51. Ein ungerichteter schleifenfreier Graph ist ein Tupel
G=(\E),

wobei V eine Menge (von Ecken bzw. Knoten, engl. vertex) und E C VXV (Kanten,
engl. edge) symmetrisch und disjunkt von der Diagonalen (d.h. schleifenfrei) ist.

Schleifenfrei heifit ein Graph also, wenn kein Knoten mit sich selbst mit einer
Kante verbunden ist.

Beispiel 21.52. Zwei Beispiele zusammenhédngender Graphen mit |V| = 4
sind in Abb.21.8 zu sehen.

Abbildung 21.8. Zwei Beispiele zusammenhdngender Graphen.
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Definition 21.53. Zwei Graphen Gy = (V1,E1), G2 = (V2, E2) heifien isomorph
(G1 = Gy), wenn es eine bijektive Abbildung

(2 V1 d V2
gibt, die Kanten / Nichtkanten in Kanten / Nichtkanten iiberfiihrt. Das heifst:
(v,w) € E1 & (p(0), p(w)) € Ez.

Beispiel 21.54. Abb.|21.9 zeigt zwei isomorphe Graphen.

2N

Abbildung 21.9. Zwei isomorphe Graphen.

Beispiel 21.55. Wieviele Isomorphie-Klassen von Graphen mit 4 Knoten gibt
es? Ist die Liste in Abb.|21.10 vollstandig?

L] L] L]
L] L] L]
A
[ ] [ ) L L L]

Abbildung 21.10. 10 Graphen mit 4 Knoten.

Sei M die Menge der Graphen mit 4 Ecken {1, ..., 4}. Es gilt:
IM]| = 2°,

da es 6 mogliche Kanten gibt: {1,2},...,{3,4]}.
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Sy operiert auf M: Sy X M — M. Wir fragen nach |S4\M]|.

Um die Bahnengleichung tiberpriifen zu konnen, miissen wir die Stabilisa-
toren der obigen Graphen berechnen:

O 0 NI O U1 WD -

—_
e

. Stab(G1) = S4 = |Stab(G) = 24| (davon gibt es 1),

. Stab(Gy) = Z, X Z, = |Stab(G,)| = 4 (davon gibt es also 6 = %),

. Stab(G3) = ((12), (34), (13)(24)) = Dg = | Stab(G3)| = 8 (3 Stiick),

. Stab(Gy) = Z; (mittlerer und einzelner fest!) (12 Stiick),

. Stab(Gs) = Z, (nur vertikale Spiegelung) (12 Sttick),

. Stab(Gg) = S3 (Dreicke, einzelner fest) (4 Stick),

. Stab(Gy) = Dg (Symmetriegruppe des Quadrats) (3 Stiick),

. Stab(Gg) = Z, (linke beiden vertauschbar) (12 Stiick),

. Stab(Go) = Z, X Z; (jeweils diagonal gegentiber vertauschbar) (6 Stiick),
(

Gio) =S4 (1).

Die Bahnengleichung liefert:

26:64é1+6+3+12+12+4+3+12+6+1:60.

Die Bahnengleichung ist also nicht erfiillt, d.h. es fehlt mindestens ein Graph.
In der Tat, es fehlt der Graph Gy; in Abb.[21.11| Es gilt: Stab(Gy1) = S3; davon

Abbildung 21.11. Der Graph, der in der Liste fehlt.

gibt es also % = 4 Sttick. Damit ist die Bahnengleichung erfiillt.

Es gibt also genau 11 Typen!

Aufgaben

Aufgabe 21.1 (Bewegungen). Sei f: R" — R” eine Abbildung, fiir die gilt:

1) = fW)Il = llx = yll.
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Zeigen Sie:  orthogonale Matrix U € R™" (d.h. U'-U = E)und 3b € R", s.d.:
f(x)=Ux+b.

Solche Abbildungen heiffen Bewegungen.

Aufgabe 21.2 (Permutationen). Lasst sich bei dem bekannten Schiebespiel
die linke der folgenden Konfigurationen in die Ausgangsstellung (rechts)
tiberfiihren?

2113141234
5/6|7/8||5/6|7)|8
911011 12|| 9 [10(11 |12
1311415 1314|115

Aufgabe 21.3 (Symmetriegruppen). Welche Ordnung hat die Symmetrie-
gruppe W des Wiirfels? Beschreiben Sie alle Elemente von W geometrisch.

8 7

[
[
|
[
[
U A
3
AN
AN

1 2

Aufgabe 21.4 (Symmetriegruppen). Bestimmen Sie samtliche Untergruppen
der 5S4 mit Hilfe des Tetraeders (Typ der Untergruppe und Anzahl der Unter-
gruppen der gleichen Art).

1 2

Aufgabe 21.5 (Symmetriegruppen der Platonischen Korper). Bestimmen
Sie die Ordnungen der Symmetriegruppen samtlicher Platonischer Korper
(die nach der Anzahl Ihrer Flaichen benannt sind):
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LD

Tetraeder Wiirfel Oktaeder Dodekaeder Ikosaeder

Tipp: <

/

. Fiir Dodekaeder und Ikosaeder gibt es ein dhnliches

Bild.

Aufgabe 21.6 (Operation durch Konjugation). Sei G eine Gruppe. Wir defi-
nieren durch Konjugation eine Gruppenoperation ¢ von G auf sich selbst:

P:GxXG =G, (g%~ (g x):=gx:=g 'xg.

1. Zeigen Sie: Das ist tatsédchlich eine Gruppen-Operation.

2. Eine Konjugationsklasse ist eine Bahn unter dieser Operation. Eine Par-
tition von n € IN ist eine Darstellung der Form: n = ny + np + - - - + n fuir
gewisse 11; € IN und ein gewisses k € IN mit: 1y > 1 > - -+ > ny.

Zeigen Sie: Der Zykeltyp von Elementen in S, definiert eine Bijektion
zwischen den Konjugations-Klassen von S, und den Partitionen von .

Aufgabe 21.7 (Zykelschreibweise fiir Permutationen). Geben Sie fiir die fol-
genden Permutationen deren Zykel-Schreibweise, Ordnung und Signatur an:

C234567ﬂ
o1 = € Sg,

38567412
5, (12345678 012345678€S
27127453681) (21534768 8

Aufgabe 21.8 (Permutationsgruppen). Geben Sie fiir jede der Permutations-
Gruppen S;, i =4,5,6,7, je ein Element s; € S; maximaler Ordnung an.
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Determinanten

22.1 Existenz und Eindeutigkeit der Determinante

22.1.1 Motivation

Sei A € K" eine quadratische Matrix. Wir wollen A ein Element detA € K
zuordnen. Wir suchen:
det: K™" — K

mit einigen netten Eigenschaften.
Im Fall K = R beispielsweise hat die Determinante einer Matrix
ay
A= (tli]') =] :|€ R™"

an
mit Zeilen a4, . .., a, eine elementargeometrische Interpretation:
detA = = Vol({Aay +--- + Aya, | A; € [0,1]}),

das Volumen des Parallelotops (auch Parallelepiped genannt), das durch
ay,...,a, aufgespannt wird.

Beispiel 22.1. Der allgemeine Begriff des Volumens des Parallelotops im R"
bedeutet fiir die uns geldufigen Spezialfdlle folgendes: im Falle n = 3 das
Volumen, im Falle n = 2 der Flacheninhalt (s. Abb.|22.1).

Vorlesung vom:
12. Juni 2009

Qualitétsstand:
erste Version
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Abbildung 22.1. Parallelotope im R", n = 2, 3.

Auf diese Weise ldsst sich die Determinante mathematisch nicht prézise de-
finieren: Fiir n # 4 brauchten wir zunéchst einen Volumenbegriff und fiir
einen beliebigen Korper K (etwa K = IF,), ist es fraglich, ob es eine solche
Interpretation gibt. Wir konnen die Interpretation aber benutzen, um Regeln
fiir die Abbildung det zu entdecken.

Fiir das Losen linearer Gleichungssysteme wird die Eigenschaft, dass die
Determinante genau dann verschieden von 0 ist, wenn die Matrix invertierbar
ist, besonders interessant sein.

22.1.2 Definition

Definition 22.2. Sei K ein Korper, n € Z. Eine Abbildung

i
det: K®" - K, A=| ! [ detA,

n
hiufig auch |A| := det A geschrieben, heifit Determinante, falls folgendes gilt:

D1) det ist linear in jeder Zeile. Genauer:

a) Ist a; = a; + a’’, dann gilt

det| a; | = det| a; | +det|a’ |,

wobei die : andeuten, dass diese Zeilen iiberall die gleichen sind.
b) Fiir jedes A € R gilt:

det| Aa; | = Adet| a; |.
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D?2) det ist alternierend, d.h.
detA =0,

falls A zwei gleiche Zeilen hat.
D3) det ist normiert, d.h. fiir die Einheitsmatrix E, € K"™" gilt:

detE, = 1.

Ziel dieses Paragraphen ist es zu zeigen, dass eine Determinantenabbildung
det: K™" — K

existiert und dass diese auflerdem eindeutig bestimmt ist.

Zundchst die Motivation fiir diese Forderungen, die in der Definition der
Determinante an die Abbildung det gestellt werden:

ZuD1): Im Falln =2, K = R, sieht das folgendermafien aus:

ai al a1
det( )=det( )+det( )
aé + a’z’ a; a’2’

In der anschaulichen Interpretation der Determinante als Volumen
(d.h. hier fiir n = 2 als Flacheninhalt), ldsst sich dies folgendermafien

umformulieren: Die Flache des Parallelogramms, das von a; und a, +
"

a)

ay aufgespannt wird, ist genauso grofs wie die Summe der anderen
beiden Fldcheninhalte (s. auch Abb.[22.2). Abbildung noch un-
Klar!!!

Abbildung 22.2. [llustration zur Determinanten-Eigenschaft D1a) fiir n = 2. Das Bild
ist eine 2-dimensionale Veranschaulichung, auch wenn es 3-dimensional erscheinen
mag.

b) Genauso lisst sich D1b) im R? verstehen:

det( “ )= /\-det(al).
A'ﬂz ar

Anschaulich heif$st dies: Streckt man einen der beiden Vektoren um
das A-fache, so vergrofiert sich der Flacheninhalt ebenso um das A-

fache (s. Abb.[22.3).
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Aﬂz
/

Abbildung 22.3. [llustration zur Determinanten-Eigenschaft D1b) fiir n = 2.

Zu D2): Wieder veranschaulichen wir uns dies im Fall n = 2, d.h. fur die
beiden Zeilen a; und a; der Matrix gilt a; = a5, also:

det(al) = det(”l) =0,

ap ai

weil das Parallelogramm entartet ist und also gar keinen Fldcheninhalt
hat (s. Abb.22.4).

ap =az

Abbildung 22.4. Ein entartetes Parallelogramm hat keinen Flacheninhalt.

Zu D3): Dies ist lediglich eine Frage der Konvention. Sicherlich ist es aber
verniinftig, dem Einheitsquadrat (n = 2) bzw. dem Einheitswiirfel (n =
3), jeweils mit Seitenldngen 1, das Volumen 1 zu geben.

22.1.3 Der Determinanten—Satz

Im folgenden Satz werden erste Eigenschaften der Determinante zusammen-
gefasst. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden wir zwar noch weitere
kennen lernen, doch hier sind auch schon einige sehr wesentliche dabei, bei-
spielsweise der bereits erwdhnte Zusammenhang zwischen Determinanten
und Invertierbarkeit von Matrizen.

Satz 22.3 (Determinanten-Satz). Eine Determinante det : K" — K hat folgen-
de weitere Eigenschaften:

D4) Fiir jedes A € K gilt:
det(A-A) = A" - detA.

Dies folgt sofort aus D1b), da wir n Zeilen mit einem Faktor A in AA haben.
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D5) Gibt es ein i mit a; = (0, ...,0), dann ist (wegen D1b)):
detA =0.

D6) Wenn B aus A durch Vertauschung von genau 2 Zeilen entsteht, dann gilt:
det B = — det A. Anders gesagt:

a; ﬂ]'
det| : | = —det

D7) Ist A € K und entsteht B aus A durch Addition des A-fachen der i—ten Zeile zur
j—ten, dann ist det B = det A:

a; a;
det| : | =det :
aj; aj + Aa;

D8) Es sei 0 € S,, eine Permutation. e,...,e, € K" bezeichne die kanonischen
Basisvektoren von K" (als Zeilenvektoren). Dann gilt fiir die Determinante der
sogenannten Permutationsmatrizen:

€s(1)
det| : |=sign(o).
€5(n)
Mit der Notation SO(n) = {A € O(n) | det(A) = 1} gilt daher:
€a(1)
€SO(n) & og€eA,.

€a(n)

D9) Ist A eine obere Dreiecksmatrix, also

Apoee e "
A=|0%
0--- 0 A,

soistdetA=A--- A,
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D10) Aquivalent sind:
1. detA #0,
2. A € GL(n, K),

3. Die Zeilen a, . .., a, € K" von A sind linear unabhingig.

Beweis.
D4)
A- ai ai
D1y ., . »
det AA = det ="A"-det| : |=A"-detA.
A-ay a,
D5)
ay ai ai
: : DI :
det| 0 [=det|0-a |20 det|a |=0ek
a, a, a,
D6)
a; + aj a; aj; a; aj
D2 D1
02 det : 2 det D |+det]| : [+det| : |+ det
a; + aj a; a; aj aj
—— ———
=0 (D2) =0 (D2)
a; a]'
= det| : [+det]| : [=0= D6).
Ll/' a;
D7)
aj; a; a;
; D1 D2
det| % 2 det| o [+A-det| : |2 det
aj + Aa; : :
a; a; a;
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D8) Ist 7 eine Transposition und o eine Permutation, dann geht die Matrix

(1) €z5(1)
durch eine Vertauschung von genau zwei Zeilenin | : [ {iber.
() €1o(n)
€1o(1) €5(1)
Daraus folgt: det| : |=—det| : | nachDe6).
C1a(n) Co(n)
€5(1)
= det| : |= (-1)f = signo,
€o(n)

falls 0 = 71 - - - 7%, eine Komposition von k Transpositionen ist (siehe dazu
auch Satz21.16).

Bemerkung 22.4. Nach D6) und D7) konnen wir elementare Zeilenum-
formungen vom Typ Il und IV in A vornehmen und erhalten eine Matrix
A mit

detA = (-1)Fdet A4,

wobei k die Anzahl der Vertauschungen ist.

Die Aussage tiber SO(n) folgt, da die Orthogonalitdt der betrachteten
Matrizen mit Zeilen e; einfach einzusehen ist.

D9) Sei A; =0 fiireini € {1,2,...,n}. Durch elementare Zeilenumformungen
vom Typ III und IV kann man A in eine Matrix A iiberfiihren, die in
Zeilenstufenform ist. Deren letzte Zeile ist eine Nullzeile, so dass det A =
0 (nach D5). Andererseits ist nach D6) und D7):

detA = +detA.
Also ist detA = 0 und die Behauptung ist im Fall, dass ein A; = 0 ist,
bewiesen.
Wir miissen D9) nun noch fiir den Fall, dass A; # 0V i € {1,2,...,n} gilt,
zeigen. Hat A diese Eigenschaft, so gilt nach D1b):
detA=Ay---A, - (detB),

wobei B von der Form
1 *
B=| -.
0 1
ist, also eine obere Dreiecksmatrix mit allen Diagonaleintragen gleich 1.
Da man B durch Zeilenumformungen vom Typ III in die Einheitsmatrix
uiberfiihren kann, ist
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detB =detE, = 1.
Daraus folgt die Behauptung.

Da jede n X n-Matrix in Zeilenstufenform auch eine obere Dreiecksma-
trix ist, liefert D9) zusammen mit Bemerkung [22.4 (also D6) und D7))
einen Algorithmus, um die Determinante einer beliebigen n X n-Matrix
zu bestimmen.

Algorithmus 22.5 (Gauf3-Algorithmus fiir Determinanten).

Input: A € K"

Output: det(A)

1) Bringe A durch Zeilenoperationen vom Typ III und IV auf Zeilenstufen-

form A. Sei k die Anzahl der Typ IV-Umformungen (d.h. die Anzahl der
Zeilenvertauschungen).

2) Berechne d, das Produkt der Diagonaleintriige von A.
3) detA = (-1)*-d.

Die Laufzeit dieses Algorithmus ist im Wesentlichen die des Gauf-
Algorithmus selbst: O(1®) (Schritt 1 ist dominierend).

Beispiel 22.6. Wir berechnen zwei Determinanten auf diese Weise:

12| p7)|1 2 | D9)
'34 2y 5= 9==2
012 120 1 20 1 20 120
321|¥—[321|Z—{0-41|Z |0 12[Z|012]|=09.
120 012 0 12 0-41 009
Vorlesung vom:
17. Juni 2009 D10) Wieder konnen wir durch elementare Zeilenumformungen vom Typ III
Qualititsstand: und IV die 1 X n—Matrix A in eine Matrix A iiberfiihren, die Zeilenstufen-
erste Version form hat. Diese ist dann eine obere Dreiecksmatrix. Nach D9) ist deren

Determinante genau dann # 0, wenn alle Diagonaleintrage # 0 sind, d.h.
wenn es genau 1 Stufen gibt.

In Abschnitt[20.7lhaben wir gesehen, dass eine quadratische 1 x n-Matrix
genau dann invertierbar ist, wenn sie genau n Stufen hat. Daher sind 1.
und 2. also dquivalent.

Die Aquivalenz zur dritten Aussage folgt, da die Zeilen von A genau
dann linear unabhéngig sind, wenn alle Diagonaleintrage # 0 sind und
da die Zeilen von A genau dann linear unabhingig sind, wenn es die
Zeilen von A sind.

O
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Korollar 22.7 (Eindeutigkeit der Determinante). Durch die Bedingungen D1),
D2) und D3) ist
det: K" — K

eindeutig festgelegt.

Beweis. Wir konnen A durch elementare Zeilenumformungen in Zeilenstu-
fenform bringen, was nur das Vorzeichen eventuell dndert. Mit D9) folgt die
Behauptung. O

Satz 22.8 (Formel fiir die Determinante). Ist K ein Korper und n € IN, dann
gibt es genau eine Abbildung

det: K" — K

die die Bedingungen D1-D3 erfiillt. Nimlich fiir A = (a;;) gilt:

detA = Z sign(0) - A15(1) * * * Ano(n)-

€S,

Beweis. Die Eindeutigkeit haben wir bereits eben in Korollar gesehen.
Wir zeigen nun zundchst, dass, falls eine solche Abbildung existiert, diese
die angegebene Formel erfiillen muss. Auch dies folgt aus D1-D3: Schreiben
wir namlich fiir A = (a;5) € K™ die i~te Zeile als Linearkombination der
Standard—-Basis—Vektoren (als Zeilenvektoren!), ndmlich a; = ajje; +- - - +ajey,
so ergibt die Regel D1 (Linearitdt in den Zeilen):

e
m n 1
az
det| : | = Zulh -det| .
a =1 ‘
an
n n 1n ell
C =YY Y g, det]
j] =1 j2=1 jnzl e;
In
Wenn die Abbildung

jilL..on = {1, n), e
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weil zwei gleiche Zeilen vorkommen (D2). Von den urspiinglich #n" Sum-
manden sind also hochstens jene n! von Null verschieden, die zu bijektiven
Abbildungen j gehoren, d.h. zu Permutationen aus S,,. Wir erhalten:

€o(1)
detA = Z M6(1) ** * Ano(n) * det

g€S, €o(n)

D8) liefert nun:
detA = Z SigN o - Ai(1) * * * Ano(n)-

o€S,

Es bleibt noch die Existenz zu zeigen; dazu gleich (Seite[307). |

Die Formel ist meist nur fiir sehr kleine n zur tatsachlichen Berechnung einer
Determinante niitzlich, denn die Summe besteht aus n! Summanden:

Beispiel 22.9.
n=1:
det A = det (au) =an.
n=2:
t(Zi ZZ) =411 - Ay — 412 - 421.

n=3: Die Regel von Sarrus besagt:

aiq - a2 - Aas3
+ a12 - dz3 - 431

a1 12 413
_ ta3-an -azp

det| axi ax ax | =

— azj - d - a13

a3y azp az3
— a3 - 23 - 411
— 33 - d21 - A12.

Die Formel aus dem vorigen Satz hat |S,| = n! Summanden. Fiir n = 4 also 24.
Man konnte auf die Idee kommen, fiir n # 3 die Regel von Sarrus auch anzu-
wenden; diese gilt aber nur fiir n = 3 (fiir n = 4 wiirde die falsch angewandte
Regel von Sarrus nur 8 Summanden liefern, was nattirlich vorteilhaft wére).

Die Formel liefert einen Algorithmus in O(n!) Kérperoperationen Aufwand.
Der Gauflalgorithmus braucht nur O(%); man wird die Formel also nur in den
seltensten Fallen zum konkreten Berechnen einer Determinante verwenden.
Fiir theoretische Zwecke ist die Formel allerdings des ofteren hilfreich.
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Beweis (Beweis der Existenz in Satz|22.8). Um die Existenz einzusehen, zeigen
wir, dass die durch die Formel definierte Abbildung det: K™ — K tatsach-
lich die Bedingungen D1, D2 und D3 (s. Seite 298) erfiillt:

Dla) Seia; = a; +a;, d.h.a; = alfj + al’.j’.. Es folgt:

a

det|a; +a! | = Z sign(o)aig) - - (ul’.a(i) + al'.(’;(i)) “ yg(n)
. €S,
an
= Z Sign(o‘)alo_(l) oo al{a(i) . 'arm(n) + Z “ee a:;(l) “ee

€S,

= det| a; [+ det| a’

D1b) A zieht sich aus dem i—ten Faktor in jedem Summanden heraus.

D2) Angenommen die k-te und [-te Zeile von A sind gleich, k # [. Wir setzen:
7:=(kl) € S,. Dann ist:
S, =A,UA,T,
da |A,| = "7' = |A,7| und da die Vereinigung disjunkt ist. Wenn ¢ die
Gruppe A, durchlduft, so durchlduft o o T die Menge A, . Also gilt:

(*) detA = Z M6(1) ** " Ano(n) — Z Mo(t(1)) ** * Ano(t(n))-

g€A, 0€A,

Da die k—te und I-te Zeile von A gleich sind und da aufserdem die Multi-
plikation in K kommutativ ist, konnen wir die Summanden der rechten
Seite nach Definition von T umformen:

(1)) Ako(r(k)) ** * Aa((l)) * * " Ano(t(n)) = Fo(1) ** " Aka(l) " * " Alo(k) * * * Ana(n)
= A6(1) *°  Ako(k) * * Aa(l) ** * Ano(n)

= Mo(1) °°  Ano(n)-
Also heben sich in (++) die beiden Summen gegeneinander auf.
D3) Es gilt fiir die Einheitsmatrix E,, = (e;j):

detA = Z sign(o) - A16(1) * * * Ano(n)

g€S,

= sign(id) - a11 - - - apy = 1.
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Die Summe kollabiert hier auf einen einzigen Summanden, da in jedem
anderen der n! Summanden wenigstens ein Faktor 0 auftritt.

O

22.2 Weitere Eigenschaften der Determinante

Es wurden schon ganze Biicher iiber Eigenschaften und Formeln zu Determi-
nanten geschrieben. Im Rahmen dieser Vorlesung miissen wir uns leider auf
einige wesentliche beschranken. Dazu zahlt sicher die erste, die wir vorstel-
len mochten, ndmlich die Multiplikativitit der Determinante. Dazu benotigen
wir allerdings noch ein paar Notationen:

Lemma/Definition 22.10. Fiir A € GL(n, K) existiert eine Zerlegung
A=Ci-C--C
in sogenannte Elementarmatrizen Cy. Jede der Cy ist dabei von einem der Typen
Si(A), Ql, Ql(A) bzw. Pl.

Dies sind die Matrizen, die durch Multiplikation von links Zeilenumformungen vom
Typ I, 11, 111 bzw. IV (siehe Definition|19.5) realisieren:

j—te Spalte
10 --- - 0 l
0. . 10000
R BN : , 0000
SiA) =1 LA T i, Q)= |00 1A 0| « iteZeile,
: L1 e 0000
: 0 00001
[0 I ¢ I |
sowie Q) := QI(1) und
i ]
l l
10+ «++ «ov -2 0
010 0 0 0 :
000 0 0 1 :|« iteZeile
Pl:=[oo0 1 0 0 :
000 0 1 0 :
001 0 0 0 0|« jteZeile.
000 0 0 01
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Beweis. Es ist sehr einfach nachzurechnen, dass die angegebenen Matrizen
tatsdchlich die entsprechenden Zeilenoperationen realisieren, so dass wir das
hier nicht vorfithren. Der Gauflalgorithmus zur Berechnung der Inversen
Matrix aus Abschnitt[20.7 besagt nun aber gerade, dass jede n X n—Matrix
mit solchen elementaren Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix E, zu
bringen ist. Wir erhalten daher:

E,=Bi-By---B,-A

fur gewisse Elementarmatrizen B; und ein s € IN. Da aulerdem die Inver-
sen Cy_jy1 := (B;)"! der Elementarmatrizen wieder Elementarmatrizen sind,
namlich

S = Si(%), (QZ(A))_l = Q{(_/\)/ (plj)—l _ P{,

folgt, dass Cy - C; - - - Cs = A auch ein Produkt von Elementarmatrizen ist. O

Satz 22.11 (Determinanten—Multiplikationssatz / Multiplikativitit der De-
terminante). Fiir alle A, B € K'™" qilt:

det(A - B) = det(A) - det(B).

Beweis. Zunachst sei der Rang von A
rang(A) := dim Bild(A) := dim Bild(K" — K", x = Ax) <n,

d.h. Aistnichtinvertierbar. Wegen Bild(A-B) C Bild(A), also auch rang(A-B) <
n, folgt mit D10):

detA-B=0=detA-detB.
Nun sei rang(A) = n, d.h. A € GL(n,K). Nach dem Lemma existiert eine

Zerlegung PR
=C;-Cy---Cs

in Elementarmatrizen.

Wir haben bereits in der Bemerkung 19.6 gesehen, dass wir die Zeilenopera-
tionen vom Typ III und IV durch wiederholtes Anwenden der Typen I und

I erhalten. Es reicht daher, Matrizen vom Typ S;(A) und Q{ zu betrachten.
Wir zeigen, dass fiir eine Matrix C vom Typ S;(1) oder Q{ gilt:

det(C - B) = det(C) - det(B).
Fir C = Si(A) ist det(C) = A und det(C - B) = A - det(B) (da Multiplikation

mit S;(A) lediglich eine Multiplikation der i—ten Zeile mit A bewirkt), also
det(C - B) = det(C) - det(B).

Vorlesung vom:
19. Juni 2009

Qualitatsstand:
erste Version
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FurC = Qlj ist det(C) = 1 wegen D9 und det(C-B) = det(B), da C eine Addition
einer Zeile zu einer anderen Zeile bewirkt.
Also ergibt sich letztendlich:
det(A - B) = det(Cy --- CsB) = det(Cq) - det(Cy - - - Cs - B)

= det(Cq) - - - det(Cs) - det(B)

= det(Cy --- Cs) - det(B)

= detA - detB,

was zu zeigen war. O

Bemerkung 22.12. Im Allgemeinen ist

det(A + B) # det(A) + det(B),
es gilt ndmlich zum Beispiel fiir A = ((1) 8) und B = (8 (1))
1 =det(A + B) # 0 = det(A) + det(B).

Satz 22.13. Fiir jede Matrix A € K™ gilt:
detA' = det A.

Beweis. Ist A = (a;j), so ist A = (alf].) mit alfj = aj;. Deshalb folgt mit der Formel
fiir die Determinante aus Satz[22.8]:

. .
detA" = Z SigN o ) ;1) o)

o€sS,

= Z SIgN 0 Ag(1),1 " * * Aa(n)n-

€S,

Fiir jedes o € 0, gilt:

As()1 " Aom)n = A1,6-1(1) " An,o-1(n)/
denn beide Produkte haben die gleichen Faktoren (moglicherweise in anderer
Reihenfolge), denn ist j = a(i), so gilt (o(i), 1) = (j, 1) = (j,071())).

Auflerdem ist

signo = signo™,

da 1 =sign(o - 07!) = sign(o) - sign(c~?!). Damit folgt:
det At = Z sign (7_1 al,o’l(l) e Elnlg—l(n)

o€S,

) ;
= Z SIgN 0 a1,6(1) * * * An,o(n)

o€S,

= detA.
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(*) gilt, damit 0 auch ot ganz S, durchlduft, d.h. die Abbildung S,, — S, 0 —
o1 ist bijektiv. o

Bemerkung 22.14. Die Regeln D1, D2, D5, D6, D7, D10 gelten sinngeméf3
auch fiir Spalten, D9 auch fiir untere Dreiecksmatrizen.

22.3 Berechnung von Determinanten

Wir haben schon gesehen, dass es die Eigenschaften D6, D7 und D9 der
Determinante erlauben, mit Hilfe des Gauflalgorithmus die Determinante
einer beliebigen n x n-Matrix prinzipiell auszurechnen. In dieserm Abschnitt
stellen wir einige Formeln vor, die diese Berechnungen vereinfachen konnen.

Satz 22.15. Sein > 2 und A € K"™" in der Form

A= (él f‘ ) (Blockmatrizen, Kastchenform).
2

mit A; € K", Ay € K", C e K", dann gilt:
det(A) = det(A;) - det(A»).
Beweis. Siehe Ubungsaufgabe. O

Notation 22.16. Sei A = (a;;) € K™". Mit A;j bezeichnen wir die Matrix, die aus
A entsteht, indem man a;; durch 1 ersetzt, und alle anderen Eintrige in Zeile i und
Spalte j durch O ersetzt:

ag ... al,j—l 0 a1,j+1 cee A1p
a1, 0 Ai-1,n
Aj=| 0 ... 01 0 ... 0
Ai41,1 0 Ait1,n
[£57% lln,]'_l 0 an,]-ﬂ cee Opp

Die Matrix A = (di;) € K" mit d;; = det Aj; heifst komplementire Matrix zu A.
Man beachte die umgekehrte Reihenfolge der Indices.
Mit

ain ... 611,]‘ cee 1

, —_— — —
Aij: ail ... {Ili,]' cee Aip

Ap1 ev Gpj e Ay
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bezeichnen wir die Matrix, die durch Streichen der i—ten Zeile und der j—ten Spalte
von A entsteht (nicht vorhandene Eintriige werden hier mit einem ~— gekennzeich-
net).

Bemerkung 22.17. Es gilt:

detAj; = (~1)"/ det Aj;.

Beweis. Durch (i — 1) Vertauschungen benachbarter Zeilen und (j — 1) Vertau-
schungen benachbarter Spalten ldsst sich A;; tiberfithren in:

10---0
0

A’
ij
0
Dies liefert mit Satz|22.15/iiber die Blockmatrizen:

detA;j = (_1)(i—1)+(j—1) detAl{j — (_1)i+f detAf-,--

Satz 22.18. Sei A € K™" und A die komplementiire Matrix. Dann gilt:

detA 0
A-A=A-A=det(A)-E, = ) .
0 detA
Beweis. Seienal,...,a" die Spaltenvektoren von A, und ¢’ der i-te Einheitsvek-

tor. Sei (a'...a/"e'a/*! .. a") die Matrix, die aus A durch Ersetzen der j-ten
Spalte durch ¢’ entsteht. Dann gilt:

(x) det(a'...al et . 4" = detAjj,

denn man kann A;; durch Typ III-Spaltenumformungen erhalten.
Sei A - A = (cy), dann ist:
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n n
Cik = 2 d;]' CAjk = Za]-k . detAﬁ
j=1 j=1
Ry
= Z aj - det(a'...a7ela™! . a")
=1
D1 -
= det(a'...a"! Zajkef atl. . "
j=1
= det(a'...a" d a1t a")
p2 |0, i#k
detA, i=k
= Oy - detA,

wobei 6 das Kroneckersymbol bezeichnet. D.h.:

detA 0
A-A= ) .
0 detA
Die Gleichung A - A = det A - E, beweist man analog. O

Eine sehr hiufig eingesetzte Methode zur Berechnung der Determinante ist
folgende:

Korollar 22.19 (Entwicklungssatz von Laplace). Ist n > 2 und A € K™", so
gilt fiir jedesi € {1,...,n}
detA = Zn:(—l)”jaij detA! (Entwicklung nach der i-ten Zeile)
j=1
und fiir jedes j € {1, ...,n}
detA = ZH:(—l)”jaij det Al’-]- (Entwicklung nach der j-ten Spalte).
i=1

Beweis. Nach Satz[22.18 ist det A gleich dem i~ten Diagonaleintrag von A - A:

n n
detA = Z(Zz‘j dji = Zaij . detAij
=1 =1
"

=Y aij- (-1 - det A,
j=1

nach Bemerkung|22.17 O



Vorlesung vom:
24. Juni 2009
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Bemerkung 22.20. Genau genommen gibt Korollar|22.19 nur ein Verfahren
an, um die Summanden von

Z SigN o A1) * * * Ano(n)

€S,

in einer speziellen Reihenfolge aufzuschreiben. Dies kann aber sehr niitzlich
sein, beispielsweise, wenn in einer Zeile oder Spalte viele Nullen stehen.

Beispiel 22.21. Nochmal das Beispiel von eben (Bsp.[22.6):

g;i‘Entw.nacgl.Spalteo.21 +(_1)3]2+112
120 20 20 21

0-3-(—4)+1-(-3)
9.

Die durch (-1)"*/ bewirkte Vorzeichenverteilung kann man sich als Schach-
brettmuster vorstellen:

+] -]+ -
-1+ -+
+] -+ -
-1+ -]+

Satz[22.18 gibt auch eine Methode an, die Inverse einer Matrix A mit Hilfe
der Determinante zu bestimmen:

Korollar 22.22 (Formel fiir die Inverse). Sei A € GL(n, K) eine invertierbare
Matrix. Dann gilt:
41
detA

A.
Beweis. Dies folgt direkt aus Satz[22.18} A- A = detA - E,. O

Meist ist es praktischer, die Inverse mit dem Gaufalgorithmus zu berechnen,
doch in manchen Fillen ist diese Formel doch hilfreich, etwa fiir sehr kleine
Matrizen:

Beispiel 22.23. Fiir den Spezialfall n = 2 erhalten wir:
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cd ad — be \ det A, det Ay

1 det A}, —detA},
ad —bec \ — Cle’cAi2 detA’22

1 d-b
Tad—bc\-c a

( _d_ __b_ )
= ad—bc  ad-bc
c a .

T ad=bc  ad—bc

(Ll b )_1 1 (det A1 det Ay )

Bemerkung 22.24. Aus der Formel folgt insbesondere, dass sich jeder Eintrag
von A~! als rationaler Ausdruck mit Eintrdgen von A darstellen ldsst. Mit
Hilfe der mehrdimensionalen Analysis kann man folgern, dass die Abbildung

GL(1,K) — GL(1,K), A+ A™!

differenzierbar (insbesondere stetig) ist.

Kommen wir nun zuriick zur Losung von Gleichungssystemen. Wie wir
bereits wissen, ist das Gleichungssystem

Ax=b

fiir alle A € GL(n,K) und alle b = (by,...,b,)" € K" eindeutig lsbar. Die
Losung x ist gegeben durch
x=A"1.b

Man kann zunéchst A~! berechnen und mit b multiplizieren. Diese Schritte
lassen sich wie folgt kombinieren:

Sindal,...,a" die Spalten von A, so hat A7lin der i—ten Zeile und j—ten Spalte
den Eintrag
det A; i 1
detA  detA
Daher folgt fiir die i-te Komponente von x:

det(a'...a Vel a'tt . a").

n

1 S
X; = — . det(a'...a Vel a . a") - b;
' LadetA ( )by
j=1
1 ) 1 o
= — .det(@...a! biel at .. a".
det A ( ; /

Dies beweist:
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Satz 22.25 (Cramersche Regel). Seien A € GL(n,K) und b € K". Sei ferner
x = (x1,...,%,)" € K" die eindeutige Losung von Ax = b. Dann gilt fiir jedes
iell,...,n}:
_ det(a'...a" ba . a")
T detA

Beispiel 22.26.

X1 +x+x3=1
Xp+x3=1
3x1+2x+x3=0

111 1
~|011]-x=|1
321 0

Die Cramersche Regel liefert nun, da det A = —1 ist:

111 111 111

111 011 011

021 o 301 1 32002
R = T T It

Auch die Cramersche Regel ist fiir die konkrete Losung eines Gleichungssys-
tems oft nicht die beste Wahl; mit Hilfe des GaufSalgorithmus geht dies meist
schneller. Allerdings ist die Regel fiir theoretische Zwecke doch recht haufig
einsetzbar.

Definition 22.27. Fiir A € K"™" definieren wir Rang, Spaltenrang und Zeilen-
rang wie folgt:

rang A := Spaltenrang A := dim Bild A
Zeilenrang A := Spaltenrang At = dim Bild At.

Proposition 22.28. Fiir alle A € K"™" ist Zeilenrang A = Spaltenrang A.

Beweis. Nach dem Struktursatz|20.25 fiir lineare Abbildungen gibt es inver-
tierbare Matrizen S € GL(m, K), T € GL(n,K), so dass:

E. 0
san=(FD).

Offenbar gilt: Spaltenrang(SAT) = Zeilenrang(SAT). Da S und T Isomorphis-
men sind, gilt auch:

Spaltenrang SAT = Spaltenrang A bzw. Zeilenrang SAT = Zeilenrang A.
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Es folgt:
Zeilenrang A = Zeilenrang SAT = Spaltenrang SAT = Spaltenrang A,

wie behauptet. O

Definition 22.29. Sei A €™ und k € N mit 1 < k < min{n, m}. Eine k X k-
Teilmatrix von A ist eine Matrix A’ € K®*, die aus A durch Streichen von (m — k)
Zeilen und (n — k) Spalten entsteht. det A’ nennt man einen k X k-Minor . Offenbar

hat A genau
m\ (n
k) \k

verschiedene k x k-Teilmatrizen/Minoren. Hierbei bezeichnet die Notation (}) die An-
zahl der b—elementigen Teilmengen in einer a—elementigen Menge, wie im Abschnitt
2.6 definiert und erliiutert.

Satz 22.30 (Minorenkriterium fiir den Rang). Sei A € K"™*". Aquivalent sind:

1. rang A = k.

2. Alle (k + 1) x (k + 1) Minoren von A sind 0, aber es gibt einen k X k-Minor
ungleich 0.

Beweis. Wir zeigen fiir alle k die Aquivalenz von:

a) rangA >k,
b) Ik x k-Teilmatrix A’ mit det A" # 0.

Hieraus folgt die Behauptung.

b) = a): Sei A’ solch eine Teilmatrix. Da A" € GL(k, K), sind die k Spalten
linear unabhdngig. Damit sind auch die entsprechenden Spalten von A
linear unabhéngig. Also rang A > k.

a) = b): Istrang A > k, so hat A wenigstens k linear unabhéngige Spalten. Sei
B € K™% die Teilmatrix dieser Spalten. Klar ist: rang B = k. Wegen
Zeilenrang B = Spaltenrang B

(vorige Proposition) sind k Zeilen von B linear unabhéngig. Wahlen wir
diese, erhalten wir eine k X k-Teilmatrix A’ von A mit rang A" = k, d.h.
A’ € GL(k,K), d.h. det A” # 0.

O

etwas ausfiihrlicher,
wie in Vorlesung?



318 22 Determinanten

Aufgaben

Aufgabe 22.1 (Determinanten). Berechnen Sie die Determinante der folgen-
den Matrix:

12 1 -1
1-13 1 et
2 5 7 —1|<RT
11112

Aufgabe 22.2 (Determinante der Vandermondschen Matrix). Berechnen Sie
mit vollstandiger Induktion die Determinante der Vandermondschen Matrix

2 d
lagaj...af
2 d
1o ay ...y
A= : : ER(d+1)X(d+1),
2 d
1adad...ad

wobei d € N, a; € R. Vergleichen Sie das Ergebnis mit der entsprechenden
Aufgabe(19.6.

Aufgabe 22.3 (Isomorphismen). Fiir welche t € R ist die lineare Abbildung,
die durch unten stehende Matrix A € R®* definiert wird, ein Isomorphismus?

t1 2 2t 2t -3

12-3-7t 8 -2t

3
4_[002 2 00
001 7 0 0
003t 2 1 t

003 2t -2 -3

Aufgabe 22.4 (Determinanten und Geometrie).

1. Gegeben seien zwei verschiedene Punkte P = (p1,p2),Q = (91,92) € R2.
Geben Sie eine 3 X 3-Matrix A an, so dass

{xl,xz €R?| detA = o}

genau die Gerade durch P und Q definiert.
Tipp: A sollte nicht nur reelle Zahlen, sondern auch die Variablen x; und
x; als Eintrdge haben.

2. Wie lautet die analoge Beschreibung einer Hyperebene im R" durch n
Punkte?
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Aufgabe 22.5 (Determinante). Sei n € IN und seien ferner ag, a1, ...,4,-1 € R.
Zeigen Sie:

x —1 0
0 x -1
det|: . o e =x"+a,4xX"" +-- +ay.

0--- 0 «x -1
Ag ap -+ Ay—1 X +ay—1

Aufgabe 22.6 (Cramersche Regel). Fiir welche A € R ist die Matrix

Al1
111

1147

Ay =

invertierbar? Invertieren Sie A) mit Hilfe der Cramerschen Regel in diesen
Fallen.
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Determinante eines Endomorphismus und
Orientierung

23.1 Definition der Determinante

Sei V ein K-Vektorraum, dimV < oo und f € End(V) := Hom(V,V) :=
Homg(V, V) ein Endomorphismus, wobei Hom(V, W) die Menge aller Vek-
torraumhomomorphismen von V nach W bezeichnet. Wir wollen det f defi-
nieren.

Dazu wihlen wir eine Basis A von V und setzen A = Mﬁ( f) und definieren
det(f) := det A.

Um einzusehen, dass dies nicht von der Wahl einer Basis abhéngt (d.h. dass
det(f) wohldefiniert ist), tiberlegen wir uns, was passiert, wenn wir eine
andere Basis 8 wihlen:

Kﬂ B > Kn

\LW; (PB\L
f

S| V——>V |S=MZidy)

-

K" —=K"

Zu zeigen ist: det A = detB. Mit S = M (idy) € GL(1,K) gilt: B=S5-A - S
Mit dem Determinantenmultiplikationssatz folgt:
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detB =det(S-A-S571)
=detS - detA-detS™!
=detS-(detS)™!-detA
= detA.

Dies zeigt, dass die Determinante eines Endomorphismus tatsachlich unab-
héngig von der gewahlten Basis ist. det(f) ist daher wohldefiniert.

23.2 Geometrie der Determinante eines Endomorphismus
SeiK=R, f: R" - R", A= Mg(f). Dann lésst sich |det f| = |det Al als das
Volumen des von f(e1), ..., f(e,) aufgespannten Parallelotops interpretieren

(s. Abb.|23.1), wie wir im Wesentlichen bereits in der einleitenden Motivation
zu Determinanten von quadratischen Matrizen in Abschnitt22.1.1 gesehen

haben.

a

Abbildung 23.1. Parallelotope im R", n = 2, 3.

23.3 Orientierung

Eben haben wir den Betrag der Determinante eines Endomorphismus als
Volumen interpretiert. Was aber konnte das Vorzeichen der Determinante
bedeuten?

Definition 23.1. Sei V ein R-Vektorraum, dim V = n < co. Ein Endomorphismus
f:V — V heifit orientierungstreu, wenn det f > 0. Insbesondere ist f dann ein
Isomorphismus.

Beispiel 23.2. V = R%. Wir betrachten die Matrizen

]

Die Auswirkung der beiden Matritzen auf den Buchstaben F sind in Abb.
23.2 dargestellt. Dies passt mit det A = +3 und det B = —3 zusammen.
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Abbildung 23.2. Orientierung am Buchstaben F: Das linke Bild zeigt F (durchgezogene
Linien) und das Bild A(F) unter der Matrix A aus Beispiel|23.2|(gestrichelt). Das rechte
Bild zeigt das entsprechende Resultat fiir die Matrix B.

Bemerkung/Definition 23.3. Was ist eine Orientierung von V = R"? Zwei
Basen A, B von V heifien gleich orientiert, falls det‘,;[(idv) > 0; andernfalls
entgegengesetzt orientiert.

Nach dem Determinanten-Multiplikationssatz ist Gleichorientiertheit eine
Aquivalenzrelation auf der Menge {A | A = {vy,...,v,} Basis von V} (hierbei
kommt es auf die Reihenfolge der Basiselemente an, trotz der Mengenschreib-
weise; siehe dazu auch eine Ubungsaufgabe).

{A|A={vq,...,0,} Basis von V} / Gleichorientiertheit

besteht aus genau zwei Klassen: {ey,...,e,} und {es1,...,esm}, 0 € S, sind
gleich orientiert genau dann, wenn signo = +1.

Beispiel 23.4. Die Orientierung liefert im R® eine Unterscheidung zwischen
rechtshindigen Koordinatensystemen und linkshdndigen Koordinaten-
systemen: {e;,e;,e3} ist ein rechtshindiges: zeigt der Daumen der rechten
Hand in Richtung e;, der Zeigefinger in Richtung e;, so zeigt der Mittelfinger
in Richtung e;. Die linke Hand kann man entsprechend folgendermafien in
dieses Schema einpassen: Daumen nach ez, Zeigefinger nach e,, Mittelfinger
nach e;. Tatsdchlich ist {e3, €5, €1} = {es1, €52, €53} fiir 0 = (13) und sign(13) = —1.

Mit Hilfe des im Vorlesungsteil zur Analysis eingefiihrten Begriffes der Ste-
tigkeit (Abschnitt/8) kann man folgendes schéne Kriterium fiir die positive
Orientierung der Spalten einer invertierbaren Matrix geben. Da wir die Re-
sultate der Analysis in diesem Abschnitt zur linearen Algebra aber nicht
benutzen mochten, geben wir keinen kompletten Beweis, sondern nur eine
kurze Bemerkung zur einen Richtung der Aussage:

Satz 23.5. Seien A € GL(n,R) und ay,...,a, die Spaltenvektoren von A. Dann
sind die Basen {ay,...,a,} und {ei, ..., e,} gleich orientiert genau dann, wenn es
eine Abbildung

@:[0,1] — GL(n, R), t = (¢i(t))

gibt mit @;;: [0,1] — R stetig fiir allei, j € {1,2,...,n} und p(0) = A, ¢(1) = E.



324 23 Determinante eines Endomorphismus und Orientierung

Beweis (nur Notwendigkeit). Die Notwendigkeit der Bedingung ergibt sich aus
dem Zwischenwertsatz 8.9] Mit @ijistauch [0,1] — R, t — det(p;;(t)) stetig,
als Summe von Produkten von stetigen Funktionen. Da det(¢;(t)) # 0 V ¢,
folgt: det(¢;;(t)) hat das gleiche Vorzeichen V t € [0,1]. detp(0) = detA hat
das gleiche Vorzeichen wie det (1) = detE =1 > 0. |

Aufgaben

Aufgabe 23.1 (Determinante eines Endomorphismus). Sei n € IN. Wir defi-
nieren:

fo: Rlx]en = Rlx]en, p(p-x),

wobei ¢’ die Ableitung eines Polynoms g € R[x] ist. Zeigen Sie, dass f, ein
Endomorphismus ist. Berechnen Sie die Determinante von fs.

Aufgabe 23.2 ().

Aufgabe 23.3 ().
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Eigenwerte und das charakteristische Polynom

24.1 Einleitung

Sei K ein Korper, f: V. — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen K-Vektorraumen. Nach dem Struktursatz iiber lineare Ab-
bildungen|20.25 existieren Basen A, B von V bzw. W, so dass

Bei einem Endomorphismus wollen wir 8 = A wéhlen und fragen, ob Mﬁ (f)
moglichst einfach ist. Etwas anders formuliert: Sei A zunéchst beliebig. Gibt
es dann Basiswechselmatrizen S = M“g(idv), so dass B = Mﬁ( fl=S-A-S7!
(siehe dazu wieder das kommutative Diagramm auf Seite moglichst
einfach ist?

Mit anderen Worten: Wir betrachten die Operation
GL(n,K) x K" — K™", (S,A) > S-A-S7!

von GL(n, K) auf K™ durch Konjugation (Dies ist tatsdchlich eine Operation,
denn EAE™! = A fiir alle A € K™" und S(TAT!)S™! = (ST)A(ST)"'.) und
fragen nach den Klassen bzgl. dieser Operation:

Definition 24.1. Zwei quadratische Matrizen A,B € K™" heiflen dhnlich bzw.
konjugiert, wenn sie in der gleichen Bahn (genannt Konjugationsklasse) beziig-
lich dieser Operation liegen, d.h. wenn ein S € GL(n, K) existiert mit B =S-A- S
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24.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Der Schliissel zur Losung der Frage nach der moglichst einfachen Matrix
bzgl. einer geeigneten Basis ist der Begriff des Eigenwerts:

Definition 24.2. Sei V ein K-Vektorraum, f: V — V ein Endomorphismus, A € K.
Der Skalar A heifst Eigenwert (engl. Eigenvalue) von f, wenn es einen Vektor
0 # v € V gibt, so dass

f() = Av.

Solch ein v heifit dann Eigenvektor (engl. Eigenvector) von f zum Eigenwert A.
Achtung. Ein Eigenwert A kann 0 € K sein, ein Eigenvektor ist stets # 0.

Abgesehen von der theoretischen Motivation, die wir in der Einleitung gelie-
fert haben, gibt es unvorstellbar viele Anwendungen von Eigenwerten. Wir
beginnen mit der Suchmaschine Google:

Beispiel 24.3. Wir betrachten zwei Anwendungen, in denen Eigenvektoren
wesentlich zur Losung eines Problems verwendet werden konnen:

1. City—Kunden und Outlet-Kunden,
2. Googles PageRank.
Beide sind sehr ausfiihrlich im Internet beschrieben und wurden in der Vor-

lesung vorgestellt, hier aber nur verlinkt:

www.gm.fh-koeln.de/ konen/Mathe2-SS/Workshop-Google/PageRank-Workshop2-ext.pdf

Satz 24.4. Es sei V ein K-Vektorraum, n = dimV < co und f: V. — V ein
Endomorphismus. Aquivalent sind:

1. V besitzt eine Basis aus Eigenvektoren von f.

2. Es gibt eine Basis B8 von V, so dass

A0
M= " mit A; € K.
0 A,

Beweis. Ist Mj(f) von der angegebenen Form, d.h. in Diagonalgestalt (eine
solche Matrix heifit dann Diagonalmatrix) fiir 8 = {vy,...,v,}, dann gilt:
f(vi) =Awi Vi & vy,...,0, ist eine Basis von Eigenvektoren. O
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24.3 Das charakteristische Polynom

Bisher haben wir nur erfahren, warum Eigenwerte und —vektoren wichtig
sind, aber nicht, wie wir sie berechnen konnen. Dieses Problem 18st das
charakteristische Polynom:

Definition 24.5. Sei A € K"™" und A € K beliebig. Dann heift
Eig(A,A) :=={v e K" | Av = Av}
der Eigenraum von A zu A.
xa(t) := det(A — tE) € K[{]
heif$it charakteristisches Polynom von A.
Bemerkung 24.6. Fiir eine Matrix A € K" gilt also:

A € Kist ein Eigenwert von A & Eig(A, A) # 0.

Die zentrale Eigenschaft ist nun:

Satz 24.7. Seien A € K™ und A € K. Dann gilt:

A ist ein Eigenwert von A & A ist eine Nullstelle von x 4(t).

Beweis. Es gilt:

A Eigenwert <& Av = Avfiireinv # 0
© (A — AE) - v = 0 hat eine nichttriviale Losung v # 0
& Eig(A,A) =Ker(A - AE) #0
& det(A—-AE) =0
& xa(A) =0.

O

Im Zwei- und Drei-Dimensionalen ist die Geometrie aller eingefiihrten Be-
griffe sehr gut anschaulich verstandlich und illustrierbar; dazu ein Beispiel:

Beispiel 24.8. Wir betrachten die Matrix

2 -1 2x2
(_1 2)e]R .

Die Operation der zugehdrigen linearen Abbildung auf IR? verdeutlicht Abb.
24.1. Das charakteristische Polynom von A ist:

Vorlesung vom:
1. Juli 2009

Qualitatsstand:
erste Version
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Abbildung 24.1. Die Operation der Matrix A aus Beispiel[24.8auf R?.

xalt) = det(z__lt 2__1t) Q-1 -1=P—4t+3=(t-3)t-1),

die Eigenwerte sind also: A1 =3, A, = 1.

Die Eigenrdume zu diesen beiden Eigenwerten sind:

Eig(A,3) = Ker(A — 3E) = Ker (:} :1) _ <( _11 )),

Eig(A,1) = Ker (_11 _11) = <(})>.

Dies passt mit Abbildung 24.1/ zusammen, dort gehen ndmlich die beiden
Winkelhalbierenden unter A in sich selbst tiber; wir sagen dann, dass diese
Geraden invariant sind unter A. Allerdings wird auf der Winkelhalbierenden
Eig(A, 1) zwar jeder Punkt auf sich selbst abgebildet, doch auf Eig(A, 3) wird
jeder Vektor auf sein Dreifaches abgebildet. Eig(A, 1) heifst daher punktweise
invariant unter A.

Um nun A auf Diagonalgestalt zu bringen (dies sollte nach Satz [24.4 mog-
lich sein, da die Eigenvektoren, die wir eben berechnet haben, eine Basis
des R? bilden), definieren wir S~! als Matrix, deren Spalten gerade aus den
Basisvektoren der Eigenrdume bestehen:

_ 11 1(1-1\ (-1
51:(—11) = 525(1 1):(i 12)'
2 2

Dann ist ndmlich nach den Definitionen der Matrixmultiplikation und von
Eigenwerten AS™! eine Matrix, deren Spaltenvektoren jetzt einfach die Ei-
genvektoren (d.h. die Spalten von S™!') multipliziert mit den zugehorigen
Eigenwerten sind. Multiplikation dieser Matrix mit S von links ergibt daher
eine Diagonalmatrix:
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1_1
5 =% 2 -1 11
S.A.S_1=(2 2)( )( )
% % -1 2 -11
_(% _%)‘(3 1)_(30)
% % =31 01

In diesen neuen Koordinaten (man kann den Wechsel der Basis auch als
Wechsel des Koordinatensystems auffassen) ist die Abbildung also einfach
zu verstehen; s. auch Abb.[24.2. Blicken wir nun nochmals zuriick auf Abb.
24.1, so stellen wir fest, dass dies genau damit zusammen passt.

T
7 S 1s « &0 4o
P S

=
N
w
i
[¢)]
()]

Abbildung 24.2. Die Operation der Matrix SAS™ aus Beispiel24.8] die Diagonalgestalt
mit den Diagonaleintragen 3 und 1 besitzt.

Wir haben eben gesehen, dass die Nullstellen von ya(t) die Eigenwerte der
durch A € K™" definierten linearen Abbildung sind.

Bemerkung/Definition 24.9. Allgemeiner konnen wir auch ein charakteris-
tisches Polynom x((t) eines Endomorphismus f: V — V,n = dimV < oo,
definieren. Wir definieren:

Xf(t) == det(f —t-idy) = det(A —t- E),

wobei A = Mﬁ( f) und A irgendeine Basis von V ist. Wir miissen wieder zei-
gen, dass diese Definition wohldefiniert ist. Sei B also die Matrixdarstellung
bzgl. einer anderen Basis 5:

B = Mj(f) = SAS™".
Dann gilt:

xs(t) = det(B—t-E) = det(SAS™! — t - E)
= det(S(A - t-E)S™), (da SES™! = E)
= detSdet(A —t-E)-detS™
= xa(t),

d.h. x((t) ist tatsdchlich wohldefiniert.
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Diese Rechnung zeigt insbesondere:
Satz 24.10. Sind A, B € K™ zueinander konjugierte Matrizen, dann gilt:
xa(t) = xp().
Wir sehen uns das charakteristische Polynom einer quadratischen Matrix

A € K™ noch etwas genauer an. Es gilt, da die Determinante linear in jeder
Zeile ist:

apn—t ap ... adi,
az1 dyp — t... Ary
Xa(t) = det
an Ay ... Auy —t
ayr Ay ... A -t 0 ... 0
ar1 dyp — 1t ... Ay az azz—t... Ary
= det| . . . + det
Ayl Ay ... Opy — L Ayl Ay ... Qpy — L

n
=.-.=detA+---+ Zai,- (=)L 4 (=1)"
i=1
=bo+by-t+-+byq- "+ b,t" € K[H.

Also:

n
bo = detA, b, =(-1)"" -Zaﬁ, by = (=1)".
i=1
Ubrigens folgt by = det A auch direktaus x4(0) = det A. Auch die Behauptung
uber b,,_1 und b, kann man anders einsehen: Entwickeln von det(A —tE) nach
der ersten Spalte liefert (a11 —t)- A11 + a1 - Ay ++ - +a,1- Ay1. Aberin Ayj, j > 1
kommen jeweils nur n — 2 Eintrdge mit ¢ vor, so dass die Determinante nach

der Determinantenformel hochstens Grad t hat. Daher kommen #*~! und #"
nur im Produkt (a17 — ) -+ (@, — t) = ()" + (Z?:l a,-l-)(—t)”_1 +... vor.

Als Koeffizienten des charakteristischen Polynoms kommen also sowohl
det A als auch die vorzeichenbehaftete Summe der Diagonaleintrdge der Ma-
trix vor. Da letztere noch hdufiger auftauchen wird, geben wir dieser Summe
einen eigenen Namen:

Definition 24.11. Sei A € K™ eine Matrix.

n

tr(A) := Spur(A) := Z aji

i=1

heifSt die Spur (engl. trace) von A.



24.4 Diagonalisierbarkeit 331

Man kann zeigen, dass das charakteristische Polynom einer Matrix A € K"
noch eine weitere sehr interessante Eigenschaft besitzt (dies ist der sogenann-
te Satz von Cayley-Hamilton): Es gilt:

xa(A) =0¢e K™,

d.h. setzt man in y4(f) statt einer reellen Zahl die Matrix A ein, so erhilt man
die 0-Matrix. Wir konnen dies hier leider nicht beweisen, doch werden wir
in einer Ubungsaufgabe wenigstens ein etwas schwicheres Resultat kennen
lernen.

24.4 Diagonalisierbarkeit

Kommen wir nun wieder zuriick auf die Eingangsfrage danach, wie ein-
fach eine zu einer gegebenen quadratischen Matrix dhnliche Matrix ausse-
hen kann, und zwar insbesondere zu der Frage, unter welchen Bedingungen
diese Diagonalgestalt besitzen kann.

Definition 24.12. Sei P(t) € K][t] ein Polynom. Wir sagen, dass P(t) iiber K in
Linearfaktoren zerfillt genau dann, wenn es A4, ..., A, € K, c € K* gibt, so dass

P(H)=c-(t=Ar)--(t=A) =c- [ [t =A™,
=1

wobei mj € IN,Ay,..., A, paarweise verschieden sind. m; heifit Vielfachheit der
Nullstelle A;.

Fiir ein beliebiges, nicht notwendig in Linearfaktoren zerfallendes, Polynom P(t) €
K[t] und A € K ist

m(P, A) := max{m | IQ(t) € K[t], so dass P(t) = (t - 1)"Q(t) }
= m, wobei P(t) = (t — A)" - Q(t) mit Q(A) # 0.
die Vielfachheit von A als Nullstelle von P.
Also gilt beispielsweise:

m(P,A) =0 &  Aistkeine Nullstelle von P,
m(P,A) =1 <& Aisteine einfache Nullstelle von P,
m(P,A) =2 &  Aisteine doppelte Nullstelle von P.

Definition 24.13. A € K™ heifit diagonalisierbar (iiber K), wenn 1S €
GL(n,K) : SAS™! = D fiir eine Diagonalmatrix D.
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Abbildung 24.3. Das Polynom p(x) = (x + 1)* - x* - (x — 1) - (x — 1.25)* hat (von links)
Nullstellen mit Vielfachheiten 4, 3, 1 und 2.

24.4.1 Ein Diagonalisierbarkeits—Kriterium

Wir haben eben die Vielfachheit einer Nullstelle eines Polynoms definiert.
erklaren! Offenbar gilt fiir jeden Eigenwert A einer n X n—Matrix A:

dim Eig(A, A) < m(xa(t), A).

Gilt sogar Gleichheit und zerféllt y4(t) in Linearfaktoren, so ist A diagonali-
sierbar:

Satz 24.14 (Diagonalisierbarkeits—Kriterium). Sei A € K™". A ist diagonali-
sierbar, genau dann, wenn folgende beide Bedingungen erfiillt sind:

1. xa(t) € K[t] (iiber K) in Linearfaktoren zerfillt,

2. fiir jede Nullstelle A von x4 (t) gilt: m(x,(t), A) = dim Eig(A, 7).

Manchmal nennt man m(x(t), A) auch algebraische Vielfachheit eines Ei-
genwertes A und dim Eig(A, 1) seine geometrische Vielfachheit. Mit dieser
Terminologie heifst die zweite Bedingung, dass algebraische und geometri-
sche Vielfachheit fiir alle Eigenwerte tibereinstimmen sollen.

Bevor wir den Satz auf Seite 334|beweisen, zunichst ein paar Folgerungen
und Bemerkungen:

Korollar 24.15. Sei A € K"™". Hat x 4(t) genau nverschiedene Nullstellen A4, ..., A, €
K, dann ist A diagonalisierbar zu:

A 0
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Beweis. Fiir jedes A; gilt

1 < dimEig(4, A))

< m(xa, Ai)
=1,

da alle Nullstellen einfach sind. O
Bemerkung 24.16. Ist A diagonalisierbar, k € IN, etwa SAS™1 =D, so gilt:
DF = (SAS™1)F = sAksT,

also

Af =§71Dks,
Dies ist sehr hilfreich, um hohere Potenzen diagonalisierbarer Matrizen aus-
zurechnen.

Bemerkung 24.17. 1. Fiir K = C = {a+bV-1|a,b € R} zerfillt jedes Poly-
nom p € K][t] in einer Variablen f in Linearfaktoren, denn es gilt:

Satz 24.18 (Fundamentalsatz der Algebra, ohne Beweis). Jedes Polynom
P(t) € C[t] vom Grad d > 1 hat eine Nullstelle (in C).

Die aus der Schule bekannte Polynomdivision (siehe dazu auch den eu-
klidischen Algorithmus aus Abschnitt(3.5) liefert daher:

Korollar 24.19. Jedes Polynom P(t) € C[t] zerfillt in Linearfaktoren.

Dies erste Bedingung des Satzes ist fiir K = C also immer erfiillt. Fiir
K = R ist dies natiirlich nicht richtig, wie das Beispiel £* + 1 zeigt.

2. Die zweite Bedingung ist nicht immer erfiillt, auch, wenn es die erste ist.
Ist beispielsweise
11
A=(o1)

so folgt xa(t) = (1 — )%, d.h. m(xa(t), 1) = 2, aber
A . 01
dim Eig(A, 1) = dim ker (0 O) =1

Lemma 24.20. A € K"™". Seien A4, ..., A, paarweise verschiedene Eigenwerte von
Aundvy,..., v, zugehorige Eigenvektoren. Dann sind vy, . .., v, linear unabhingig.
Genauer gilt: Die Summe

Eig(A, A1) @ Eig(A, A2) @ - -- @ Eig(A, A,) € K"

Vorlesung vom:
3. Juli 2009

Qualitétsstand:
erste Version



334 24 Eigenwerte und das charakteristische Polynom

ist direkt, also nach Definition:

r
Eig(A, 1)) N Z EigA,A)=0 Vje{l,...r.
%]
Beweis. Induktion nach r. Der Fall » = 1 ist trivial.
Nehmen wir also an, dass:

r—1

v, € Eig(A,A,) N [Z Eig(A, A))

j=1

7

etwa
vy =wy+---+wp  fiir gewisse w; € Eig(A, A)).

Esfolgt,daAj,j=1,...,r -1, die Eigenwerte zu den Eigenvektoren w; sind:
Av, = Av, = Awp + -+ Awy,y = Mg + -+ AW
Wieder durch Verwendung von v, = w; + - - - + w,_1 erhalten wir:
0= —A)wy +---+ (A1 — Ap)wp1.

Da die Summe Eig(A, A1) @ - - - @ Eig(A, A,—1) € K" direkt ist nach Induktions-
voraussetzung, folgt:

(/\]' - /\r)w]' =0¢ Eig(A, /\]').

Es gilt aber A; # A, nach Voraussetzung und somit w; =0, j =1,...,7r -1,
also schliefslich: v, = wy + -+ - + w,_1 = 0. O

Beweis (Beweis des Satzes|24.14). Zur Notwendigkeit der Bedingungen: Ist A
diagonalisierbar, dann ist

xa® = xo® = [Ja;- 1

j=1
zerfallend. Ferner:

dim Eig(A, A;) = dim Eig(D, A;)
A= Aj 0
= dim ker .
0 An = Aj
=[{iefl,2,...,n} [ A = A}
= m(xa(t), Ay).
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Wir haben also noch zu zeigen, dass die Bedingungen auch hinreichend sind:

Es sei dazu ., .
xa® =[Joi-n=T]a-nm,
i=1 =1

wobei Ay,..., A, die paarweise verschiedenen Eigenwerte bezeichnen, d.h.
Yz mj = n. Nach dem Lemma gilt:

Eig(A, M) @ --- © Eig(A, A,) € K",

d.h. insbesondere dim(Eig(A, A1) &---®Eig(A, A,)) = ), dimEig(A, Aj). Nach
j=1
der 2. Bedingung ist aber
7 T
Z dim Eig(4, 1) = z mj = deg xa(t) = n = dim K".
J=1 =1
Insgesamt zeigt dies:

Eig(A, A1) @ - - @ Eig(A, A,) = K".

Fligen wir Basen der Eigenrdume Eig(A,A;) j = 1,...,r zu einer Basis
{v1,...,0,) von K" zusammen, dann hat beztiglich dieser Basis der Endo-
morphismus A Diagonalgestalt. Genauer: Ist

Sl =(vy,...,04)
die Matrix, deren Spalten diese Basisvektoren sind, so ist

A0
SAST = .. |,
0 A

wobei die k; X k;—Kastchen A; € K" mit k; = Vielfachheit des Eigenwertes A;
gerade die Diagonalmatrizen

A 0

sind. O
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24.4.2 Anwendung: Lineare Rekursionen

Wie wir in einer Ubungsaufgabe am Beispiel der Fibonacci—Zahlen sehen
werden, konnen wir fiir eine lineare Rekursion, d.h. eine Formel der Form

Ty = ary— +bry_p, 1o =4y, 11 =ai,

eine geschlossene Formel fiir r, (d.h. eine Formel, in der zwar 1, nicht aber
die r; vorkommen) mit Hilfe von Eigenwerten und —vektoren herleiten.

Dies beruht darauf, dass offenbar:

(e )=( o) ()

Den néchsten Wert, 7,41, konnen wir nun mit Hilfe linearer Algebra berech-

non )=o) = (o ()

Um 7,4 zu berechnen, benotigen wir also Ak Ist aber A diagonalisierbar,
etwa SAS™! = D, so folgt A¥ = SIDFS, was einfach zu berechnen ist. Dies
kann man benutzen, um eine geschlossene Formel fiir 1, anzugeben. In den
Ubungsaufgaben werden wir dies verwenden, um eine solche Formel fiir die
Fibonacci-Zahlen (diese haben wir bereits im ersten Semester in Abschnitt
1.3.4 gesehen, konnten dort aber die Herkunft der Formel nicht erkléren)

fn ::fn—1+fn—2/ 7’122, f():O,flzl,
herzuleiten. Die Folge beginnt folgendermafien:

(fo, fi, f2,.-.)=1(0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...).

24.5 Die Jordansche Normalform

Uber den komplexen Zahlen ist jede Matrix zu einer recht einfachen Matrix,
ihrer sogenannten Jordanschen Normalform konjugiert. Betrachten wir also
die Operation GL(n,C) X C™>" — C™", (S, A) — SAS™L. Wir wissen bereits,
dass tiber C aus

dim Eig (A4, A) = m(xa(t),A) YAeW

folgt, dass die Matrix A diagonalisierbar ist. Wir haben in der Bahn von A
also eine Diagonalmatrix als Reprasentanten:
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A0
0 A
Als Grenzwert von diagonalisierbaren Matrizen tauchen nicht diagonalisier-

bare auf: Beispielsweise ist die Matrix (%1 /\12) fir Ay # A, diagonalisierbar,

o1y (A1)
/\1213}\1(0 Az)_(o Al)_'A

hat nur A, als Eigenwert und es gilt:

aber

m(xa(t), A1) = 2 > dim Eig (A, A1) = dimKer(g (1)) =1

Allgemein haben wir stets folgende Reprasentanten:

Definition 24.21. Ein Jordankdistchen der GrofSe k zum Eigenwert A ist die Ma-
trix:

A1 0
J(A, k) = R . € Ok,
0 A

Mit der gleichen Begriindung wie fiir die 2 x 2-Matrizen oben ist ein sol-
ches Késtchen fiir k > 2 nicht diagonalisierbar, weil m(xj 5 (t), A) = k, aber
dim Eig(J(A, k), A) = 1.

Satz 24.22 (Jordansche Normalform, ohne Beweis). Sei A € C™" eine quadra-
tische Matrix mit komplexen Eintrigen. Dann existieren Ay, ..., A, € C, ky, ... k. €
IN und S € GL(n,C), so dass:

JA, k) O - 0
sastoy=| O TGk o
: .0
0 0 ](/\r/kr)

wobei die Eigenwerte A1, ..., A, nicht notwendig paarweise verschieden sind.

Uber den reellen Zahlen und iiber allgemeinen Korpern gibt es ein dhnliches
Resultat, das aber etwas aufwéndiger zu formulieren ist, so dass wir es hier
nicht angeben.
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Wir haben weder erklédrt, wie man das Resultat tiber die Jordansche Nor-
malform beweist, noch, wie man die k; berechnet. Leider konnen wir das im
Rahmen der Vorlesung auch nicht erledigen. Daher mochten wir an dieser
Stelle darauf hinweisen, dass sehr viele Computeralgebra-Programme so-
wohl Eigenwerte und Eigenvektoren als auch die Jordansche Normalform
berechnen konnen. Auch an der Universitit des Saarlandes ist die Software
Maple verfiigbar und es kann durchaus hilfreich sein, sich einmal tiber die
recht ausfiihrliche und verstindlichen Hilfeseiten soweit einzuarbeiten, dass
man wenigstens einfache Berechnungen damit durchfiihren kann. In Maple
existieren verschiedene Bibliotheken zur linearen Algebra, die entsprechende
Berechnungen durchfiihren konnen. Beispielsweise liefert

with(linalg);

eine Liste aller in dieser Bibliothek zur Verfiigung gestellen Prozeduren, die
auch gleich zur Benutzung bereit stehen.

A := matrix(2,2,[1,2,3,4]);
eigenvalues(A);
eigenvectors(A);

jordan(A);

ermittelt die erfragten Ergebnisse ohne Wartezeit.

Aufgaben

Aufgabe 24.1 (Eigenwerte und Eigenraume). Wir betrachten den Wiirfel W
mit Ecken (+1, +1,+1) € R3, dessen Schwerpunkt also im Ursprung des Ko-
ordinatensystems liegt:

&
>
<V

Berechnen Sie Matrixdarstellungen der folgenden linearen Abbildungen, die
den Wiirfel auf sich selbst abbilden, und berechnen Sie Eigenwerte und Ei-
genrdume dieser Matrizen:

1. D := Drehung um 180° um die Achse, die die Mittelpunkte der Strecken
15 und 37 verbindet.
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2. § := Spiegelung an der Ebene, die durch die Punkte 2, 4, 6, 8 geht.
3. Die Abbildung D o S (eine sogenannte Drehspiegelung).

Aufgabe 24.2 (). Die Vielfachheit eines Eigenwertes A als Nullstelle des cha-
rakteristischen Polynoms nennen wir algebraische Multiplizitit von A, die Di-
mension des zu A gehorenden Eigenraumes nennen wir geometrische Multi-
plizitit von A. Berechnen Sie algebraische und geometrische Multiplizitat der
folgenden Matrizen:

2000 2100 2100 2100 2100
0200 0200 0210 0200 0210
A= 0020 B = 0020 €= 0020 D= 0021 E= 0021}
0002 0002 0002 0002 0002

Aufgabe 24.3 (Potenzen von Matrizen).

0121
0011
0001
0000

Was sind die Eigenwerte und Eigenrdume von M?

1. Berechnen Sie M?, M3, M* fiir die Matrix M =

19 -12
30 -19)°

Finden Sie eine Diagonalmatrix D und eine invertierbare Matrix S, so
dass A = SDS~! und berechnen Sie A10900,

2. Berechnen Sie Eigenwerte und Eigenrdume von: A = (

Aufgabe 24.4 (Lineare Rekursion). Seien a,b € R. Es seinun xg =4, xy = b
und x,, = 222 fiirn > 2.

1. Schreiben Sie die Rekursion in der Form y, = A - y,-1, wobei A eine 2 X 2

. Xj
- Matrix ist und y; = ( ' )
Xi-1

2. Finden Sie eine Diagonalmatrix D und eine invertierbare Matrix S, so
dass A = SDS™.
3. Bestimmen Sie: lim,,_,co S"1A"S.

4. Leiten Sie daraus lim,,—,.c A" und lim,,_, x,, ab.

Aufgabe 24.5 (Relationen zwischen Matrizen).

2 -10
1.SeiA=|-1 2 —1}{.
0 -12

Zeigen Sie: A% — 6A% + 10A — 4E; = 0, wobei E; € K¥4 die Einheitsmatrix
ist.
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2.Sei nun A € K™" beliebig. Zeigen Sie: Es existiert ein Polynom P(t) =
bt" + .-+ + bit + by € K[t], so dass: b,A" + --- + 1A + byE,, = 0, wobei
E, € K™" die Einheitsmatrix ist.
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Hauptachsentransformation

Reelle symmetrische Matrizen spielen eine besondere Rolle, beispielsweise
weil, wie wir sehen werden, alle ihre Eigenwerte reell sind. Die Symmetrie
von Matrizen ist trotzdem keine Eigenschalft, die so speziell ist, dass sie nie
vorkommt; im Gegenteil: jede Quadrik (also Kugel, Ellipsoide, Hyperboloi-
de, etc., s. Abb.[25.1) ldsst sich mit solch einer Matrix beschreiben. Dies wird
es uns ermoglichen, mit Hilfe der linearen Algebra eine Klassifikation dieser
geometrischen Objekte zu erreichen. Fiir wesentlich mehr Hintergrundinfor-
mationen zur Anwendungen der Linearen Algebra in der Geometrie ist das
Buch von Gerd Fischer [Fis01] — ggf. in Kombination mit seinem Buch zur
linearen Algebra [Fis08] — zu empfehlen.

Q23

Abbildung 25.1. Einige Quadriken: Eine Kugel, ein Ellipsoid und ein einschaliger
Hyperboloid.

Fiir die Informatik sind solche Flachen beispielsweise wichtig, weil die meis-
ten Computer Aided Design Programme sie als Basis—-Objekte zur Verfiigung
stellen, aus denen man kompliziertere mittels booleschen Operationen wie
Vereinigung, Durchschnitt, etc. erzeugen kann. Aufierdem kann man mit ih-
rer Hilfe geschwungene Objekte, wie Autokarosserien oder Flugzeuge, oft
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Qualitétsstand:
erste Version
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besser anndhern als mit kleinen Dreiecken, weil von letzteren zu viele be-
notigt werden. Dies ist allerdings nicht trivial: Erstaunlicherweise stof3t man
schon bei der exakten Berechnung der Schnittpunkte und —kurven von weni-
gen Quadriken auf grofie — von der aktuellen Forschung immer noch nicht
zufriedenstellend geloste — algorithmische Probleme, u.a. weil dabei die
Koordinaten oft komplizierte Wurzelausdriicke beinhalten.

25.1 Symmetrische Matrizen

Im letzten Kapitel haben wir Kriterien dafiir entwickelt, wann eine Matrix
dhnlich zu einer recht einfachen Matrix, wie beispielsweise einer Diagonal-
matrix oder einer Jordanmatrix ist. In allen Féllen ging das nur sehr gut, wenn
alle Eigenwerte iiber dem Grundkorper existieren. Da aber fiir viele Polyno-
me tiiber den reellen Zahlen nicht alle Nullstellen {iber den reellen Zahlen
existieren, erscheint die Frage sinnvoll, ob man einer Matrix unter gewissen
Voraussetzungen ansehen kann, dass alle Eigenwerte reell sind. Betrachten
wir die beiden Matrizen

0-1 . 01
A:(1 O)=>)(A(t)=t2+1, aber)(B(t)=tz—lfurB:(1 O)'

Das charakteristische Polynom zerfillt fiir die symmetrische Matrix B schon
tiber den reellen Zahlen in Linearfaktoren; fiir die nicht symmetrische Matrix
A miissen wir hierfiir komplexe Zahlen zu Hilfe nehmen. Tatsdchlich haben
symmetrische reelle Matrizen immer nur reelle Eigenwerte; wir werden dies
zwar erst im ndchsten Kapitel beweisen, aber hier schon einige geometrische
Folgerungen angeben.

Definition 25.1. Eine Matrix A = (a;;) € K™" heifit symmetrisch, wenn
A=A,
Bemerkung 25.2. Sei A € K. A symmetrisch ist dquivalent zu:
(' Ay = (Ax, y) = (x, Ay) =x' Ay Vx,y e K".
Beweis. Fiir die Standard-Basis-Vektoren x = ¢; und y = ¢; ergibt sich:

et -Alvej = (a1i, ..., n) - € = aji
a1
und e A-ej=¢'-| 1 | =ay.
Ay
Es muss also tatséchlich a;; = a;; Vi, j gelten. Die Umkehrung folgt, weil belie-

bige x und y sich als Linearkombinationen der Vektoren der Standardbasis
schreiben lassen. O
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Wie schon erwédhnt, gilt Folgendes:

Satz 25.3. Sei A € R™" eine symmetrische Matrix. Dann hat A nur reelle Eigen-
werte.

Beweis. Spéter (Satz|26.5). O

Satz 25.4 (Hauptachsentransformation). Sei A € R™" symmetrisch. Dann
existiert eine orthogonale Matrix S € SO(n), so dass

A0
S'AS = ,
0 Ay
mit A; € R.

Beweis. Sei A € R ein Eigenwert und v € R" ein zugehoriger Eigenvektor mit
Lange [[v]| = 1. Sei
W=v"={weR"|(w,0v) =0}

der zu v orthogonale Untervektorraum (s. Abb.[25.2).

Abbildung 25.2. Das orthogonale Komplement W = v* eines Vektors v.

Wir zeigen: Aw € W VYw € W:

(Aw,v) = (w, Av) (weil A symmetrisch ist)
= (w, \v) (weil v ein Eigenvektor ist)
= Mw, v)
=A-0
=0.

Dies zeigt: Aw € v+ = W.

Wir wihlen nun eine Basis von W aus zueinander senkrecht stehenden
normierten Vektoren v»,...,v, (die explizite Konstruktion solcher Vekto-
ren liefert das Gram-Schmidt—Verfahren in Satz 26.13; in diesem Abschnitt
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erldutern wir es noch nicht, weil wir zunédchst den Schwerpunkt auf die
geometrische Anwendung legen mochten). Wir setzen dann v; := v und
S := (v1,0,...,0,) € GL(n,R). Damit gilt: (v;,v;) = 1 Vi, (v;,0;) = 0 Vi # .
Insbesondere ist S nach Definition von O(n) orthogonal, weil §'S = E. Wir
setzen ferner: w; := Av; € W, j=2,...,n. Es ergibt sich:

A000
0

S'AS = S(Aoy,wy,...,wn) =| g g
0

Die erste Zeile und Spalte folgen dabei aus (v;,v;) = 0;; und die Matrix
B € R"DX"=D hat, da A symmetrisch ist und wir daher Bemerkung [25.2
angewenden konnen, die Eintrage

vt wj = v} Av; = (v;, Avj) = (Avi,v)) = vj'w; fir2 <i,j<n,

ist also symmetrisch.

Per Induktion folgt, dass wir erreichen kénnen, dass S' AS die angegebene
Form hat. Da S € O(n), konnen wir durch Ubergang von v zu —v sogar
S € SO(n) erreichen. |

2 -1

Beispiel 25.5. Sei A = (_1 5

). Das charakteristische Polynom ist:

xa)=@Q-1)?>-1=#—-4t+3=(t-1)(t-3),

die Eigenwerte sind also: A; = 1,1, = 3. Der Eigenraum zum ersten dieser
beiden ist:

Eig(A, A;) = Ker(_i _1) = <(})>.

Es gilt: ||( i )H = V2. Um einen normierten Vektor zu erhalten, setzen wir:

1
v =0 i= (;g)(z vy = ((_1))).

Damit gilt: A ( _11 ) = (_33) =3 ( _11 ) € v*, wie behauptet.

1
Als Basis von v+ wihlen wir v, = ( 12\/\5). Die gesuchte Matrix ist demnach:
2

s=(1va )
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Nun konnen wir leicht nachrechnen, dass det S = 1 und dass
StAS = %\/E_%\/E 2 -1 %\/E_% 2\ _ %\/E—%\/i _ 10.
vz 12 112 \1va 1va V2 1v2 )" \os

25.2 Klassifikation von Quadriken

Definition 25.6. Eine Quadrik Q C IR" ist die LOsungsmenge einer quadratischen
Gleichung

n

q(x) = Z a;jxix;j + 2”: bixi+c=0,

i,j=1 i=1

auch genannt Nullstellenmenge eines quadratischen Polynoms. In Matrixschreib-
weise:
gx) = x"Ax+ b'x +¢,

wobei A = (a;;) € R™" symmetrisch gewihlt sei. Die Matrix

by by
bC 5 e D
- Elan...aln
A=
b
fa,ﬂ...a,m

heifst erweiterte Matrix von q. Damit gilt dann:

1
X1

gx)=(1,x1,...,x,) - A~
Xn
Beispiel 25.7. Einige Quadriken kennt man vermutlich schon aus der Schule.
Beispielsweise liefert der Satz von Pythagoras unmittelbar, dass ein Kreis
mit Radius » um den Ursprung im IR? beschrieben werden kann durch die
Gleichung (s. Abb.25.3):
Pyt =1
Denn drei positive reelle Zahlen a,b,c mit a,b < c bilden genau dann ein

rechtwinkliges Dreieck, wenn sie die Beziehung a® + b* = ¢? erfiillen. In drei
Variablen liefert analog x* + y* + z* = r* eine Kugel.

Wie aber sehen allgemeinere Quadriken aus? Der folgende Satz liefert die
Antwort:
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Abbildung 25.3. Der Kreis als Nullstellenmenge.

Satz/Definition 25.8 (Klassifikation von Quadriken im R"). Sei g(x) =
x'Ax + b'-x + ¢ ein quadratisches Polynom mit reellen Koeffizienten und A die
erweiterte Matrix. Dann gibt es eine Bewegung (auch euklidische Bewegung),

d.h. eine Abbildung
fTR">R', f(y)=Sy+t, mitSeSOMm)teR"

so dass q(f(y)) = 0 zu einer der folgenden Gleichungen (die auch Normalformen
genannt werden) dquivalent ist. Dabei schreiben wir: m = rang A, m = rang A:

(a) (= m) , , ,
2
A Ye  Yin Ym _
—_ 4 B = 0’
a? az o az
1 k k+1 m
b)(m=m+1)
2 2 2 2
y1 yk yk+1 ym _
= 4 = - = = 1,
a? az a2 a?
1 k k1 m
(c)(m=m+2)
2 2 2
A Ye  Yin Yin
A MR i
1 % kel m

Hierbei sind aq, . .., ay, € Rog Konstanten und 0 < k < m.

Bemerkung 25.9. 1) Da sich A von A nur durch eine zusitzliche Zeile und
Spalte unterscheidet, ist klar:

m<m+2.

2) IstdetA # 0, dann ist m = nund 1M < n +1. Am hiufigsten tritt Fall (b) mit
m=nein (& detA # 0,det A # 0).
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3) Genau wie S € SO(n) behilt eine Bewegung offenbar Abstdnde bei, da die
Verschiebung um t € R" hierauf keinen Einfluss hat. Daher ist die Form
einer Quadrik nach Anwendung der Bewegung identisch mit der Aus-
gangsform. Beispielsweise ist die Normalform eines Kreises nicht etwa
eine belibiege Ellipse, sondern ein gleich grofien Kreis mit Mittelpunkt
im Ursprung.

Beispiel 25.10 (1 = 2). Wir betrachten Quadriken in der Ebene R?. Es ergeben
sich nach dem Klassifikationssatz folgende Fille:

m =1 = 2,k = 2: Ein Punkt:

[N}
o

27

+

s

Il

(@]
ey S

m =11 =2,k = 1: Zwei Geraden mit Steigungen g, —g:

m = 1t = 2,k = 0: Dies fithrt nach Multiplikation der Gleichung mit —1 wieder
auf den schon betrachteten Fall mit k = 2 (ein Punkt).

m = 2,1 = 3,k = 2: Eine Ellipse mit Halbachsen der Langen «, f:
y A
|
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m = 2,11 = 3,k = 1: Eine Hyperbel mit Halbachsen der Langen «, f:

Die folgende Abbildung zeigt Ellipse und Hyperbel mit den gleichen
Halbachsen in einem Bild, um deren Zusammenhang deutlich zu machen:

S
IS}

QN|><
H
RIS
Il

—_

QNl =,

m = 1,1 = 3,k = 0: Dieser Fall ist nach Durchmultiplizieren mit —1 analog
zum vorigen und liefert eine Parabel (allerdings nach unten offen).

m=1,m =2,k =1: Zwei Geraden mit Abstand 2a:
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y I
|
I
|
L=1(eE+1)E-1)=0) """‘J.‘a"““f
I
|
|
|
m=1,m=2k=0: ;—i =1: die leere Menge:
m =1 =11,k = 1: Eine doppelte Gerade:
v A
2“—220 ——————————————— >

m =1 =11,k = 0: analog zu eben nach Durchmultiplikation mit —1.

Beispiel 25.11. Wir mochten herausfinden, welchen Typ die folgende Qua-
drik hat:
g, y)=x*—xy+yP—x—y-1=0.

Dazu schreiben wir sie zunéchst mit Hilfe der erweiterten Matrix A:

3 3)(1

-3 x|
-1 1y
Es gilt g(x, y) = 0 © 2g(x,y) = 0; wir diirfen also statt unserer urspriingli-
chen Gleichung g(x, y) = 0 fiir die Quadrik auch die Gleichung 24(x, y) = 0

verwenden:
-2-1-1)\(1
2q(x,y) = (1,x,y){—1 2 —1](3(

-1-1 2)\y

g, y) = Lx,y) | -

Die rechte untere 2 x 2-Teilmatrix A haben wir im vorigen Beispiel untersucht
und berechnet, dass mit

IV2-1+2 o w 10
S:(;«/E %Zﬁ]esoa) gilt SAS=(O3).
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Diese Matrix benutzen wir, um neue Koordinaten x” und y’ zu erhalten:
o)-s(z)-[ 1 )
- g 1 ’ V2., |
4 v —3V2x' + Py

In diesen Koordinaten lautet die Gleichung der Quadrik g(x, y) = 0 nun:

0=q'(,y) =30 +(y)* = (V21 + V2y') = (V2x' + V2y) -2
=3+ (y)* —2V2y -2
=30 +(y — V2)* - 4.

Wir nehmen nun eine weitere Koordinatentransformation vor: x”” = x’, y”" =
¥ — V2. In diesen Koordinaten lautet die Gleichung der Quadrik: () +
1(y")* = 1bzw.

(x//)2 . (y/')z _

Gvay 2%

Sie hat also eine Normalform, die wir in der Liste aus Beispiel |25.10 finden:
Die Quadrik g(x, y) = 0 ist demnach eine Ellipse. Um diese Ellipse auch in
ihren urspriinglichen Koordinaten zeichnen zu kénnen, driicken wir nun die
neuen Koordinaten x” und y”” in den alten Koordinaten x und y aus:

o)=s(i)=slv T va) = (¥ wa)= 5 (3)
()< (2E )0, (0
(y”) (%«/Ewi](y) («/5)

Abbildung zeigt die Ellipse sowohl in den neuen Koordinaten x” und
y”’, als auch in den alten Koordinaten x und y.

1.

y'A

Abbildung 25.4. Eine Ellipse in neuen und in alten Koordinaten.
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Bemerkung/Definition 25.12. Quadriken in der Ebene heiffen auch Kegel-
schnitte, weil sie durch den Schnitt eines Kegels mit einer Ebene entstehen.
Dies wusste bereits Apollonius von Perge (262 - 190 v.Chr.). Abbildung[25.5
zeigt den Kegel mit Gleichung K : x* + 1> = z? und einige Schnitte. Einsetzen

Abbildung 25.5. Einige Schnitte eines Kegels.

von z = r in K zeigt beispielsweise sofort, dass ein Schnitt mit der Ebene z = r
einen Kreis mit Radius r aus K ausschneidet. Eine Hyperbel erhilt man durch
Schnitt mit y = r. Der Leser kann sich leicht selbst {iberlegen, wie man die
weiteren Kegelschnitte erhalt.

Bemerkung 25.13 (Brennpunkte von Ellipsen). Kegelschnitte haben viele
interessante Eigenschaften. Beispielsweise haben Ellipsen zwei sogenannte
Brennpunkte (s. Abb.[25.6): Ein Lichtstrahl, der von einem der beiden Brenn-
punkte in eine beliebige Richtung ausgesendet wird, wird an der Ellipse so
reflektiert, dass er durch den anderen Brennpunkt lduft. Die entsprechende

y A

Abbildung 25.6. Die Brennpunktseigenschaft von Ellipsen.

Eigenschaft im Dreidimensionalen wurde beispielsweise in einigen Burgen
benutzt, um Besucher, die eine heimliche Unterredung fithren wollten, abzu-
horen: Bei einer Decke, die Ellipsoidenform hat, muss man nur die Besucher
in den einen Brennpunkt stellen und im anderen Brennpunkt stehen, um der
Unterhaltung zu lauschen, auch wenn sie fliisternd von statten geht.



Problem:
Skizze fehlt:
fig:ParabelBrennpunkt!
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Tatsachlich nutzt man die Brennpunktseigenschaft auch heute aus, insbeson-
dere in der Variante fiir Parabeln. Diese haben ndmlich nur einen Brennpunkt,
siehe Abb.[25.7] Ein Parabolspiegel, der die Form einer um ihre Symmetrie-

fig:ParabelBrennpunkt

Abbildung 25.7. SKIZZE FEHLT!

achse rotierenden Parabel besitzt (genannt Paraboloid, sieche Abschnitt[25.3)
hat dann auch nur einen Brennpunkt. Platziert man in diesem den Ener-
gieumwandler bzw. Empfédnger, so ist es effizient moglich, Daten aus dem
All zu empfangen oder Strom aus Sonnenenergie zu gewinnen.

Fiir viele weitere Eigenschaften von Quadriken und anderen geometrischen
Objekten ist [HCV32] ein sehr lesenswertes Buch.

Beweis (des Satzes|25.8/zur Klassifikation der Quadriken im R"). Nach dem Satz
tiber die Hauptachsentransformation 45 € SO(n), so dass

M0
stAs=| - |=D
0 A,

Ist k die Anzahl der positiven Eigenwerte, m = rang A, dann konnen wir also
ohne Beschriankung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) annehmen, dass

1
ol 0
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fiir gewisse a; € R.g. Beziiglich der Koordinaten y € IR” mit
x =S5y

schreibt sich g(x) = x* Ax + b' x + ¢ nun:

k m n
=35 5 G Yo
i=1 i j=k+1 ] I=1

fiir gewisse by (genauer: bt = b'S). Also ist die erweiterte Matrix beziiglich
der y—Koordinaten von der Gestalt:

b bu (b . by
¢ 13 2 |72 2
o | L
2 &
1
ag
1 0
2
Tt
by _1
2 2
bm+1
2
: 0 0
by,
2

Wir mochten g auf noch schénere Form bringen. Dies erreichen wir durch die

Translationen:

- bt e 1,2,k

P =

yi + ’1‘2 ieltk+1,...,m)

7

g hat dann die Gestalt (d.h. die linearen Terme b;§; sind fir [ < m nicht

vorhanden):
~2 n

- Yi - Y AP
A=), 52, 3+ ), hu+e
i=1 i j=k+1 7j l=m+l

Die erweiterte Matrix sieht jetzt also folgendermafien aus:
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~ EWH’ ~P1
| 0 |k
0] . 0
EnHl
2
S0 0
77!
Sind alle b1 = --- = b, = 0 und & = 0 so sind wir in Fall (a).
Ist aber b = -+~ = b, = 0,¢ £ 0, so liefert Division durch & den Fall (b).

Ist schlieBlich (Byi1,...,0.) # (0,...,0), so kénnen wir neue Koordinaten
Y w1+, Yy einfithren, so dass

Z Blgl = b:n+1y,m+1'

I=m+1

Translation (um ¢ auf null zu bringen) und Division durch b/, liefert dann
den Fall (c). |

25.3 Klassifikation von Quadriken im Fall n = 3

Im Fall n = 3, d.h. im R?, haben wir also eine Quadrik:

1
q(x,v,z) = (1 x1 x2 x3) A - zi ,

X3

wobei die erweiterte Matrix A zu A = (a;j) symmetrisch ist und die Form hat:

bbb
2 2 2

ain a2 d13
an1 A2 023
az1 azp az3

S
I
NSNS VIR

Wir schreiben: m = rang A, 1 = rangA. Damit gibt es die folgenden Fille
(bei den Graphiken ist das Koordinatensystem haufig etwas gedreht, damit
man die Geometrie der Quadrik besser erkennen kann; unendlich grofle
Oberfldchen sind mit einer Kugel abgeschnitten):

1) m = 3,1 = 4,k = 3, ein Ellipsoid (Abb.[25.8):
2 2 g2
—12 + —i + —i =1
ar & o
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Abbildung 25.8. Ein Ellipsoid.

2) m =3 =11,k = 2, ein Kegel (auch Doppelkegel genannt, s. Abb.25.9):

X

2
X3

2
2

24229
2

[0%

2
az

Abbildung 25.9. Ein Kegel.

3) m = 3,m = 4,k = 1,2, Hyperboloiden (Abb. [25.10): Ein einschaliger
Hyperboloid ist durch

S

a G o

=1

gegeben (k = 2). Einen zweischaligen Hyperboloiden erhdlt man durch
Anderung des Vorzeichens auf der rechten Seite (bzw. durch k = 1):

2
2

2 2 2 2
a; ay A ap ay o«

2 2
xl X x3

Die beiden Hyperboloiden entstehen auch als Deformation des Kegels,
indem die a; immer grofier gewdhlt werden oder dquivalent auf der
rechten Seite statt der 1 ein ¢ immer ndher an 0 gewihlt wird (Abb.

25.11):
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Abbildung 25.10. Ein— und zweischaliger Hyperboloid.

»—nQN | »—IRN
H
NQN | NRN
|
wgm | %19
1
M

Abbildung 25.11. Hyperboloiden als Deformationen des Kegels: links der ein—, rechts
der zweischalige und in der Mitte beide Deformationen gemeinsam.

4) m = 2,1 = 4, Paraboloide (Abb.|25.12):
Es gibt den elliptischen Paraboloiden (k = 2),
X2 xd

—+ = =213
2 2 ’
al a3

=N

und den hyperbolischen Paraboloiden (k = 1):

= X3.

|
NQM | NRN

5) Allgemein nennt man jede Quadrik, deren Normalform nur von zwei
Variablen abhéngt, Zylinder.

m = 2,11 = 3: Hier (Abb.[25.13) erhalten wir einen elliptischen Zylinder
(k = 2) und einen hyperbolischen Zylinder (k = 1):
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D

Abbildung 25.12. Ein elliptischer und ein hyperbolischer Paraboloid.

=1

HQN | >—‘><N
H
NQN | NRN

Ist beim elliptischen speziell a; = a, so nennt man diesen auch Kreiszy-

linder.

Abbildung 25.13. Elliptischer und hyperbolischer Zylinder.

m = 1,7 = 3: Offenbar ist dies auch ein Zylinder, und zwar ein paraboli-
scher Zylinder (Abb.[25.14):

= X7.

»—-QN | HHN

m = 2,1 = 2: Nattirlich sind dies prinzipiell zwar auch Zylinder. Al-
lerdings sind sie so speziell, dass man sie {iblicherweise nicht als solche
bezeichnet.

Fiir k = 1 erhalten wir namlich

2 2
5 8,
- 7

0(2 2
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Abbildung 25.14. Ein parabolischer Zylinder.

Abbildung 25.15. Zwei Ebenen.

was (wegen einer binomischen Formel) in zwei lineare Faktoren, d.h. in
zwei Ebenen, zerfillt.

Fiir k = 2 ergibt sich

N5
2 20
@ X

was genau von den Punkten (0,0, x3) € R3 mit x3 € R beliebig, erfiillt
wird. Geometrisch erhalten wir also eine Gerade (Abb. 25.16), namlich
die x3—Achse.

Abbildung 25.16. Eine Gerade im IR® als Quadrik.
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6) Selbstverstandlich gibt es noch einige weitere Félle. Beispielsweise ist es
uns moglich, auch die leere Menge oder einen Punkt als Quadrik im R®
erhalten. Diese Fille wird der Leser ohne Miihe angeben kénnen.

Bemerkung 25.14 (Echtzeit-Visualisierung algebraischer Flichen). Lasst
man, statt wie bei Quadriken, auch Polynome hoheren Grades in drei Va-
riablen zu, so heilen deren Nullstellenmengen im R? algebraische Flichen.
Deren Visualisierung ist in letzter Zeit auf dem Grenzgebiet zwischen Mathe-
matik und Informatik sehr aktuell, da dies durch Verwendung von schnellen
Graphikkarten in Echtzeit moglich ist. Leider ist noch keines der existieren-
den Programme zufriedenstellend in der Hinsicht, dass es sowohl schnell
genug ist als auch korrekte Ergebnisse liefert.

Das Studium der Probleme, die hierbei auftreten, als auch die Entwicklung
geeigneter Algorithmen und Software ist einer der Forschungsschwerpunk-
te des Autors Oliver Labs. Nattirlich konnen daher auf diesem Gebiet sehr
viele interessante und motivierende Bachelor- und Master—Arbeits—Projekte
(grofitenteils mit einem relevanten Programmier—Anteil) vergeben werden,
die — nicht wie so viele andere — in der Schublade versinken und nie wie-
der betrachtet werden, sondern deren Ergebnisse tatsdchlich von Geometern
weltweit benutzt werden.

Beispielsweise ist die von Oliver Labs entwickelte Software surfex (sie-
he http://www.surfex.AlgebraicSurface.net), auch, wenn sie noch nicht
in Version 1.0 existiert, trotzdem eines der auf diesem Gebiet von alge-
braischen Geometern meist genutzten Programme. Die Software surfer
(http://www.surfer.Imaginary2008.de), die eine noch einfachere Benut-
zerschnittstelle bereit stellt und die von Oliver Labs gemeinsam mit dem
Mathematischen Forschungsinstitut Oberwolfach fiir die Wanderausstellung
Imaginary (http://www.Imaginary2008.de) entwickelt wurde, ist unter allen
bekannten Betriebssystemen einfach zu installieren. Sie ermoglicht es insbe-
sondere, die hier vorgestellten Graphiken ohne grofien Aufwand selbst zu
erzeugen.

surfer und surfex benutzen im Hintergrund das Programm surf, das wie-
derum auf der Visualisierungs-Technik des Raytracings basiert (s. dazu z.B.
http://de.wikipedia.org/wiki/Raytracing). Da hierbei einfach endlich
viele Strahlen von einem virtuellen Auge ausgesandt werden, wird es selbst-
verstdandlich vorkommen, dass besonders kleine oder diinne Objekte, wie z.B.
eine Gerade, meist gar nicht von diesen Strahlen getroffen werden und daher
im Bild (unkorrekterweise) weggelassen werden. Fiir das Bild der Gerade
in der obigen Liste (Abb. haben wird daher ein wenig geschummelt
und statt dessen die Gleichung eines diinnen Kreiszylinders visualisiert. Sol-
che und verwandte Probleme demnéchst automatisiert und in Echtzeit 16sen
zu konnen, ist Aufgabe der aktuellen Forschung auf diesem Gebiet. Wie
oben schon erwdhnt, konnen hierzu in unserer Arbeitsgruppe interessante
Abschluss—Arbeitsthemen vergeben werden.


http://www.surfex.AlgebraicSurface.net
http://www.surfer.Imaginary2008.de
http://www.Imaginary2008.de
http://de.wikipedia.org/wiki/Raytracing
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25.4 Typen von Quadriken

Mit der Hauptachsentransformation und einigen weiteren Koordinaten—
Anderungen kann man, wie wir gesehen haben, die Normalform fiir jede
Quadrik bestimmen.

Manchmal interessiert man sich aber nur fiir den Typ einer Quadrik, d.h.
fiir die Normalform, wenn man auch Streckungen und Stauchungen in den
Koordinaten erlaubt, so dass also alle a; im Klassifikationssatz = 1 gewahlt
werden konnen.

Dies kann man oft wesentlich einfacher erreichen, insbesondere ohne das
Berechnen der Eigenwerte und —vektoren. Betrachten wir dazu das Beispiel
25.11|von oben noch einmal:

g, y)=x*—xy+y* —x-y—-1=0.
Mit quadratischer Erganzung konnen wir zunédchst den gemischen Term —xy
eleminieren: . .
_ 2 2, .2
gy =(x=3y) - ¥+ ¥ -x-y-1.

}Iyz miissen wir wieder abziehen, da wir den Fehler, den wir beim Ersetzen

von x* durch (x — 1y)* gemacht haben, wieder beheben miissen. Fithren wir
nun neue Koordinaten ein,

i—x—l iy =
= 2% Y=Y

so erhalten wir, da dann x = ¥ + 1y ist, und da wir weiter mit quadratischer
Ergénzung die linearen Terme eliminieren konnen:

dy) = P4 3P -5 31
=x2—x+2(g2—zg)—1
1\2 1 3/
=(x-5) -g+30-1)-1-1
:x/2+i IZ_Z,

wennwirx’ = ¥—1 und y’ = j—1als neue Koordinaten wahlen. x>+ 3y2 -3 =

0 beschreibt offenbar eine Ellipse.

Doch warum bedeutet dieses, dass die Ursprungsquadrik in den Koordinaten
x,y ebenfalls eine Ellipse ist? Im Gegensatz zu den im Klassifikationssatz
erlauten Koordinatentransformationen, die durch eine orthogonale Matrix
gegeben sind, haben wir hier andere lineare Koordinatentransformationen
vorgenommen.
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Man miisste nun beweisen, dass tatsdchlich eine Abbildung x +— Ax + ¢
mit A € GL(2,R), t € R?, eine Quadrik eines bestimmen Typs wieder auf
eine des gleichen Typs abbildet. In einer Geometrie-Vorlesung wiirde man
dies selbstverstandlich durchfiihren, da es nicht sehr schwierig ist, doch hier
koénnen wir aus Zeitgriinden nicht weiter darauf eingehen.

Wir mochten hier nur noch einmal auf das obige Beispiel zurtickkommen.
Wir erhalten schlieSlich eine Ellipse, was beweist, dass die urspriingliche
Quadrik ebenfalls vom Typ Ellipse war. Allerdings ist Kreis kein Typ einer
Quadrik im obigen Sinn, denn eine Verdnderung der a; macht aus einem Kreis
ja eine Ellipse. Aufierdem lassen allgemeine Koordinatentransformationen
(mit A € GL(n, R), nicht unbedingt in SO(r1)) Abstdnde nicht unbedingt fest,
so dass nattirlich dabei problemlos aus einem Kreis eine Ellipse werden kann,
die kein Kreis ist, und umgekehrt.

Aufgaben

Aufgabe 25.1 (Kegelschnitte). Stellen Sie fest, zu welchem Typ die folgenden
Kegelschnitte (d.h. Quadriken in der Ebene R?, in zwei Variablen) gehoren
und zeichnen Sie diese, gemeinsam mit ihren Hauptachsen, jeweils in ein
Koordinatensystem ein:

1. —8x% + 12xy —6x + 8y> — 18y + 8 =0,
2.5x% = 8xy+2x+ 5y +2y+1=0.

Aufgabe 25.2 (Quadriken im RR?). Stellen Sie fest, zu welchem Typ die fol-
gende Quadrik im R® gehort und zeichnen Sie sie, gemeinsam mit ihren
Hauptachsen, in ein Koordinatensystem ein:

2x% +2xy + 2% = 2xz + 222 = 2yz — 1 = 0.
Aufgabe 25.3 (Geraden auf Quadriken).

1. Zeigen Sie, dass auf einem einschaligen Hyperboloid sowie auf einem
hyperbolischen Paraboloid zwei Scharen von oo vielen Geraden liegen
und dass diese die folgende Eigenschaft besitzen: Jede Gerade schneidet
zwar keine der Geraden der eigenen Schar, schneidet aber jede Gerade
der anderen Schar in genau einem Punkt.

2. Zeigen Sie, dass auf einem Ellipsoid und auf einem zweischaligen Hy-
perboloid keine Geraden liegen.

Aufgabe 25.4 (Drei Windschiefe Geraden definieren eine Quadrik).

genaue Referenz an-

geben!
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Es seien 3 paarweise windschiefe Geraden Iy, I, l; im R® gegeben. Zeigen
Sie: Es gibt genau eine Quadrik, die diese 3 Geraden enthdlt; diese ist ein
einschaliges Hyperboloid oder ein hyperbolischer Paraboloid. Wie erhalt
man alle Geraden aus den gegebenen dreien geometrisch?

Hinweise: Zur Existenz der Quadrik kann man ausnutzen, dass der Raum
R[x, v, z]<» der Quadriken im R® 10-dimensional ist. Wie viele lineare Be-
dingungen an die Koeffizienten einer Quadrik sind es, eine vorgegebene
Gerade zu enthalten?

Um alle Geraden zu finden, betrachten Sie zunéchst eine Ebene E, die von
I; und einem Punkt p € I, aufgespannt wird. E schneidet /3 in einem Punkt
g. Nun geht durch p und g eine Gerade. In wievielen Punkten kann eine
Gerade eine Quadrik im R® maximal schneiden, ohne in ihr zu liegen?

. Es seien 4 paarweise windschiefe Geraden im R® gegeben. Zeigen Sie:

Es gibt entweder 0, 1, 2 oder oo viele Geraden im R3, die alle 4 Geraden
schneiden.
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Skalarprodukte

Im Kapitel 25/ iiber die Hauptachsentransformation haben wir einige Resul-
tate unbewiesen benutzt, um zunichst die Geometrie — insbesondere der
Quadriken — zu betonen. Hier werden diese schon benutzten Ergebnisse ge-
zeigt und einige verwandte wichtige Begriffe eingefiihrt: Im ersten Abschnitt
tiber hermitesche Skalarprodukte werden wir (in einer allgemeineren Situa-
tion) nachweisen, dass reelle symmetrische Matrizen tatsdchlich nur reelle
Eigenwerte besitzen. Nach Ausfiihrungen iiber allgemeinere Skalarproduk-
te und deren Beziehung zum Vorzeichen von reellen Eigenwerten sowie zu
Normen werden wir im Abschnitt tiber Orthonormalisierung schliefllich das
Gram-Schmidt—Verfahren erkldren, mit Hilfe dessen wir die im Beweis zu
Satz[25.4 nicht geloste Frage kldren, wie wir eine Basis aus zueinander ortho-
gonal stehenden Vektoren der Lange 1 explizit produzieren knnen.

26.1 Das hermitesche Skalarprodukt

Die komplexen Zahlen sind zwar nicht unser Hauptanwendungsgebiet, doch
viele Phdnomene lassen sich mit ihrer Hilfe wesentlich besser und konzeptu-
eller verstehen als tiber den reellen Zahlen. Hierzu gehort die Frage nach der
Realitdt von Eigenwerten symmetrischer Matrizen, die sich im komplexen
Fall zu sogenannten hermiteschen Matrizen verallgemeinern, genauso wie
die Hauptachsentransformation symmetrischer Matrizen mit Hilfe orthogo-
naler Matrizen, die sich zu sogenannten unitiren Matrizen im Komplexen
verallgemeinern.

Wir betrachten also den Korper C der komplexen Zahlen (siehe auch Ab-
schnitt|7.1), bestehend aus Elementen der Form z = x + iy, wobei x,y € R
und i € C : # = —1. Die komplexe Konjugation eines solchen Elementes
z = x + iy € C ist definiert als die Abbildung (siehe auch Abb.[26.1):

Vorlesung vom:
15. Juli 2009

Qualitétsstand:
erste Version
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TC—>C z=x+iyzi=x—1Y.

A
I
1_ 2
—7=0+1 l—é; z=a+ib
__________ T
-1+0-i=-1 | 1=14+0i a «x
_p .

Abbildung 26.1. Die komplexe Konjugation.

Definition 26.1. Das hermitesche Skalarprodukt auf C" ist durch

n

(z,w) := Zz_jwj, z,w e C",
j=1

definiert, d.h. (z,w) = z"' w.
Proposition 26.2 (Eigenschaften des hermiteschen Skalarproduktes). Es
gilt:
1) Additivitit:
(z,0+w) =(z,0) +{(z,w)

(z+v,w) ={z,w)+ (v, w)

Yz, w,v e C".
2) Sesquilinearitit (d.h. (1 + })—fache Linearitiit):

(Az,w) = X(z, w)
(z, Aw) = Az, w)

YAeC,z,we C".
3) Hermitesch:

(w,z) ={z,w) VYz,weC"

insbesondere:
(z,z) e R VYzeC".



26.1 Das hermitesche Skalarprodukt 365

4) Positiv Definitheit:
(z,z) >0 VYzel"

und Gleichheit gilt nur fiir z = 0.

Beweis. Wir zeigen nur die letzte Eigenschaft, da die anderen nicht allzu
schwer nachzuweisen sind. Fiir z € C" schreiben wir dafiir z; = x;+iy;, xj, y; €
R. Damit ist z; - z; = (x; — iy;)(x + iyj) = sz. + y}z. und wir erhalten:

(z,z) = Z(x? + y]2-) >0
j=1

und Gleichheit gilt genau dann, wenn: x; = y; =0VYj & z=0. O

Die zugehorige Norm (auch: induzierte Norm) auf C” ist

llzll = V{(z,2).

Wie im Reellen Fall ist ein normierter Vektor z € C" einer mit ||z|| = 1. Fur
veCv+0,ist II_zH normiert. z und w heifsen senkrecht zueinander, wenn
(z,w) =0, in Zeichen z L w.

Definition 26.3. Eine Matrix A € C™" heifit hermitesch, wenn
(Az,w) = {z, Aw) Vz,we C".
Bemerkung 26.4. Da (z,w) =zt -wund da Az'-w = Z' At w, ist
Az w = (Az,w) = (z, Aw) = 7' Aw

genau dann erfiillt, wenn A' = A gilt. Insbesondere sind die Diagonalein-
trage ax einer hermiteschen Matrix A = (ay;) reell und a; = aj. Jede reelle
symmetrische Matrix ist offenbar auch hermitesch.

Satz 26.5. Die Eigenwerte einer hermitischen Matrix sind alle reell.

Beweis. Sei A = Atund v € C"\ {0} ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A,
also A-v = A -v. Dann gilt:

Ao, v) = (v, Av) = (v, Av) = (Av,v) = (Av, V) = X(U, ).
Dies zeigt: (A — A)(0,0) =0 = A=A, dh. A e R. o

Als direktes Korollar erhalten wir Satz|25.3 iiber die Realitdt der Eigenwerte
von symmetrischen Matrizen. Nun zur Verallgemeinerung der Hauptach-
sentransformation symmetrischer Matrizen durch orthogonale auf jene her-
mitescher durch sogenannte unitire Matrizen:
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Proposition/Definition 26.6. Eine Matrix S € GL(n, C) heifit unitdr, wenn
StS=E.
Mit
U(n) = {S e GL(1,C) | S*-S =}

bezeichnen wir die unitire Gruppe. Die Gruppe SU(n) der speziellen unitiren
Matrizen ist:
SUn) :={S c U(n) | detS = 1}.

Beweis. Wir miissen nachrechnen, dass U(n) und SU(n) tatsichlich Gruppen sind.
Wir zeigen nur die Abgeschlossenheit der Multiplikation in U(n): Seien S, T € U(n).

Nach Definition gilt: StS = E, T'T = E, also S = Stund T' = Tt =
(ST)t«(ST) = (S'T) - (ST) = (TtSY) - (ST)=T'-E-T =E. o

Inzwischen haben wir schon einige Matrixgruppen kennengelernt. GL(n, K),

SL(n,K) := {A € GL(n,K) | detA = 1}, SO(1) = SL(n,R) N GL(1,IR) C O(n) C
GL(n,R), SU(n) € U(n) € GL(1, C).

Beispiel 26.7. Die eindimensionale unitiare Gruppe
U ={rec| =1}

ist einfach zu verstehen: Da AA = AP ist U(1) = {/\ eC | Al = 1}. Sie besteht
also aus allen komplexen Zahlen auf dem Einheitskreis.

Bemerkung 26.8. Eine Matrix S = (vy,...,v,) € GL(#n, C) ist genau dann uni-
tdr, wenn die Spaltenvektoren v, ..., v, normiert sind und zueinander senk-
recht stehen.

Beweis. Es gilt: S-S = (Tr ' O)ket,m, =1, O

Damit konnen wir das komplexe Analogon zur Hauptachsentransformation
formulieren:

Satz 26.9. Sei A € C'™" eine hermitesche Matrix. Dann existiert eine unitire Matrix
S € U(n), so dass

A0
StAS=| . mit A; € R.
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Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis der Hauptachsentransformation
fur symmetrische Matrizen A € R"™" (Satz[25.4).

Sei A € C ein Eigenwert von A. Nach Satz ist A € R. Sei v ein Eigen-
vektor zu A; ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, dass ||| = 1. Nun
betrachten wir:

vr=W={weC"|{(v,w)=0}=C",

da (v, w) = 0 eine Ursprungs-Hyperebene im C" definiert. Dann gilt fiir alle
weW:
(Aw, v) = (w, Av) = (w, Av) = Mw,v) =0,

d.h. wie im Reellen ist Al tatsdchlich eine Abbildung in W, also Alw: W —
W. Mit Induktion existiert eine Basis v»,...,v, von W aus normierten zuein-
ander senkrechten Eigenvektoren von A. Wir setzen S := (v, ...,v,); damit
gilt:

M 0
SYAS = SYAvy, Avy, ..., Avy) = SY Ao, ..., Ay0y,) = ,

dav_ktvl = - O

26.2 Abstrakte Skalarprodukte

Bisher haben wir uns auf das Standard—Skalarprodukt im Reellen (siehe ins-
besondere Abschnitt(17.2) und das hermitesche Skalarprodukt im Komple-
xen, das wir im vorigen Abschnitt(26.1 betrachtet haben, beschréankt. Viele
der Eigenschaften dieser beiden Skalarprodukte konnen wir auch in einen
allgemeineren Kontext bringen und so auch Begriffe wir Orthogonalitét in
anderen Rdumen definieren. Dies hat sehr interessante Anwendungen in vie-
len Bereichen der Mathematik. Beispielsweise konnen wir definieren, wann
zwei stetige Funktionen auf einem Intervall (dies findet insbesondere in der
Nummerik Anwendung) oder zwei Dichten (dazu kommen wir in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung im ndchsten Semester) senkrecht zueinander stehen.

Im Folgenden bezeichnet K entweder den Koérper R oder C.

Definition 26.10. V sei ein K-Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf V ist eine
Abbildung
Gy VXV oK, (v,w)e (v,w)

mit folgenden Eigenschaften:
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1) Additivitit:
(01 + 02, w) = (v1, W) + vz, W)
(v, w1 + wy) = (v, w1) + (v, wa)
Yo, w, vy, v, w1, wp € K",
2) Sesquilinearitit (d.h. (1 + )—fache Linearitiit):
(Av,w) = Xo, w)
(v, Aw) = A, w)

YAeK VYo,welV.
3) Hermitesch:

(v,w) ={w,v) Yo,weV.
4) Positiv Definitheit:
(v,v) >0 und <(v,v)=0&0v=0
YoeV.

Fiir ein Skalarprodukt {.,.) heif$t die Abbildung

V = Ry, v |[o]] := (v,0)

die zugehorige Norm.

Beispiel 26.11. 1. R" bzw. C", versehen mit dem Standardskalarprodukt
bzw. dem hermiteschen Skalarprodukt.

2. Der Raum
V =C°[a,b] ={f: [a,b] = R| fiststetig}

der stetigen Funktionen (s. Kapitel[8), versehen mit dem Skalarprodukt

b
f,g) = f Fhg() dt.

Additivitdt, Sesquilinearitdt und Hermitsch sind offenbar erfiillt wegen
der Linearitdt des Integrals und weil komplexe Konjugation auf reellen
Zahlen keine Auswirkungen hat. Um zu erkennen, dass die Formel tat-
sdchlich ein Skalarprodukt definiert, miissen wir als noch die positive
Definitheit einsehen. Offenbar gilt:

b
o f) = f R dt > 0.
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fig:StetigInt

Abbildung 26.2. SKIZZE FEHLT!

Ist f £ 0, d.h. f ist nicht die konstante Nullfunktion, dann 3ty € (a,b) :
f(to) # 0, also wegen der Stetigkeit (s. Abb. 26.2) ¢ > 0, 6 > 0 mit
[f(t)] > & Vt mit |t — to| < 0. Es folgt:

b to+0
f|f(t)|2 dat > f& dt =262 > 0.
a to—06

. Die komplexe Variante davon ist:

b
V={f:lab] > C| fstetig), (f,9) = f F(Dg(t) dt.

. Sei @ eine Dichte, d.h.: ¢: [4,b] — R ist strikt positiv und stiickwei-

se stetig. Auf dem Vektorraum aller Dichten konnen wir das folgende
Skalarprodukt nutzen:

b
(f, 8 = f FDgbp(t) dt.

. Sei V = K" endlich-dimensional und

(,):VxV->K

ein Skalarprodukt. Die Einheitsvektoren von V bezeichnen wir wie tiblich
mit: ¢, € K". Wir setzen:

axj = {ex, ej) = {ej,ex) = Aj.

Sei A = (aj). Dann ist A offenbar hermitesch. Die so definierte Matrix
A bestimmt das Skalarprodukt schon eindeutig: Zwei beliebige Vektoren

Vorlesung vom:
17. Juli 2009

Qualitatsstand:

erste Version
Problem:

noch erkliren: Die-
ses Skalarprodukt
als stetige Variante
des Standard-
Skalarproduktes auf
R", mit Bild!
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n n

z,w € K" schreiben sich namlich z = ) zer, w = Y wie; fiir gewisse
k=1 j=1

z, w;j € Kund es gilt:

n n

n n
(z,w) = Z Z(zkek, wiej) = Zz_k wja =z"-Aw.

k=1 j=1 k=1 =1

Ist umgekehrt A € K" eine beliebige hermitesche Matrix, so definiert
sie vermoge
(z,w)s =z Aw

ein Skalarprodukt zur hermiteschen Matrix A auf K" genau dann, wenn
alle Eigenwerte von A strikt positiv sind: Ist ndmlich v ein Eigenvektor
von A zum Eigenwert A, so gilt: (v,0)4 = v'Av = 9' Av = Av'v. Aber:
AMto>0e A>0,davto>0.

Auf einem Vektorraum, der ein solches Skalarprodukt besitzt, konnen wir
explizit Basen konstruieren, so dass deren Vektoren paarweise senkrecht auf-

einander stehen und normiert sind:

Beispiel 26.12. Wir betrachten den Untervektorraum

1) (1
u={21,[3)cr®
(2112

und mochten eine Basis von U finden, deren Elemente orthogonal zueinander
stehen, d.h. wir suchen z.B. v = a(1,2, 1)t +b(1, 3,0)! mit

0=(1,2,1)v=0;+20p +v3 = (a+b)+2-(2a+3b) +a=6a+7b.

Offenbar diirfen wir einen der Koeffizienten frei wahlen (nur b = 0 ist nattir-
lich nicht erlaubt), z.B.a =t € R, d.h.b = —gt, um eine Losung v zu erhalten.
Dies sollte uns nicht wundern, da nattirlich mit v auch jeder Vektor s - v mit
s # 0 eine Losung ist.

Dies geht allerdings auch wesentlich einfacher mit folgendem Verfahren:

Satz 26.13 (Gram-Schmidt—Verfahren). Sei V ein K-Vektorraum mit Skalar-
produkt und wy, ..., w, eine Familie von linear unabhingigen Vektoren (also insbe-
sondere: dim{w,...,wry = kVYk = 1,...,n). Dann existieren Vektoren vy,...,v,
in V mit (v;,v;) = 0;; fiiri,j € {1,2,...,n}, so dass:

(01,..., 00 =wy, ..., wxy flirk=1,...,n

Beweis. Wir gehen induktiv vor:
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w1
llo I

2. Sind vy, ..., vr_1 schon definiert, dann setzen wir:

1. Zunachst wihlen wir vy := Dann ist v; normiert und (v1) = (wy).

k=1
U = Wy — Z(Uj, wk>v]-.
j=1

Dafiir gilt:

k-1

(o) = o, w0 = ) (@ w,0) =0, 1=1,2,... k-1,
j=1

also: uy L {vy,...,0—yund u, # 0, dawy € (v1,...,01) = (W1, ..., Wk_1).

3. Dann setzen wir he
Ok = ’
[kl
so dass vy, ..., 7, ein sogenanntes Orthonormalsystem (siehe auch Def.
26.24) ist. Aufierdem gilt: (wy, ..., wx) = (v1,..., V).

O

Dieser Satz liefert also die Bestitigung, dass wir die im Beweis zur Haupt-
achsentransformation (Satz/25.4) notige Basis aus orthogonal zueinander ste-
henden normierten Vektoren tatsdchlich explizit konstruieren kénnen. Ein
Beispiel in einer hoheren Dimension, so dass man nicht einfach durch kurzes
Uberlegen direkt eine Basis hinschreiben kann:

Beispiel 26.14. Wir betrachten V = R* mit dem Standard-Skalarprodukt und
der Basis:

1 1 1 1
1 1 -1 0
wy = 1 , W = 0 , W3 = 1 , Wy = 0
1 0 -1 0

Um eine sogenannte Orthonormalbasis (siehe auch Def. 26.24) daraus zu
machen, miissen wir nach dem Gram-Schmidt—Verfahren setzen:

o =Zw =| 2|, da2= Va=]w].

N= NI= N= N=

Damit kdnnen wir nun v, berechnen:
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1 1
1 2 2
1 1 1 ,
- - 2 || 2 - -
uz—wg—(vl,w2>-vl— 0 -1 1= 1 ,alSOT)z———Mz.
> -3 [[oa2]|
0 1 _1
2 2
Der dritte Vektor v3 ergibt sich daraus folgendermafien:
1
2
1
— 1 _ 4 _ |72
Uz = w3 — (01, w3)v1 — (V2, W3)vy, also v3 = —— = ]
hall ~ |
_1
2

Schliefllich finden wir fiir 14

Uy = Wy — (U1, Wa)v1 — (U2, W4 )V3 — (U3, W4)V3

1 1 1
1 2 2 2
1 1 1
|0 Iz Iz 1|-3
10 1 1 1
2 2 2 2 2 2
0 1 1 _1
2 2 2
1
4
_1
_ 4
= 1l
4
1
4
also:
1
2
1
_ W |72
SRR TPPNTERN |
[l224]] —5
1
2

Die Matrix der Spaltenvektoren ist demnach:

(01 02 V3 04) =

N =
O S gy

1111
1 1-1-1
1.1 1.1|€50(4)cGLER).
1-1-1 1

Leider muss man feststellen, dass — im Gegensatz zum obigen Beispiel — bei
diesem Verfahren wegen der Normierung meist Quadratwurzeln auftreten,
die Berechnungen mit Papier und Bleistift etwas anstrengend machen. Aufier
einigen kleinen Rechnungen zum vertiefenden Verstindnis wird man daher
zur praktischen Durchfiihrung meist einen Computer verwenden.
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26.3 Das Hurwitz—Kriterium

In Beispiel26.11/5 haben wir gesehen, dass genau solche hermiteschen Matri-
zen ein Skalarprodukt definieren, die nur strikt positive Eigenwerte besitzen.
Wir untersuchen nun, welche hermiteschen Matrizen diese besondere Eigen-
schaft erfiillen.

Es gibt auflerdem noch weitere gute Motivationen, dieses Problem zu studie-
ren. Solche Fragen sind ndmlich zentral bei der Untersuchung von Funktio-
nen im Mehrdimensionalen, die wir im nichsten Semester betrachten wer-
den: In Analogie zur Kurvendiskussion in einer reellen Variablen (siehe Ka-
pitel[10), in der ein Punkt mit verschwindender erster und positiver zweiter
Ableitung ein Minimum darstellt, ist im Mehrdimensionalen Fall ein Punkt
ein Minimum, wenn dort die erste Ableitung verschwindet und die Determi-
nante der sogenannten Hesse-Matrix nur strikt positive Eigenwerte besitzt.

Abbildung 26.3. Eine reelle Funktion im Mehrdimensionalen mit einem Maximum
und einem Sattelpunkt. Eine Unterscheidung zwischen Minimum, Maximum, etc.
liefert hier die positive bzw. negative Definitheit einer geeigneten Matrix.

Proposition/Definition 26.15. Eine hermitesche (oder symmetrische) Matrix A €
K™ heift positiv definit (in Zeichen: A > 0), wenn folgende dquivalente Bedin-
gungen erfiillt sind:

1) Alle Eigenwerte von A sind strikt positiv.

2)z'Az>0 VzeK"\ ({0}

3) Durch
(z,w)a =z Aw

wird ein Skalarprodukt auf K" definiert.

Beweis. Wir miissen die Aquivalenz der drei Aussagen zeigen:
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2) & 3) Zuniachst ist 3) = 2) klar, weil 2) eine Teilaussage von 3) ist. Fiir
die andere Richtung ist nur die hermitesche Eigenschaft nicht selbstver-

standlich. Dies folgt aber aus A' = A &= A' = A:

(w,2)4 = W (Az) = (2 AW = 2 AT = (2 Aw) = (2, w)a.

3) = 1) Sei A ein Eigenwert, v € K" ein zugehoriger Eigenvektor. Dann gilt:
0 < (v,0)4 =04 (Av) =0 (Av) = AT'o,

also: A >0,davtv > 0.

1) = 2) Nach Satz[26.9 und Satz[24.4 existiert eine Basis von K" aus nor-
mierten Eigenvektoren von A, etwa v, ..., vy, die wir nach dem Gram-
Schmidt-Verfahren|26.13 auch orthogonal zueinander wéhlen konnen. In
dieser Basis konnen wir z € K" schreiben als

n

z:chvjio,

j=1
fiir gewisse c; € K. Damit gilt:

n n

24z = (L 9) A(Y o)

=1 k=1

n
= Z C_]'Ckv_]'t Akvk
jk=1
n
= Z C_]‘Ck/\kéjk, da ?J_jt O = 6]'k
k=1
n
=) lalPAc>0
k=1

da alle Ax > 0 und wenigstens ein ¢, # 0.

O

Satz 26.16 (Hurwitz—Kriterium). Eine hemitesche Matrix A € (ay;) € C™" ist
positiv definit genau dann, wenn simtliche oberen linken Minoren strikt positiv sind,
d.h. wenn:
ar ... Ak
det| : -.. ¢ [>0 Vk=1,2,...,n

aky ... Ak
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2-1 0
-1 2-11>0
0-1 2

nach dem Kriterium,da2 >0, 4-1=3>0, 8—-2-2=4>0.

Beispiel 26.17. Es gilt

A=

Beweis (des Hurwitz—Kriteriums (Satz 26.16)). Ist zundchst A > 0, dann sind
nach Definition auch alle Untermatritzen

an ... Ak
Ay = > 0.

ayl ... Ak
Bedingung 2) in|26.15]ist ndmlich auch fiir z = (z1,...,2,0, ..., 0)! erfiillt und
z1,...,z20AKz1, ..,z >0 (Z1,...,26,0,...,00A(z1, . . ., 2,0,...,0)t > 0.

Auch diese Untermatrizen haben also nur positive Eigenwerte. Aber die
Determinante det Ay ist das Produkt aller Eigenwerte der Matrix und somit
auch strikt positiv. Die Bedingung ist also notwendig.

Wir miissen noch zeigen, dass sie auch hinreichend ist. Dazu verwenden wir
Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist klar. Es bleibt also noch der Induktions-
schrittn —1 — n:

Nach Induktionsvoraussetzung ist:

a1 ... A1p-1
B=| = .. > 0.

Ap-11 -+« An-1,n-1

Da B ebenfalls hermitesch ist, existiert S € U(n — 1), so dass:

A 0
St'BS = . ,
0o A,

wobei 0 < A7,..., A’ | € R. Dann gilt:

5t0 S0\ _
N——
=5

fur gewisse b; € C,i = 1,2,...,n -1, c € C. Wir betrachten nun:
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103
1
T=| - : |eSLmO),
0 1
Es gilt, da A] € R:
Y 0
TYA'T = - =:D.
A/
n—-1
0 ¢
Da0 < detA = detA’ = detD, detT = detT*t = 1 und Ao A >0, folgt

¢ >0.Firw = (wy,..., w,)" # 0 gilt daher: W' Dw = yr! w? - AL+ wic’ > 0.
Insgesamt ergibt sich demnach:

0<w'Dw=w'T'S"A-S'Tw.
Nun ist aber S'T € GL(n,C), d.h. Vz # 0 dw # 0 mit z = STw, also:
zZ"A-z>0 Vz#0eK",
d.h. A ist positiv definit. |

26.4 Normen

Wir haben bereits in einigen Spezialfdllen Normen und damit Abstande defi-
niert (s. beispielsweise Definition|26.10) und einige ihrer Eigenschaften nach-
gewiesen; nun folgt die allgemeine Definition:

Definition 26.18. Sei V ein IK—Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Abbildung
IV —->R
mit folgenden Eigenschaften:
ol =0und ||| =0 v=0,
2) Aol = Al - |loll VA €K, YoeV,

3) (a-Ungleichung) |lv + wl| < [|vll + [lwl|| Yo,we V.

Beispiel 26.19. 1. Die euklidische Norm eines Skalarproduktes ist:

[0l := v{v,v).

Um zu sehen, dass dies auch wirklich eine Norm in obigem Sinn ist,
miissen wir noch die A-Ungleichung zeigen, da die anderen Bedingungen
offensichtlich erfiillt sind. Dies werden wir erst auf Seite[378 nach einigen
Vorbereitungen erledigen.
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2. Wir betrachten:
X1
V=R"'sx=|":
le
Dann ist die p-Norm, 1 < p < oo, definiert durch:

n

ey = () bel)

k=1

Die 2-Norm ist die euklidische Norm fiir das Standard-Skalarprodukt
auf R".

3. Die Maximum-Norm oder co-Norm auf R” ist definiert durch:

[Ixlleo := max{ x| |k=1,...,n}

4. Analog zu den p—/co-Normen auf R" definieren wir fiir den Funktionen-
raum V = C°[a, b]:

b 5
[Iflleo := SUP] Fl Al = (ﬁ FGl dt) .

x€la,b

Wir haben zwar in diesem Semester gar nicht erklart, was Konvergenz und
Cauchy-Folgen sind, méchten aber trotzdem kurz hierauf eingehen, da doch
viele der Horer im letzten Semester anwesend waren und da es hier sehr gut
passt:

Definition 26.20. Ein normierter Vektorraum ist ein IK—Vektorraum V zusam-
men mit einer Norm. Die Norm gibt uns den Begriff einer Cauchy—Folge (siehe dazu
Definition 5.17 bzw. den ganzen Abschnitt 5.5). Ein normierter Raum, in dem jede
Cauchy-Folge konvergiert (siehe Definition|7.8), heifit Banachraum.

Ein euklidischer Vektorraum (bzw. unitirer Vektorraum) ist ein endlich—
dimensionaler IK—Vektorraum V fiir K = R (bzw. K = C) zusammen mit einem
(hermiteschen) Skalarprodukt {.,.): VXV — K.

Im Falle eines, moglicherweise unendlich—dimensionalen, Vektorraumes mit Skalar-
produkt spricht man von einem Prid—Hilbertraum. Ein solcher heifSt Hilbertraum,
falls jede Cauchy—Folge konvergiert.

Beispiel 26.21. Jeder endlich-dimensionale normierte K—Vektorraum, K = R
oder C, ist nach dem Vollstandigkeitsaxiom (Satz|5.19) ein Banachraum.

Wie viele Aussagen iiber das Standard-Skalarprodukt, gilt auch die Cauchy-
Schwartz-Ungleichung (Satz[17.4) allgemeiner fiir beliebige Skalarprodukte.
Auch fiir unendliche-dimensionale Pra-Hilbertraume ist sie eines der zen-
tralen Hilfsmittel, um Konvergenz nachzuweisen (s. Beispiel|26.23):
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Satz 26.22 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sei (., .) ein Skalarprodukt auf
dem IKK-Vektorraum V. Dann gilt fiir x, y € V:

Gl < Il - M1yl
und Gleichheit gilt fiir x # 0 genau dann, wenn ein A € K mit y = Ax existiert.

Beweis. Der Beweis ist analog zu jenem fiir das Standard-Skalarprodukt aus
Satz|17.4: Fiir x = 0 € V ist nichts zu zeigen. Sei also x # 0. Wir setzen:

K> p:=(xx) = [Ix|? > 0,p=—x,y)ekK
Wir betrachten nun:
0 < (g + py, ox + py) = Lo, ) + figpdy, x) + Pulx, y) + [y, v)
= ¢ (K P =21 P + K0l Ky, ) ).

N——
>0 >0

Wir kénnen also durch u dividieren und erhalten, nach Ausrechnen des
Ausdrucks in Klammern:

212 - Iyl = K, I
Die Monotonie der Wurzel (Bemerkung|5.30) liefert nun die Ungleichung.
Gilt Gleichheit, dann gilt Gleichheit von Anfang an, d.h. px+uy =0 = y =

—(ﬁx = —Ax. O

Beweis (der n-Ungleichung aus Beispiel 26.19). Auch dieser Beweis ist wortlich
quasi identisch zu jenem fiir das Standard—Skalarprodukt (Proposition 17.5):
Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert:

lx+yl* = (x+y,x +y)
= Wl + (x, y) + Cx ) + Nyl
= Wl + 20¢x, vl + Nyl
< Il + 2llellyll + iyl
= (Ilxll + Iyl
Nun folgt, mit der Monotonie der Wurzel (Bemerkung/5.30):

[lx + yll < [lxl] + [[yl].
O

Zwar sind die Beweise fiir Cauchy-Schwartz und die Dreiecks-Ungleichung
so gut wie identisch zu jenen im R" bzgl. des Standard-Skalarprodukts.
Mit Hilfe der abstrakteren Versionen konnen wir aber auch interessantere
Beispiele studieren. Das Folgende ist eines der einfachsten Beispiele eines
Hilbertraumes:
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Beispiel 26.23. Der Raum /*(R) ist die Menge

P(R) = {(x,)ue relle Folge | Z bul? < oo,
n=0

Wir definieren darauf das Skalarprodukt:

(o]

@, ) = Y xayn

n=0

Zu zeigen ist, dass die Reihe konvergiert (absolut!). Die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung liefert:

N N N 1 N 1
Y eyl < Y bl tyal < (3 Feal)* () 1yaP)* < Il Dyl < oo.
n=0 n=0 n=0 n=0

Das Skalarprodukt (.,.): I*(R) x [*(R) — R ist also tatsdchlich wohldefiniert.

Wie schon angedeutet, ist [*(IR) sogar ein Hilbertraum. Um dies zu zeigen,

betrachten wir eine Cauchy-Folge (vi)ken, Uk = (xfik))neN € I’(R), von Vektoren
in ?(R),d.h.Ve >03N:

lor —vll<e VkI>N.
Nun folgt: () en bildet fiir jedes feste n eine Cauchyfolge, denn
W —xDP < llog — vl <€ VkI>N

Da in den reellen Zahlen jede Cauchy-Folge konvergiert (das ist gerade die
Aussage des Vollstandigkeitsaxioms, Satz|5.19), hat jede dieser Folgen einen
Grenzwert in den reellen Zahlen:

a7, eR:}}i_)r?oquk) = .

Weiter existiert daher § = (§ju)nen mit ]}im vx = i, so dass wirklich jede

Cauchy-Folge in I*(R) konvergiert.

26.5 Orthogonale Projektion

Wir haben bereits das Gram-Schmidt-Verfahren zur expliziten Konstruktion
von Basen, deren Elemente normiert und paarweise orthogonal zueinander
sind, kennen gelernt. Dies werden wir nun verwenden, um die geometrische
Abbildung der orthogonalen Projektion nun auch fiir allgemeine Vektorrau-
me mit Skalarprodukt durchfithren zu kénnen. Im Abschnitt 17.3.3 hatten
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Abbildung 26.4. Die Orthogonale Projektion des Punktes g auf die Hyperebene H.

wir ja schon den Fall des R" gemeinsam mit dem Standard-Skalarprodukt
untersucht (siehe auch Abb.[26.4).

In diesem Abschnitt bezeichnet KK entweder R oder C. V ist immer ein K-

Vektorraum und
(,):VxV->K

ein (euklidisches oder hermitisches) Skalarprodukt.

Definition 26.24. Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt <.,.) und {vj};c; eine
Familie von Vektoren.

1. {v}} ¢ bildet ein Orthogonalsystem, wenn (v, vy =0V j # k € | und wenn
vjF0Vjel.

2. {v}}ej ist ein Orthonormalsystem wenn auflerdem: (v, v;) = 1] (& ||vjl| =
1), wenn also gilt: (vj,vr) = 6 VY j k€ ].

3. Ein Orthogonal— bzw. —normalsystem heifst Orthogonalbasis bzw. Orthonor-
malbasis, wenn die Vektoren des Systems eine Basis bilden.

Beispiel 26.25. 1. Die Einheitsvektoren e; € K" bilden eine Orthonormalba-
sis des K" beziiglich des Standard—Skalarprodukts.

2. Die Spalten v; einer orthogonalen beziehungsweise unitaren n X n-Matrix
A bilden ein Orthogonalsystem, denn:

.....

3. Wir betrachten den Vektorraum:
V ={f: R - C| fist 2n —periodisch und stetig }.

Eine Funktion f heifit 2n—periodisch, falls f(x + 2n) = f(x) Vx € R.
Der Grund, hier komplexwertige Funktionen zu betrachten ist, dass sich
mit e = cos(nt) + isin(nt), n € Ny, leichter rechnen lasst als mit sin(nt)
und cos(nt), n € Ny. Beispielsweise gilt e+ = ¢* - (cos y + isiny), eV =
cosy+isiny, e = -1, =1,¢**" = ¢* - ¢“ fiir z,w € C (siche Abschnitt
7 4lfiir weitere Informationen zur komplexen Exponentialfunktion).
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Wir betrachten also die Funktionen {en}nez C V mit e,(t) := ™. Die e, (f)
sind 2m—periodisch, da e =1 und n € Z, und sie bilden ein Orthonor-
malsystem beziiglich des Skalarprodukts

2
(f,9= 5= [ Tty
0

auf V. Es gilt namlich:
21 2n

1 —_— 1 )
<em1 en> = fe””t M elVlt dt = — fel(”m)t dt
2m 2n

0 0

1, n=m

27-[ i(n—m)t 2n {0’ n#m "
[" ]0 , n#EM

2n
1 fldt, n=m
0

i(n—m)

Mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens (Satz26.13) konnen wir Orthonor-
malsysteme bzw. —Basen explizit berechnen. Eine interessante Eigenschaft
solcher Basen ist folgende:

,,,,,

thonormalbasis des Vektorraums V und w € V ein weiterer Vektor. Dann gilt:
w = (01, W01 + -+ + (Vy, WY,

Beweis. Wir bilden die Differenz u zwischen beiden Seiten,

n
u=w-— Z(vj,ZU)U]',
j=1

und wenden auf diese Summe das Skalarprodukt (v, —) an:

(o, u) = (o, w) — Z<Uk/ (vj, w)v;)
j=1

= (v, w) — Z(vj, wW){V, V})
j=1

= (0, w) — (v, W)

=0.

Es folgt: u steht senkrecht auf vy, ...,v, und somit auch senkrecht auf jeder
Linearkombination von vy, ...,v,. Davy,...,v, den Vektorraum V erzeugen,
gilt insbesondere:

(u,u) =0=|lul=0=>u=0.

Vorlesung vom:
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Qualitatsstand:
erste Version
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Wir kénnen, wenn wir eine Orthonormalbasis eines Vektorraumes zur Verfii-
gung haben, fiir jeden beliebigen Vektor die Koeffizienten einer Darstellung
als Linearkombination in der Basis direkt hinschreiben. Aufiferdem werden
wir jetzt gleich sehen, dass wir mit Hilfe dieser Formel auch orthogonale
Projektionen auf Untervektorraume explizit angeben konnen.

Definition 26.27. Seien V ein Vektorraum mit Skalarprodukt (.,.) und U C V ein
Untervektorraum. Dann heifst

Ut :={veV|{uy=0Yuel)

der zu U orthogonale Untervektorraum oder orthogonales Komplement von
u.

Bemerkung 26.28. Es gilt:
utrnu=0o,

da nur der Nullvektor zu sich selbst senkrecht ist.

Wenn dim V < oo, gilt aufierdem:
Utreu=V,
da dim Ut = dim V — dim U. Ferner ist dann

uhr=u
U C (U*)* ist auch ohne die Voraussetzung dim V < oo klar.

Definition 26.29. Sei U C V ein Untervektorraum. Eine Abbildung ¢: V — U
heif$t Projektion von V auf U, falls fiir jedes u € U gilt: p(u) = u. Eine Projektion
heif$t orthogonale Projektion auf den Untervektorraum U, falls fiir jeden Vektor
veVgilt:

(p(v) —v) L U

Dieser Begriff verallgemeinert den bereits fiir Hyperebenen in Propositi-
on/Definition|17.14 eingefiihrten.

Satz 26.30. Sei V ein IK-Vektorraum mit Skalarprodukt und U C V ein endlich—
dimensionaler Teilraum. Es sei {u,...,u;} eine Orthonormalbasis. Dann sind die
Abbildungen

k
pryp:VoUoe Z(uj,v)uj
=1
und
k
pryp: Vo ut, o-o-— Z(Mj/ VYU
=1

orthogonale Projektionen auf die Teilridume.
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Beweis. pr(v) € Uist klar, v = pr,(v) + pr.(v) ist auch klar.
Es bleibt zu zeigen: w := pr . (v) € U*. Es gilt:

k
Gup, ) = G, 0) = Y (5,0, uy =0, 1=1,... k.

=

Also:w = pr . (v) € U = (uy, ..., w)" Mitu == pr (v)istv = u+w e U U™,
und u L w. pr;; und pr,;, sind also orthogonale Projektionen auf U bzw. U™,
Auch in diesem Fall gilt: U U+ = V. O

Beispiel 26.31. 1.SeiV =R"und U = {ey, ..., er). Dannist Ut = {ex41, ..., €n)
und offenbar gilt mit x = (xy,...,x,)":

k

Pru(x) = (xll ooy Xks 0/ [ERY O)t = Z(ej/ X>€j,
j=1

prpn() = (0,...,0, X611, ..., x,)" = x — pry(x).
2. Sei L C IR" eine Gerade durch den Ursprung mit Richtungsvektor v. Ohne

Einschrankung konnen wir ||v]| = 1 wdhlen. Dann sind die orthogonalen
Projektionen auf L bzw. L*:

pr.: R" =L, x = (v,x)v,
pr;.: R" > LY, x> x— (v, x)0.

Betrachten wir ein konkretes Beispiel:
1
L=(1,...,DHcR", dh.v=—(1,..., 1.
( ) \/ﬁ( )

Es ergeben sich: L+ = {x | ) x; = 0} und (v,x) = \/LE Y x; = \n-X, wobei
X = 13 x das arithmetische Mittel der Komponenten von x ist. Die
beiden Projektionen sind also:
pr,:R"—= L, x=(%,...,X),
pr:RY > LY, x> x—(x,...,X%).

Tatsachlich ist fiir y = pr;, (x):

Zyi:Zx,-—nﬁ:in—ij:O,

dh. yeL*.

Wie bei der Projektion auf Hyperebenen in Abschnitt/17.3.3} ist die Projektion
eines Vektors v auf einen Untervektorraum derjenige Punkt darauf, der von v
den kleinsten Abstand hat, der also die beste Anndherung von v durch einen
Vektor des Unterraumes darstellt:
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Korollar 26.32 (Approximationssatz). V sei ein R—Vektorraum, versehen mit
einem Skalarprodukt und der zugehdrigen Norm ||.||. Sei ferner U ein Untervektor-
raum. Zu jedem v € V ist pr,(v) die beste Approximation von v in U, d.h.:

lo = pr, (@) < lv—ull Yu € Umit u # pr,(v).

Beweis. Da fiir x, y € V der verallgemeinerte Satz des Pythagoras (siehe Pro-
position[17.3) gilt, d.h. ||lx + y|I?> = [|x||* + 2(x, y) + |ly|*, ergibt sich:

2 2
llo—ull” = [v = pry(v) + pry(v) — ull
R e e
eu+ eu

= llo = pry (@) + llpry (0) — ull?

> |lo - pry(@)II*.

Gleichheit gilt offenbar genau dann, wenn u = pr,(v). O

Beispiel 26.33. Wir versehen V = C°[0, 7], den Raum der stetigen Funktionen
auf [0, 7], mit dem Skalarprodukt

m@=£ﬁ@gmﬁ

Wir mochten die Gerade bestimmen, die f(t) = sint auf dem Intervall [0, 5]
bzgl. der zugehorigen Norm am Besten approximiert.

Wir betrachten also U := (1,t) der Untervektorraum aller Geraden. Wir su-
chen: pr ,(f(t)) = A1-1 + A+t mit

(fB) = A1-1=Ax1,1) =0, (f(t)=A1- 1= Ayt ) =0.
Fiir A1 und A, ergibt sich das Gleichungssystem
(1, DA +{t,1)A, = (sint, 1), (1,6)A1 +{t, YA, =(sint, ).

Die Skalarprodukte sind mit Schulmitteln oder mit der Integrationstheorie
aus dem ersten Semester einfach zu berechnen:

3 2 2
@n:f1w=§ am=aw=ftm:%,
0 0
z o’ . L
(t,t) = tdt = 1 (sint,1) = sintdt=1,
0 0
%
(sint,t)=f t-sintdt=---=1.
0

Das System ist also
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E2)0-0)

Es hat die Losung (siehe auch Abb.[26.5):

ooF‘N STE

M=8- "5~ 011, Ay=24-— ~ 066,

Problem:
Skizze fehlt:
fig:AppxSinLin!

fig: AppxSinLin

Abbildung 26.5. SKIZZE FEHLT!

Eine dhnliche Vorgehensweise wird bei Wavelets verwendet, auf denen das
Bild-Komprimierungsverfahren Jpeg2000 basiert. Ein erster Schritt zu de-
ren Verstindnis liefern Fourierreihen, die wir im ndchsten Abschnitt kurz
betrachten.

Aufgaben

Aufgabe 26.1 (Orthonormalisierungsverfahren).

1. Berechnen Sie mit dem Gram-Schmidt-Verfahren aus 1, x, x2, x> eine Or-

thonormalbasis des Vektorraumes U = R[x]<3 beziiglich der Skalarpro-
dukte

1
p,q) = f 1 p(x)g(x)x*dx,

1
pq) = f_ ) p()q(x)(1 — x*)dx.

2. Bestimmen Sie beztiglich beider Skalarprodukte aus (a) die orthogona-
le Projektion 7t(f) von f = x*(x* — 1) € R[x]<s auf U und fertigen Sie
Zeichnungen (auch mit Maple okay) von f — n(f) an.
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Bild
fehlt!
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Aufgabe 26.2 (Unitdre Matrizen). Sei A € U(n) C C™" eine unitdre Matrix.
Zeigen Sie: 45 € U(n) mit:

M 0
StAS=D=: ,
0 An
wobei A; € C die Eigenwerte von A sind. Zeigen Sie ferner, dass gilt: [A;] = 1.

Hinweis: Zeigen Sie, dass das orthogonale Komplement W eines Eigenvektors
v von A von der Matrix A in sich abgebildet wird, d.h. AW c W.

Aufgabe 26.3 (Orthogonales Komplement). Sei V ein endlich-dimensionaler
R-Vektorraum und sei U C V ein Untervektorraum von V. Zeigen Sie:

uhH-=u

Aufgabe 26.4 (Pseudoinverse in einem Punkt). Wir betrachten die Abbil-

dung
1 2
f:]R2—>]R3,(Ul)I—> 12 (vl).
(%) 12 (%)

1. Berechnen Sie Ker f und Bild f.

2.Sei P = (1,1,0)! € R3. Berechnen Sie Q := Bild(P), das Bild von P unter
der orthogonalen Projektion des R* auf Bild f.

3. Berechnen Sie das Urbild f~}(Q) = {v € R? | f(v) = Q} von Q unter f.
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Fourierreihen

Fourierreihen und deren Verallgemeinerungen gehen zentral bei der Kom-
primierung von Bildern im JPEG2000-Format und anderen Bereichen der
Bildverarbeitung ein, wie wir schon weiter oben erwdhnt haben. Bei deren
Vorstellung werden wir, wie schon in einigen Beispielen zuvor, intensiv mit
Skalarprodukten auf Funktionenrdumen arbeiten. Dies macht deutlich, wie
wichtig auch solche, auf den ersten Blick vielleicht sinnlos allgemeinen, Kon-
struktionen sein konnen.

Aufierdem werden wir sehen, dass Fourierreihen einen Bezug zur sogenann-
ten Riemannschen Zeta—Funktion haben; wir werden namlich mit unseren
Mitteln einige besonders interessante Werte dieser Funktion berechnen kén-
nen. Fourierreihen haben also nicht nur wichtige Anwendungen in der realen
Welt, sondern auch in der rein innermathematischen.

Leider werden dabei auch einige Resultate aus der Analysis eingehen, doch
wir werden versuchen, die Darstellung immer so zu halten, dass auch die
Horer, die den ersten Teil der Vorlesung nicht gehort haben, die wesentlichen
Ideen nachvollziehen konnen.

27.1 Zur Definition

Wir betrachten im gesamten Kapitel den Vektorraum (fiir die Definition von
integrierbar siehe Abschnitt man kann auch stetig statt dessen denken)

V= { fiR-=C | f ist tiber [0, 2rt] integrierbar und 2n—periodisch}

mit dem Skalarprodukt

27

=5 [ Fswar
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Wie wir in Beispiel 26.2513 schon gesehen haben, bilden die Funktionen
{entnez € V mit e,(t) := e ein Orthonormalsystem. Die reellen Funktionen

{% cos(nt)}n20 U {% sin(nt)}n21

bilden ebenfalls ein Orthonormalsystem, da ndmlich
27
f sin(kt) cos(It) dt = 0 Vk, I,
0
271 27
f sin(kt) sin(lt) dt = 0 = f cos(kt) cos(lt) Yk # 1,
0 0

270 270
f cos?(kt) dt = m = f sin?(kt) dt Vk > 1,
0 0

wie man leicht mit Schulmitteln oder mit Methoden des ersten Semesters
berechnen kann. Da auSerdem die Beziehung

e = cos(nt) + i sin(nt)

besteht (sieche Abschnitt'7.4), kénnen wir auch leicht zwischen den beiden Or-
thonormalsystemen umrechnen, wenn wir zuséitzlich die bekannten Eigen-
schaften cos(x) = cos(—x) und sin(x) = — sin(—x) verwenden (diese wiederum
folgen direkt aus den Formeln in Beispiel[7.3):

)+ —nt int —int
cos(nt) = cos(nt) + cos(znt) _ e + e _ 1(€n(t) +e_n(t)),
2 2 2
) _sin(nt) —sin(-nt) M- 1
sin(nt) = 3 =— = 2Z.(t‘/’n(f) e-n(t)).

Definition 27.1. Sei f € V eine reellwertige Funktion. Dann heiflen

1 27
ag = — f(t)cos(kt) dt, k=0,1,...,
™ Jo
271

by = l ft)sin(kt) dt, k=1,2,...,
™ Jo

die Fourierkoeffizienten von f und

% + Z(ak cos(kt) + by sin(kt))
k=1

die Fourierreihe von f.
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Ahnlich wie ein Taylorpolynom eine Funktion approximiert (siehe Beispiel
15.5), konnen wir versuchen, mit einem sogenannten trigonometrischen Poly-
nom eine 2r—periodische Funktion anzundhern. Genauso wie die Taylorreihe
zu einem Polynom gerade wieder das urspriingliche Polynom ist, ist auch
die Fourierreihe zu einem trigonometrischen Polynom wieder das urspriing-
liche, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel/Definition 27.2. Ist
f(x) = % + ) (axcos(kx) + bysin(kx)), ax € R, by € R,
k=1

ein trigonometrisches Polynom, d.h. ein Polynom in (sin(x), cos(x)) vom Grad
< n (siehe dazu auch eine Ubungsaufgabe aus dem ersten Teil der Vorlesung),
so sind

ap,a1,...,a,,0,... und by,...,b,,0...

die Fourierkoeffizienten von f und die Fourierreihe gibt in diesem Fall ge-
rade die Funktion zurtick. Setzen wir ndmlich f(x) in die Formeln aus der
Definition[27.1]ein, so erhalten wir, weil die sin(kx) und cos(kx) eine Ortho-
normalbasis bilden, tatsdchlich die angegebenen Werte.

Im Allgemeinen konnen wir die Partialsumme

n
% + Z(ak cos(kt) + by sin(kt))
k=1

der Fourierreihe von f als Bild von f unter der orthogonalen Projektion
auf den von den trigonometrischen Polynomen vom Grad < n aufgespann-
ten Untervektorraum U C V und damit als beste Approximation (bzgl. der
zugehorigen Norm) der Reihe durch solch ein trigonometrisches Polynom
auffassen.

Haufig schreibt man wegen e = cos(nt) + isin(nt) die Fourierreihen auch in
der Form

(9]

21
. 1 .
oikx : _ o—ikx
E cp-e™ mit ¢ = o ff(x)e dx.
0

—00
Eine Fourierreihe in dieser Form konvergiert, wenn die Funktionenfolge

n

Sp(x) = Z e

—n

konvergiert.

Vorlesung vom:
29. Juli 2009

Qualitétsstand:
noch nicht ganz fertig
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27.2 Fourierreihen und Konvergenz

Im ersten Semester haben wir verschiedene Arten von Konvergenz kennen
gelernt. Wir werden sehen, dass einige spezielle Fourierreihen besonders gu-
te Konvergenzeigenschaften besitzen, was uns erlauben wird, einige Grenz-
werte konkret zu berechnen. Insbesondere werden wir den Wert einer Reihe
ausrechnen konnen, fiir dessen Bestimmung Euler unter anderem bekannt
ist.

Satz 27.3. Die Fourierreihe

i sin(kx)
k
k=1

konvergiert punktweise (d.h. fiir jedes feste x, siehe Definition|16.1fiir Details) gegen
die Zackenfunktion (siehe Abb.|27.1)

5, x€]0,2n],

f:lR—>]R,f(x)={02 ‘=0

Fiir jedes 6 mit 0 < 6 < % ist die Konvergenz auf 16,21 — 0[ gleichmiifig.

fig:Zackenfkt

Abbildung 27.1. SKIZZE FEHLT!

Bemerkung 27.4. Nach Abschnitt[16.1/heif3t eine Folge (f,) von reellwertigen
Funktionen auf einem Intervall I gleichmifsig konvergent gegen eine Grenz-
funktion f: I — R, wenn: Ve > 0dng : |fu(x) = f(x)| < eVn2>2mnyVxel
Die Konvergenz im Satz kann wegen des Satzes[16.4]iiber die Stetigkeit eines
gleichméfiigen Limes stetiger Funktionen nicht tiberall gleichmafsig sein, da
die Grenzfunktion nicht stetig ist.

Wir verwenden fiir den Beweis des Satzes folgenden Hilfssatz:
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Lemma 27.5. Fiir t € R, das kein ganzzahliges Vielfaches von 2 ist, gilt:

1 n
—+ Y cos(kt) =
2 k=1

sin((n + %)t)
2sin(%)

1 2+l

Beweis. Es gilt wegen cos(kx) = 1(e™ + e7*) und Y1y x = 155

1
3 + kz_; cos(kt) =

n

. Z elkt

k=—n

N —

1-— e(2n+1)it

1-et
i+t _ pmint )t

. e—mt .

NI~ NI~ NI~

el — e
sin((n + $)t)
2sin(%)
wie behauptet war. O

Beweis (von Satz [27.3). Zunidchst zur punktweisen Konvergenz: Fiir x =
0,1, 2m ist die Aussage klar. Sei nun x €], 27, dann liefert das Lemma,

da fn t cos(kt) dt = [% sin(kt)]x = ]l( sin(kx):
2 sin(kx) Z f cos(kt) dt

sin((n+ 3 1
j,; ( ZSin(;) - §> at

X

T—X
=) 2=
weil wir folgenden Hilfssatz fiir f(x) = anwenden konnen:

( )
Lemma 27.6. Sei f: [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion. Es gilt

b
f f(x) sin(kx) dx . 0.
Siehe dazu auch Abb.[27.2| Analog erhilt man:

b
f f(x) cos(kx) dx P 0.

Problem:
Skizze fehlt:
fig:fxsinkx!
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fig:fxsinkx

Abbildung 27.2. SKIZZE FEHLT!

Beweis. Fiir k # 0 ist eine Stammfunktion F(x) des ersten Integranden (mit
partieller Integration, Satz|13.22):

F(x) = [—f(x) COS]EkX)]b

b
% f f'(x) cos(kx) dx

Da f und f” stetig sind, existiert wegen des Satzes zur Existenz von
Maximum und Minimum stetiger Funktionen ein M € IR, so dass

[f() <M, |f (x)] < M V]a,b].

Es folgt: |[F(k)| < 24 4 X020, O

k—o0

Fiir x €]0, [ zeigt man die Aussage analog. Nun zur gleichméafligen Konver-
genz auf ]6,2m — 9[. ... etwas Rechnung. . . 2 Seiten

Es folgt, dass Y;_; Sin,({kx) auf 16,2 — [ eine gleichméflige Cauchy-Folge ist;
wir erhalten also die gleichméfige Konvergenz auf [6, 27 — 0. O

Dies erlaubt es uns, einige Grenzwerte konkret zu bestimmen:

Korollar 27.7. Die Fourierreihe

= cos(kx)
Y

k=1

konvergiert auf [0,2m] gleichmiifSig gegen die Funktion

X—m\2 TP
)_12‘

F) = (—

Beweis. Die Konvergenz ist gleichmafig, da Y}, 7 eine konvergente Majo-
sin(kx)
k

rante ist. Die Folge der Ableitungen, — Y, , konvergiert auf 16,2t — 6]
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gleichmifsig gegen 5*. Es folgt mit Korollar|16.8, dass F auf [0, 27t] diffbar ist
mit F'(x) = 55", Integration liefert:

Xy
) +c

F(x) = (

fiir eine Konstante ¢ € R. Um ¢ zu bestimmen, betrachten wir

271 271 _ 271 3
f F(x) dx = f (u)z dx + f cdv =2 +ome.
0 0 2 0 6

Andererseits gilt (wegen der gleichméfligen Konvergenz diirfen wir nach
Satz[16.6 Grenzwert und Integral vertauschen):

271 0 sl 270 0
cos(kx)) 1 f 1
() dr=Y = | cos(kx)dr=)" =0=0.
2 2 2
fo k=1 k k=1 k= Jo k=1 k
Es folgt: ¢ = —’f—;. O

Insbesondere erhalten wir an der Stelle 0 fiir F(x) die Folgerung (siehe Abb.
27.3 fiir andere Werte):

fig:sumcoskk2Konv

Abbildung 27.3. SKIZZE FEHLT!

Korollar 27.8.

1 =2
2 6

@) :=

k=1

Beweis. Mit der Notation aus dem vorigen Korollar erhalten wir unmittelbar:
2 2

T L =FO0)=(ZP-5 =2, -

Das Problem, diesen Grenzwert i, & zu berechnen, formulierte als erster
wohl Pietro Mengoli im Jahr 1644. Erst 1735 fand Euler den Wert heraus.

Problem:
Skizze fehlt:
fig:sumcoskk2Konv!



394 27 Fourierreihen

Seitdem wurden sehr viele verschiedene Wege gefunden, dieses Resultat zu
erhalten. Besonderes Interesse hat die Summe auch, weil sie der spezielle
Wert ((2)der Riemannschen Zeta—Funktion fiir n € IN ist:

=Y &
k=1

Die Webseite http://mathworld.wolfram.com/RiemannZetaFunction.html gibt
dazu recht viele Hintergrundinformationen.

27.3 Besselsche Ungleichung und Vollstindigkeitsrelation

Eine der zentralen Ungleichungen im Zusammenhang mit Fourierreihen und
der Funktionalanalysis im Allgemeinen ist die Besselsche Ungleichung. Auch
sie und verwandte Sitze werden es uns erlauben, konkret einige Fourierrei-
hen zu berechnen und als Spezialfélle einige berithmte Reihengrenzwerte zu
bestimmen. Ein erstes Resultat in diesem Zusammenhang ist folgendes:

Proposition 27.9. Sei f € V und seien

27

_1 —ikt
Ck_2n ; fB)e™ dt

die Fourierkoeffizienten. Dann gilt:

1= Y ael? =2 - Y

k=-n k=-n

Beweis. Esbezeichnes :=Y[__ cex die orthogonale Projektion von f auf den
Untervektorraum {e_,, . .., e,) mit (siche Satz[26.30; die ¢; := ¢/ bilden janach
Beispiel 26.25/3eine Orthonormalbasis). Dann ist g := f — s die orthogonale
Projektion von f auf {e_y,...,e,)*" (ebenfalls Satz [26.30). Insbesondere ist
s L g. Mit dem Satz des Pythagoras folgt:

n n
2 2 2 2
IAIE = lgll™ + sl = 1If = E crexll” + z lexl?.

k=—n k=—n

O

Wir sehen also, dass hier die Theorie der Orthonormalbasen und der ortho-
gonalen Projektion auf Funktionenrdumen relevant eingeht. Eine wichtige
Folgerung ist:


http://mathworld.wolfram.com/RiemannZetaFunction.html
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Korollar 27.10 (Besselsche Ungleichung). Sei f: R — C eine iiber [0, 27t] inte-
grierbare 2m—periodische Funktion und seien (cx)rez die Fourierkoeffizienten. Dann

gilt:
. 2 1 o 2
k:Z‘_m|Ck| <5 fo LF(O) dt.

Beweis. Nach Proposition|27.9 gilt insbesondere:

n

AR =)l > 0.

k=—n

Mit n — oo folgt die Behauptung. O

Im allgemeineren Kontext eines Hilbertraumes sagt die Besselsche Unglei-
chung aus, dass ein Vektor mindestens so lang ist wie eine beliebige Projektion
auf einen Unterraum, d.h. ||fI* > Y.;_; [{fu, f)I>, wobei £, ein Orthonormalba-
sis des Unterraumes ist. Gilt in der Besselschen Ungleichung Gleichheit, so
heifit sie Parsevalsche Gleichung und ist eine allgemeine Form des Satzes
von Pythagoras.

Wir fragen nun, ob die Fourierreihe von f gegen f konvergiert. Es stellt sich
heraus, dass im Allgemeinen weder gleichméfiige noch punktweise Konver-
genz vorliegt. Den besten Konvergenzbegriff fiir Fourierreihen gibt Konver-
genz im quadratischen Mittel:

Definition 27.11. Seien f: R — C und f, € R — C Funktionen aus V. Die Folge
(fu)nen konvergiert im quadratischen Mittel gegen f, wenn

lim |If = fill, =0.

Satz 27.12 (Vollstindigkeitsrelation). Fiir jede 2m—periodische und iiber [0, 27]
integrierbare Funktion f: R — C gilt: Die Fourierreihe von f,

e8]

ikx
), e

k=—c0

konvergiert im quadratischen Mittel gegen f und es gilt:

Y led? = (1fIb)

k=—0c0

Bemerkung 27.13. Die Vollstandigkeitsrelation besagt, dass der||.|[,—Abschluss

(dieser Begriff geht leider iiber den Inhalt dieser Vorlesung hinaus) des von

den ¢, erzeugten Unterraum von V, ganz V ist. ein paar Worte mehr
hierzu?
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Mit ihrer Hilfe konnen wir {(2) auch bestimmen:

Korollar 27.14.
=1 P
)=y —=—.
(@) ;W -
Beweis. Wir betrachten f(x) := Y17, w = %% auf |0, 27 und erhalten:
2n ; ‘
1 —ikx T Tk #0,
= — . dx = 2k
Ck 2nbf\f(x)€ X {g_ﬁ[x;]én:(), k=0.

Mit der Vollstandigkeitsrelation folgt:

k=1 k=—00,k#0
1 (7 m—xy2
T 2n ( 2 ) d
1 3 1\127
= gl (3)l
_ 1 3 3y _ us
= o )=y
was die Behauptung liefert. O
Korollar 27.15. .
Zl_ﬁ
= ¥ 90
Beweis. Ahnlich. O

Nun zum Beweis der Vollstandigkeitsrelation (Satz|27.12). Wir beweisen sie
zundchst fiir einen Spezialfall:

Lemma 27.16. Satz|27.12 gilt fiir 2n—periodische Treppenfunktionen.

Beweis. Es gentigt, den Spezialfall

ﬂ@:{g 0O<x<a,

’ ﬂSx<2n

zu betrachten. Andere Treppenfunktionen entstehen aus solchen ndmlich
durch Linearkombination und da ||.||> der Dreiecksungleichung gentigt, reicht
dies.
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Die Fourierkoeffizienten von f sind offenbar:

_a
2n’

1 —ikx i —ika .
= = -1 f .
Ck > j: e dx k(e ) furk #0

Co

Fiir k # 0 gilt:

1
4722

. » 1 — cos(ka)
ika ika
1-e"1-e )——2 2

2
lexl” =

Es folgt:

[

2
Zlckl _

k=—c0

Andererseits ist 5
1 " 2,4
=5 [ R = £
Die Besselsche Ungleichung ist also eine Gleichheit und es folgt:

n
ik
IIf - E cxe™ll, — 0,
n—oo

k=—n
was zu zeigen war. O
Beweis (allgemeiner Fall der Vollstindigkeitsrelation Satz[27.12). Sei f: R — C

2n-periodisch und {iber [0,27] integrierbar. ... Hilfssatz zur Besselschen
Ungleichung geht ein. .. O

Die verschiedenen Konvergenzbegriffe hangen folgendermafien zusammen:

= Konvergenz im quadratischen Mittel
gleichméfiige Konvergenz
= punktweise Konvergenz.

Weitere Implikationen gelten nicht. Unter gewissen Bedingungen gilt aber
sogar gleichméfiige Konvergenz:

Satz 27.17. Sei f: R — C eine stetige, stiickweise stetig diffbare Funktion, d.h. es
existiert eine Unterteilung

O=ty<ti <<t =2m

von [0,27], so dass fl_, ) stetig diffbar ist. Dann konvergiert die Fourierreihe
gleichmiiflig gegen f.

ausfiihren!

ausfiihren!



Problem:
Aufgaben zu Fourier-
reihen fehlen noch!
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Beweis. ... Besselsche Ungleichung. . . partielle Integration. ..

Die Fourierreihe konvergiertim Mittel gegen g und gegen f, so dass ||f—gll» =
0 folgt. Da aber f und g stetig sind, erhalten wir f = g. O

Wie schon angedeutet, haben Fourierreihen viele Anwendungen:

Signalverarbeitung: Die Fourierkoeffizienten eines Signals geben die An-
teile der einzelnen Frequenzen an. a; und b, mit kleinem k entsprechen
niedrigen Frequenzen, solche mit groffem k hohen Frequenzen. Dadurch
kann man beispielsweise Filter produzieren, die gewisse Frequenzberei-
che dampfen.

Bildverarbeitung: Ahnlich zur Signalverarbeitung. Hier entsprechen nied-
rige Frequenzen grofirdumigen Bildstrukturen und hohere Frequenzen
Details.

In beiden genannten Anwendungsbereichen liegen die Daten meist diskret
vor (beispielsweise als einzelne Pixel oder abgetastete Signale). Dann ver-
wendet man die sogenannte diskrete Fouriertransformation, in der Integrale
durch Summen ersetzt werden. Hierfiir existieren sehr schnelle Algorithmen
(Fast Fourier Transform (FFT)), die beispielsweise ein Signal mit n Werten
mit einer Laufzeit von O(n log 1) in seine Frequenzanteile zerlegen.

Wavelets sind eine Weiterentwicklung der Fourierreihen, die sowohl Fre-
quenz als auch Ort beriicksichtigen. Diese liefern das derzeit effizienteste
Verfahren zur Signal- und Bildkompression (JPEG2000), da viele der Ko-
effizienten sehr klein sind und ohne offensichtlichen Nachteil weggelassen
werden konnen. Auch hierfiir existieren sehr effiziente Algorithmen mit einer
Laufzeit von O(n).

Aufgaben

Aufgabe 27.1 (...). ...

ausfiihren!
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Singuldrwertzerlegung

Dieser Abschnitt muss noch ausgefiihrt werden. . ..

... Einleitung: Numerik, Verallgemeinerung der Inversen. . . aufferdem: keine
komplexen Zahlen nétig, Singuldrwerte sind immer alle reell. ..

weitere Anwendung der orthogonalen Projektion. . .

numerisch stabile Rang-Berechnungen moglich. ..

28.1 Die Singuldrwertzerlegung

Satz/Definition 28.1 (Singuldrwertzerlegung). Sei A € R™". Dann existieren
01,...,0p € Rmit o1 2 +++ > 0, 2 0 sowie U € O(m) und V € O(n), so dass

01 0
wAv=x.=|9 9|

: 0

0---0

wobei p = min(m, n). Die o; heifSen Singulirwerte von A. Eine Darstellung der
Form A = UXV" heifSt Singuliirwertzerlegung (englisch singular value decom-
position, kurz SVD).

Bevor wir diesen Satz beweisen, zundchst einige Beispiele:

Beispiel 28.2. 1....
Al =...

Vorlesung vom:
31. Juli 2009

Qualitétsstand:
noch unfertig

to do: Einleitung
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2. Die Singuldrwertzerlegung von orthogonalen Matrizen ist besonders ein-
fach:
A, = [cos@ —sina)| _(cosa —sina} (10} (10
27 \sina cosa )~ \sina cosa | {01) 7|01
3. Wegen der in der Einleitung erwdhnten numerischen Stabilitdt werden

héaufig Singularwertzerlegungen fiir (auch nicht-quadratische) Matrizen
mit Dezimalzahlen als Eintrdgen berechnet:

A = (0.36 1.60 0.48) _ ( 0.8 0.6) (2 0 o) 006 (1) 008
- | (¢ , -1 0.6 00.
0.48 —1.20 0.64 0608/ 1010)"| Z05 00

Beweis (von Satz/Definition|28.1liiber die Singulirwertzerlegung). Wir konstruie-
ren eine Singuldrwertzerlegung von A:

Zunichst setzen wir B := A'A. Dies ist eine reelle symmetrische n X n-
Matrix und hat daher nur reelle Eigenwerte A;, die wir so nummerieren,
dass Ay > Ay > -+ > A,. Mit {vy,...,0,} bezeichnen wir eine Basis des R"
aus orthonormalen Eigenvektoren von B zu den entsprechenden Eigenwer-
ten. Tatsdchlich sind alle A; nicht negativ, denn es gilt einerseits, da die v;
orthonormal sind,

U,'t -B - ;= /\,‘ . Z)it 0 = )\,‘

und andererseits, nach Definition von B und da das Skalarprodukt positiv
definit ist:
ZJl‘t -B-v; = Uit AA - v; = (Av;, Av;) > 0.

Da r := rang A = rang B, sind genau die ersten r Eigenwerte A4, ..., A, strikt
positiv.

Wir setzennun fiiri=1,...,r

1
u; .= —=Av;

VA

und ergédnzen diese durch m — r orthonormale Vektoren 41, ..., uy,, die au-
Berdem zu u4, ..., u, orthonormal sind, zu einer Basis des IR™.

Wir bilden nun die beiden gesuchten Matrizen U und V aus den Spaltenvek-
toren u; bzw. v;:
U=(up...uy), V=(0...0).

Die Singuldrwerte von A sind o; := VA, firi =1,2,...,7rund o; = O fiir
i=r+1,...,p.

Es ist noch zu zeigen, dass A = UXZV"' dann tatséchlich eine Singuldrwert-
zerlegung von A ist. Zunéchst ist V orthogonal, da v; nach Konstruktion eine
Orthonormalbasis ist. Die u; bilden ebenfalls eine Orthonormalbasis, denn
furi, j=1,...,rgilt
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1 A 1, i=j
uit uj = thAtAv‘ = —]’(]l‘t ’U]' = { ]

VAR T VAR 0, i#j

und diese Orthonormalitit setzt sich nach Konstruktion auf u,,1, ..., u,, fort.

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass wirklich A = UZV" gilt:

r r n n
UZVt = Z \/x,-u,-v,-t = ZAU,‘U,‘t = ZAU,‘U{t =A- Z ZJ{U,‘t =A-1=A.
i=1 i=1 i=1 i=1

Wir haben also tatsdchlich eine Singuldrwertzerlegung von A konstruiert. O

In der Praxis fithrt die im Beweis angegebene Konstruktion der Singularwert-
zerlegung auf das Problem, dass wir die Eigenwerte A; berechnen miissen,
was sich fiir Polynome vom Grad > 5 recht schwierig gestalten kann. Auch
aus anderen Griinden gibt es weitere Methoden zur Berechnung einer Sin-
gularwertzerlegung. G. Golub war einer der ersten, die solche geeigneten
Methoden gefunden und damit die Anwendung dieser Zerlegung erst mog-
lich gemacht haben. Leider konnen wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht
auf Details eingehen.

Korollar 28.3. Sei A = UZV die Singulirwertzerlequng von A € R™" mit Sin-
guldrwerten o1 > - -+ 2 0, fiir p = min(m, n). uy, ...,y und vy, ..., v, bezeichnen
die Spalten von U bzw. V. Dann gilt:

1. Av; = oju; und Atu; = o, fiiri =1,2,...,p.
2. Istoy 2+ 20, > 01 =+ =0, =0,50ist rang A = r. Auflerdem ist
KerA ={v,41,...,0,) und Bild A = (uq,...,u,).

3. Die Quadrate o2, . .. ,oﬁ der Singulirwerte sind die Eigenwerte von A'A und
von AA" zu den Eigenvektoren vy, .. ., vp bzw. uy, . .., up.

Beweis. Mit dem Satz ist dies recht einfach nachzurechnen und wird hier
nicht vorgefiihrt. O

28.2 Die Pseudoinverse

Definition 28.4. Sei A € R™". Eine Matrix A* € R™™ heifit Pseudoinverse von
A, wenn Vb € R™ der Vektor x = A*b die bzgl. der euklidischen Norm kleinste
Losung der Minimierungsaufgabe

Finde x, so dass ||b — Ax|| minimal ist,

d.h. A*b € (Ker A)* und ||b — AAYD|| = minyer» ||b — Ax|).

to do: Einleitung



nicht oder nur knapp
vorgefiihrt

to do: ausfithren

nicht oder nur knapp
vorgefiihrt

nicht oder nur knapp
vorgefiihrt
nicht oder nur knapp
vorgefiihrt

to do: stabile
Rang-Berechnung
erklaren

Problem:
Aufgaben zur Singu-
lirwertzerlegung feh-
len noch!
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Es ist klar, dass fiir eine quadratische invertierbare Matrix A die Pseudoin-
verse gerade die Inverse ist: A* = A~!. In diesem Sinne verallgemeinert die
Pseudoinverse also den Begriff der Inversen.
Tatsachlich ist A* eine lineare Abbildung und es gilt:
AAT:R" - BildA
ist die orthogonale Projektion auf das Bild und
ATA:R" - (Ker A)*

ist die orthogonale Projektion auf das orthogonale Komplement von A.

Satz 28.5. Sei A € R™" und sei A = UXV" ihre Singulirwertzerlequng mit Sin-

guldrwerten 61 2 -+ 2 0, > 041 = -+ = 0p = 0. Dann ist mit der Notation
= 0
D* = >
0 0

die Matrix AT = VDU € R™" die Pseudoinverse von A.
Beweis. ... O

Kennen wir also eine Singuldrwertzerlegung, so auch automatisch die Pseu-
doinverse.

Aufgaben

Aufgabe 28.1 (). ...
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Einfiihrung ins dritte Semester

Im dritten Semester der Veranstaltung Mathematik fiir Informatiker ge-
hen wir zunichst auf die mehrdimensionale Analysis ein (Teil IV), da sie
Grundlage fiir sehr vieles ist, wie beispielsweise Optimierungen, wie wir
sie schon aus den Kurvendiskussionen im Fall einer Verdnderlichen kennen.
Auflerdem sind viele Objekte aus der Computergraphik und geometrischen
Modellierung, wie Kurven und Flachen, nur mit mehreren Variablen sinnvoll
beschreibbar.

Wir werden die mehrdimensionale Analysis aufierdem in der Wahrschein-
lichkeitstheorie und Statistik (TeilV) essentiell benétigen. Einen wichtigen Be-
reich dieses Gebietes bilden sogenannte stochastische Prozesse, die in einigen
interessanten Fallen durch stochastische Matrizen beschrieben werden kon-
nen. Dazu zahlt beispielsweise der Page-Rank—Algorithmus, der bei Google
verwendet wird und den wir bereits in Beispiel 24.3|betrachtet haben. Zentra-
le Resultate wie das Gesetz der grofien Zahl, statistischen Methoden wie Tests
und sogenannte robuste Statistik werden in diesem Abschnitt ebenfalls eine
wichtige Rolle spielen. Anwendungen von Wahrscheinlichkeitstheorie und
Statistik in der Informatik sind beispielsweise probabilistische Algorithmen,
Performance-Messungen, Einschdtzung von Anfragen in einem Netzwerk,
Untersuchung der am Héaufigsten in Anwendungen eintretenden Falle bei
einem Algorithmus (im Gegensatz zum Worst Case).

Im abschliefenden Teil [VI der Veranstaltung werden wir uns dann der
Numerik widmen. Auch hier ist Googles Algorithmus ein zentrales Bei-
spiel, denn wir werden sehen, wie man sehr grofie Matrizen durch itera-
tive Methoden tatsdchlich untersuchen kann. Im zweiten Semester zur li-
nearen Algebra hatten wir dies zwar prinzipiell, beispielsweise mit Hilfe
des Gaufi-Algorithmus, aber nicht praktisch durchfiihren kénnen, wegen
Genauigkeits— und Laufzeit-Problemen.

Problem:
umschreiben zu Ein-
fithrung in mehrdim.
Ana!
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Kurven im R”

In diesem einleitenden Kapitel zur mehrdimensionalen Analysis betrach-
ten wir einige Objekte, fiir deren Bearbeitung wir im Wesentlichen nur die
Differential- und Integralrechnung in einer Veranderlichen benétigen, nim-
lich Kurven. Diese beschrinken sich jetzt allerdings nicht mehr auf Funkti-
onsgraphen von Funktionen einer Verdnderlichen, wie wir sehen werden.

Dieses Kapitel ist auch eine gute Moglichkeit, die Begriffe und Konzepte aus
dem Analysis Teil aus dem ersten Semester zu wiederholen und zu vertiefen,
bevor wir auf kompliziertere Aspekte der mehrdimensionalen Analysis ein-
gehen. Anwendungen der Kurven im R” in der Informatik liegen beispiels-
weise im Bereich der Computergraphik, der geometrische Modellierung und
auch der Bilderkennung.

29.1 Elementare Definitionen und Beispiele

Definition 29.1. Seien I ein Intervall und fi,..., f,: I — R stetige Funktionen.
Dann heifit

fI- R e f(t) = (A1), .., ful®)

eine Kurve im R". Die Kurve heifSt differenzierbar (kurz diffbar), wenn alle Kom-
ponenten fi differenzierbar sind.

Wie man hier schon sieht, werden wir Vektoren, wenn keine Verwechse-
lungen moglich sind, hdufig aus Platzgriinden als Zeilenvektoren schreiben.
Haufig werden wir den Begriff des Intervalls in der vorigen Definition ein
wenig weiter fassen als in Definition |5.7/ und als Intervallgrenzen auch oo
und —oo zulassen, so dass die Kurvendefinition insbesondere auch Kurven
einbezieht, die auf ganz R definiert sind.

Vorlesung vom:

14. Oktober 2009
Qualitétsstand:

zweite Version, viele
Bilder noch gescannt
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Fiir eine Kurve f: I — RR" hat die Menge f(I) von Punkten im R" oft einen
Namen, wie z.B. Kreis, Gerade. Wir werden diesen Namen auch fiir die
Abbildung f verwenden, wenn dies nicht zu Verwirrungen fiihrt:

Beispiel 29.2. 1. Sei r > 0. Der Kreis mit Radius r (Abb.[29.1) ist die Kurve

f:10,2n[ — R?,t s (rcost,rsint).

$

s~/

Abbildung 29.1. Ein mittels sin und cos parametrisierter Kreis.

2. Seien a € IR" ein Vektor, v € R"\{0} ein Richtungsvektor und
fTR->R" f(t)y=a+v-t

Das Bild von f ist offenbar eine Gerade im IR".
3. Eine Schraubenlinie (Abb.[29.2): Seien » > 0,¢ # 0 € R und

f(t) = (rcost,rsint,ct) € R

z

Abbildung 29.2. Eine Schraubenlinie.

4. Sei ¢: I — R eine stetige Funktion. Dann ist der Graph von ¢ eine Kurve
im R*:

fH) =t p(t) € R%.



29.1 Elementare Definitionen und Beispiele 409

Wir interpretieren den Parameter ¢ oft als Zeit und die Kurve als Bewegung
eines Partikels im Raum. Daran angelehnt ist die folgende Definition.

Definition 29.3. Seien [ ein Intervall, f: I — R" eine diffbare Kurve. Dann heifst
der Vektor

@ =@, f ),
dessen Komponenten die Ableitungen der Komponenten von f sind, der Geschwin-
digkeitsvektor zum Zeitpunkt t. Seine Linge ||f'(t)|| heifit Geschwindigkeit
zum Zeitpunkt t. Ist f'(to) # 0 fiir ein to, so heifit t: R — IR", f(to) +t- f'(to) die
Tangente an f in f(to).

Der Geschwindigkeitsvektor ist also:

L ) = F®
SO =Jim =

Eine Kurve f: I — IR" braucht nicht injektiv zu sein, wie die folgenden
Beispiele zeigen:

Beispiel 29.4. 1. Der Newtonsche Knoten: f(f) = (> — 1,# — t). Das Bild
f(R) c R? (Abb.[29.3) kann auch durch eine Gleichung beschrieben wer-
den: f(R) = {(x,y) | y* = x> +x3}. Wir geben hier keinen Bewedis; allerdings
ist die Inklusion C mittels Nachrechnen leicht einzusehen: tatsdchlich gilt
namlich (£ — #)> = (2 — 1)? + (1> = 1),

F0)=(2¢, 3¢"-1)

Fe)=(22)
: e (1,2)

L) fen 0

Ft)e-(22)

Abbildung 29.3. Der Newtonsche Knoten. Das Bild zeigt auch die Geschwindig-
keitsvektoren im Punkt f(1) = (0,0) = f(-1), die in diesem Fall auch die Tangente
andeuten.

2. Die Neilsche Parabel: f: R — R?, f(t) = (t2,°). Es gilt (auch dies ohne
Beweis): f(R) = {(x,y) | y* = x°} (Abb.[29.4).

Schneiden sich zwei Kurven in einem Punkt, so konnen wir mit Hilfe der
Geschwindigkeitsvektoren wie in der linearen Algebra (Definition17.8) einen
Winkelbegriff einfiihren:



Achtung! To do: bes-
ser in ty, t;, da Dop-
pelpunkte dann er-
laubt sind!?
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F#).(2¢ 3t%)
[llo)=0

Abbildung 29.4. Die Neilsche Parabel.

Definition 29.5. Es seien f: I — R", g: ] — R" zwei Kurven mit f(t;) = g(t).
Sind die Geschwindigkeitsvektoren f'(t1), g’ (t2) # 0, dann ist der Winkel 0 zwi-
schen den Kurven im Punkt f(t1) = g(t2) definiert durch:

P, )
o8O = ol g el

Bemerkung 29.6. Diese Definition passt mit der Definition der Tangenten
zusammen, denn der Winkel zwischen zwei Kurven ist gerade der Win-

kel

zwischen den Richtungsvektoren der Tangenten der beiden Kurven im

Schnittpunkt.

Beispiel 29.7. 1. Hat eine Kurve f Selbstiiberschneidungen, d.h. f(t;) =

f(t) fiir 1 # t, so kann man die obige Definition des Winkels auch auf
eine einzige Kurve (mit ¢ = f) anwenden: Beim Newtonschen Knoten aus
Beispiel[29.4/konnen wir fiir t; = —1 und t, = 1 den Winkel 6 € [0, ri[ zwi-
schen den beiden Geschwindigkeitsvektoren im Ursprung bestimmen:

((=2,2),(2,2)) -4+4 0
cos 0 = = -

"2l 22l 8 8 Y

d.h. 0 = 7. Die beiden sogenannten Kurvenzweige stehen im Ursprung
also senkrecht aufeinander.

. Die logarithmische Spirale (Abb.29.5

I: R = R?, I(p) = (¢” - cos ¢, € - sin @)

bildet mit jeder Geraden durch den Ursprung an jedem ihrer Schnitt-
punkte den gleichen Winkel, namlich 45°.

Beweis. Ubungsaufgabe. i
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’ ’
’

Abbildung 29.5. Eine logarithmische Spirale und deren Schnittwinkel mit einer Ge-
raden durch den Ursprung.

3. Alle Ellipsen zu zwei festen Brennpunkten (siehe dazu Bemerkung|25.13)
bilden in all ihren Schnittpunkten mit Hyperbeln zu den selben Schnitt-
punkten jeweils rechte Winkel (siche Abb.[29.6). Mit der obigen Definition
ist dies etwas anstrengend nachzuweisen; wir verweisen auf S.
5] fiir einen wesentlich einfacheren Zugang zu diesem Spezialfall.

Abbildung 29.6. Ellipsen und Hyperbeln mit gemeinsamen Brennpunkten stehen in
allen Schnittpunkten senkrecht aufeinander.

29.2 Rektifizierbarkeit und Bogenlinge

Wir kennen aus der Schule die Umrechnung eines Winkels in sein Bogenmaf3.
Dieses ist am Einheitskreis einfach die Lange des Kreisbogens, der zu dem
gegebenen Winkel gehort.

Wir mochten hier nun einer Kurve bzw. einem Kurvenabschnitt (Bogen)
sinnvoll eine Lange zuweisen. Insbesondere soll diese Lange im Fall von



412 29 Kurven im R"

Strecken und dem eben angesprochenen Kreisbogen mit dem uns Bekannten
Zusammenpassen.

Hierzu betrachten wir, wie schon Archimedes vor mehr als 2000 Jahren,
zundchst eine Approximation der Kurve durch einen stiickweise linearen
Linienzug:

Bemerkung 29.8 (Polygonapproximation). Seien [a,b] C R ein abgeschlos-
senes Intervall, f: [4,0] - R" eine Kurve unda =y <t < -~ <t, =b
eine Unterteilung. Dann konnen wir den Polygonzug durch die Punkte
f(to), f(t1), ..., f(t,) als Approximation der Kurve ansehen (Abb.[29.7). Die
Léange des Polygonzuges ist:

Pilto,,t) = Y If(8) = f(tn)ll
k=1

Abbildung 29.7. Polygonapproximation einer Kurve.

Damit kénnen wir nun sinnvoll die Lange einer Kurve definieren:

Definition 29.9. Eine Kurve f: [a,b] — R" heifst rektifizierbar mit Bogenlinge
L eR, wenn Ve > 0ein 6 > 0 existiert, so dass fiir jede Unterteilung a =ty < t; <
-++ < t, = bmit Feinheit < 0 (d.h. |t; — tj1| <OV 0 <i <) gilt:

\Pf(to, ..., 1) — LI < €.

Der Begriff Bogenldange wird statt Kurvenldnge (wie man hétte vermuten
konnen) verwendet, da sich die Lange eines Bogens auch definieren lasst,
wenn die Kurve nicht nur auf einem abgeschlossenen Intervall [g, b], sondern
auf ganz R definiert ist. Den meisten Kurven, die auf einem solchen abge-
schlossenen Intervall definiert sind, konnen wir eine Linge zuweisen, wie
der folgende Satz zeigt:

Satz 29.10. Jede stetig diffbare Kurve f : [a,b] — IR" ist rektifizierbar mit Bogen-
linge

b
L=ijth
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Bevor wir dies nachweisen, zunichst ein Beispiel:

Beispiel 29.11. Wir betrachten f : [4,b] — R?, f(t) = (cost,sint). Das Bild
von f ist bekanntlich ein Kreisbogen (Abb. 29.8).

)

/J(a.) A
ez

Abbildung 29.8. Berechnung der Bogenldnge eines Kreises.

Die Bogenldnge von f ist:

b b
L=f Ilf’(t)lldt=f ||(—sint, cos t)|| dt
a a
b b
zf Vsin2t+cosztdt:fldt:b—a.

Dies passt mit der aus dem Schule bekannten Bogenmaf3 eines Winkels zu-
sammen, denn fiir 2 = 0 und b = 27t erhalten wir tatsachlich 2t und entspre-
chendes fiir andere Werte von b.

Analog zu obiger Rechnung ergibt sich, dass der Kreis mit Radius 7,
g:10,2n] — R?, g(t) = (rcost,rsint),
die Bogenlidnge fozn rdt = 2mr hat.

Hilfssatz 29.12. Sei f: [a,b] — R" stetig diffbar. Dann gilt: Y ¢ > 036 > 0, so

dass: - F(0)
|01 pp) <

Vt, 7 € [a,b] mit 0 < |t — 7| < 6.

Beweis. Die Koordinatenfunktionen von f sind nach Voraussetzung stetig
diffbar. Daher sind die f/: [4,b] — R gleichmifig stetig (siehe Definition13.8
und Satz|13.10), also: Y& > 036 > 0, so dass:

If/(s) = f/()] < & Vt, s mit |t — 5| < 0.

Vorlesung vom:
16. Oktober 2009
Qualitétsstand:
zweite Version
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Der Mittelwertsatz|10.5/liefert:
fith) = o) _

t—1

fi(s)
fur ein gewisses s € [1, t]. Also:

OO po| = 150 - o<

Summation ergibt:

|f0-so FO=FO ol < i
t—1 t—1

- f(®

S\/ﬁ‘m.ax
1

Wir hétten oben statt € auch & = ‘/iﬁ wihlen konnen. Damit folgt die Behaup-
tung. O

Damit konnen wir nun den Satz tiber die Rektifizierbarkeit stetig diffbarer
Kurven angehen:

Beweis (des Satzes|29.10). Sei € > 0 vorgegeben. Aus der Approximation des

Integrals durch Riemannsche Summen (siehe Definition|[13.1 und Satz[13.7)
wissen wir: 4 61 > 0, so dass:

&
< —
2

b r
[ uronds= Y e -
a k=1

fur alle Unterteilungen a =ty < f; < --- < t, = b mit Feinheit < 0;. Nach dem
Hilfssatz|29.12 existiert ein d mit 0 < § < §; mit:

flte) = f(te1) €
‘ Be—tr f (tk)H = 2(b—a)
Dies ergibt:
hmm—ﬂmm—wmwransﬁﬁgm—mn

Summation tiber alle Teilintervalle liefert:
r r ) e e
| Y500 = Sl = F 0 = el | < 55— 0= = 5.
k=1 k=1
Daraus folgt insgesamt mit der Dreiecksungleichung in RR:

b
E €
Pyloreeost) = [P O] <5+ 5=
|f0kaf |22

fiir alle Unterteilungen mit Feinheit < 0. O
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Korollar 29.13. Jede stiickweise stetig diffbare Kurve ist rektifizierbar.
Beispiel 29.14. Die Zykloide ist die Kurve:
fiR— R?, f(t) = (t —sint, 1 —cost).

Sie beschreibt die Bewegung eines festen Punktes auf einem rollenden Rad
mit Radius 1 (Abb.[29.9).

A
NIV 4

Abbildung 29.9. Die Zykloide.

Wir berechnen die Lange des Bogens der Kurve, die entsteht, wenn sich das
Rad genau einmal dreht: f’(t) = (1 — cost,sint), also

t
Ilf(OIF = (1 - cost)® +sin’t =2 —2cost = 4sin? 5

mit Hilfe einer trigonometrischen Formel. Fiir die Bogenldnge L ergibt sich
damit, da sin £ > 0 fiir t € [0, 27]:

271 f T
sz Zsin—dt=4f sinu du =8
0 2 0

mit u = %, also du = %. Bewegt sich ein Auto also um 2nt = 6.28 Meter, so
bewegt sich ein Punkt auf dem Rand eines seiner Rader um 8 Meter.

Es stellt sich die Frage: Ist jede Kurve rektifizierbar? Die Antwort ist nein,
wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 29.15. Die Kurve

0,0), t=0,

:[0,1] - R>,¢
y:[011 = H{(t,t-cos(%), t#0,
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ist stetig, aber nicht rektifizierbar. Formal mochten wir das hier nicht bewei-
sen, doch was sollte die Lange L sein? Jedenfalls gilt (siehe Abb.129.10):

1 1 1 1
L>2 2n+2 37z+2 4n+2 5n+

Aber der Grenzwert };°; 1 existiert nicht.

Abbildung 29.10. Eine nicht rektifizierbare Kurve.

Es gibt sogar Kurven, wie die im folgenden Beispiel, die keine Kurven im
anschaulichen Sinn sind, die ndmlich als Bild im R? ein Flichenstiick haben.

Beispiel 29.16 (Peano-Kurve). Wir konstruieren eine surjektive stetige Ab-
bildung vom Intervall [-1,1] C R auf das Dreieck im IR*> mit Ecken (-1,0),
(1,0), (0,1) vermoge Intervallschachtelung (Abb.[29.11).

— N AN

Abbildung 29.11. Definition der Peano-Kurve.

Fiir jede reelle Zahl r € [-1, 1] haben wir dann eine bzw. moglicherweise zwei
Intervallschachtelungen und zu diesen eine bzw. zwei Schachtelungen von
Dreiecken. Der Punkt im Durchschnitt der Schachtelungen der Dreiecke sei
der Bildpunkt ¢(r). Eine bemerkenswerte Eigenschaft der Abbildung ¢ ist:
@ ist stetig und surjektiv. Dies zeigen wir hier nicht; in einer Ubungsaufgabe
werden wir aber nachweisen, dass solche Kurven (genannt Peanokurven)
nicht rektifizierbar sind.



29.2 Rektifizierbarkeit und Bogenlange 417

Definition 29.17. Sei f: [a,b] — R" eine (stetig diffbare) Kurve und ¢: [a, ] —
[a,b] eine monoton steigende bijektive (stetig diffbare) Abbildung. Wir sagen, die
Kurve g = f o @: [a, f] = R" geht aus f durch Parameterwechsel hervor.

Wir interessieren uns fiir Eigenschaften von Kurven, die nicht von der Para-
metrisierung abhédngen. Beispielsweise gilt:

Satz 29.18. Die Bogenlinge einer stetig diffbaren Kurve hingt nicht von der Para-
metrisierung ab.

Beweis. Die Bogenldnge ist: L = fu ’ ILf" (D)l dt. Sei t = p(u) ein stetig diffbarer
Parameterwechsel. Es gilt:

Kettenregel

B B
f I(F o @) (o)l du f IF (@) - ' (o)l du

@' (1)=0

B
f I @)l - ¢ () du

- ()
Substitutionsregel i
S O

O

Definition 29.19 (Parametrisierung nach Bogenlange). Sei f: [a,b] — R" ste-
tig diffbar mit f'(t) # 0V t € [a, b]. Dann ist die Funktion

t
olt) = f IF ol dt

streng monoton und diffbar mit ¢'(t) # 0 ¥Vt € la,b[ und definiert eine Bijektion
@: [a,b] = [0, L], wobei L die Bogenlinge von f beschreibt. Die Umkehrabbildung
Y := @711 [0,L] - [a,b] liefert die Parametrisierung g = fo1: [0,L] — R". Diese
heifit Parametrisierung nach Bogenlinge. Es ist iiblich, den Parameter in dieser
Parametrisierung mit s zu bezeichnen: s — g(s).

Bemerkung 29.20. Ist g: [0,L] — " eine Parametrisierung einer Kurve
f:[a,b] — R" nach Bogenldnge, so hat fiir [s1,s2] € [0,L] die Teilkurve
g|[s1 o] [s1,52] = R" die Bogenldnge s, — s1.

Beweis. Seien ¢: [a,b] — [0,L] und ¢ = (p‘1 wie in der Definition. Ferner
seien t; = 1(s1) und t, = (sz). Dann ist auch
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@: [t1, 0] = [0,50 = 51], > @(t) — 51

eine Bijektion mit Umkehrabbildung 1) und g|[ 1= fo:[0,50-51] » R"

nach Bogenldnge. Diese ist dahers; —s;. O

0,,5—%1

die Parametrisierung von f |[t bl
1,02

Beispiel 29.21. Sei f: [0,2n1] — R?t — f(t) = (rcost,rsint) ein parametri-
sierter Kreis mit Radius 7. Dann ist ||f'(t)|| = 7 - Vsin®t + cos? t = r und:

271
fo Ilf' (Bl dt = 27

Die Bijektion ¢: [0, 2] — [0, 2mtr], t + t-r hat die Umkehrfunktion i(s) = %-s.
Die Parametrisierung nach Bogenldnge ist also:

g:10,2nr] — R?, s (fo P)(s) = f(;) = (rcos ;,rsin ;)

Satz 29.22. Sei g: [0, L] — R”" eine Parametrisierung nach Bogenlinge (d.h. insbe-
sondere g(s) # 0V s). Dann hat der Geschwindigkeitsvektor (Abb.29.12) T(s) = g’(s)
die Liange ||T(s)|| = 1.

7Cs)

Abbildung 29.12. Der Geschwindigkeitsvektor einer nach Bogenldnge parametrisier-
ten Kurve.

Beweis. Wegen der Bemerkung|29.20 ist:

52
f Ig’(s)Il ds = s —s1 V51,5, € [0, L].

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung|13.12 folgt: Es existiert ein
& € [s1,7], so dass

f 18" ()l ds = 1Ig" (O - (52 = 51),

also ||’ (&)l = 1. Da dies aber fiir alle sq, 5, € [0, L] gilt, folgt: [|g’(s)l =1Vs. O
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29.3 Krimmung

Definition 29.23. Sei g: [0,L] — R" eine zweimal stetig diffbare Kurve, pa-
rametrisiert nach Bogenlinge. T(s) = g’(s) heifst Tangentialvektor der Kurve.
K = x(s) = |T"(s)l| (kappa) heif$t Kriimmung der Kurve im Punkt g(s). N(s) = Z((:'))

heifit Normalenvektor (definiert, wenn «(s) # 0). Also: T'(s) = x(s) - N(s).

Bemerkung 29.24. Tatsédchlich steht der Normalenvektor N, wenn er defi-
niert ist, senkrecht (auch normal genannt) auf dem Tangentialvektor T. Nach
Definition der Parametrisierung nach Bogenlinge gilt namlich 1 = (T, T), d.h.
diese Funktion ist konstant, so dass ihre Ableitung verschwindet. Nach der
Produktregel ergibt sich daher: 0 = (T, T))" =<T", T) + (T, T") = 2x(T,N), d.h.
N.1T.

Beispiel 29.25. 1. Ein Kreis mit Radius r: s +— (rcos $,7sin?) = g(s). Dann
ist: T(s) = g’(s) = (= sin ,cos }) und somit T"(s) = %(— cos 2, —sin ?), also
K= % und N = (- cos 3, —sin }) (Abb.[29.13).

o0
SIa

&

Abbildung 29.13. Kriimmung, Normalen- und Geschwindigkeitsvektor am Kreis.

2. Sei f eine Kurve mit der Eigenschaft x = 0 und T” = 0. Dann gilt: Die
Kurve ist eine Gerade.

Bemerkung/Definition 29.26. Im Fall von ebenen Kurven kann man x mit
einem Vorzeichen versehen: Wir wahlen N(s), so dass (T(s), N(s)) € SO(2). Um
jetzt die Gleichung T’(s) = «x(s) - N(s) immer noch zu erfiillen, muss «(s) jetzt
ggf. ein Vorzeichen bekommen. Ist dieses positiv, so heifit die Kurve in diesem
Punkt positiv gekriimmt; ist es negativ, so heifit sie in diesem Punkt negativ
gekriimmt. Fiir ebene Kurven ist der Kreis mit Mittelpunkt g(s) + %N (s) und
Radius r = 1 der Kreis, der die Kurve in g(s) am Besten approximiert. Er heifit
Kriimmungskreis; siche Aufgabe|29.4 fiir ein Beispiel.

Mit Hilfe der Kriimmung kann man folgende interessante Kurve definieren:

nicht oder nur knapp
vorgefiihrt
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Definition 29.27. Ist f eine Kurve mit Kriimmung x(s), so heifst

S (K(S), K’(S))
Problem: die charakteristische Kurve von f.
Bsp und Bild char.
Kurve

Satz 29.28 (von Cartan, hier ohne Beweis). Zwei Kurven ¢ und § in R* ge-
hen durch eine euklidische Bewegung auseinander hervor genau dann, wenn ihre
charakteristischen Kurven iibereinstimmen.

Ahnliche Sitze charakterisieren, ob Kurven durch sogenannte affine oder
projektive Transformationen auseinander hervorgehen. Charakteristische
Kurven finden in der Bilderkennung Anwendung (siehe beispielsweise

[COS*98])).

29.4 Kurven im R3

Definition 29.29. Sei g: [0,L] — R® eine Kurove, die nach Bogenliinge parametri-
siert ist. Dann ist N L T. Wir withlen nun B € R3, so dass (T, N, B) eine orientierte
Orthonormalmatrix (€ SO(3)) bilden (Abb.[29.14). B heifit Binormalenvektor und
das Tripel (T, N, B) Fresnelsches Dreibein.

4

o

f@nééoﬁﬂ 3’.&0-«
2 A=CT 7> = N LT doner

Abbildung 29.14. Das Fresnelsche Dreibein einer Kurve im IR®.

Um einen Binormalenvektor zu berechnen, ist hdufig das Folgende hilfreich:

Definition 29.30 (Kreuzproduktim R3). Seiena = (ay,a,a3)  undb = (b1, by, b3)! €
R zwei Vektoren. Dann ist das Kreuzprodukt der Vektor

ﬂ2b3 - El3b2
axb= a3b1 —a1b3

arby — axby
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Die folgenden Eigenschaften sind nicht schwer nachzupriifen, so dass wir
uns auf den Nachweis einer einzigen beschrdnken:

Elementare Eigenschaften 29.31. 1. a X b steht senkrecht auf a und b.

2. |la x bl| ist die Grofe (d.h. der Flicheninhalt) des Parallelogrammes, das von a
und b aufgespannt wird.

3. Es gilt: det(a,b,a X b) = |la x b||*.

4. Es gelten die folgenden Rechenregeln:
o ax(b+c)=axb+axXec,
e (a+b)Xc=axc+bxcg,
e (Aa)xXb=A(axb)=ax(Ab),

e bxa=-axbh.

Beweis. 1. Wir betrachten die Determinante:

ay ay bl
0 = det|ay ap by
as as b3

Entw. nach 3. Spalte
= ay(azbz — azby) — ax(a1b3 — byaz) + az(arby — axby)

= {a,a X b).

Also:a L (a x b) (und b genauso).
O

Die in der folgenden Beziehung zwischen Binormalenvektor und Normalen-
vektor auftretende Torsion misst, wie weit die Kurve von einer ebenen Kurve
entfernt ist:

Proposition/Definition 29.32. B'(s) = ©(s)N(s) fiir eine gewisse Funktion 1(s).
7(s) heif$t Torsion der Kurve im Punkt g(s).

Beweis. Es gilt: 1 = (B, B). Dies liefert: 0 = ((B,B))" = (B’,B) + (B,B’) =
2(B’,B) = B’ L B. Da T,N,B eine Orthonormalbasis bilden, folgt: B =
a(s)T +t(s)N fiir gewisse a, T. Wir miissen noch zeigen, dass gilt: « = 0. Dafiir
bemerken wir zunichst: 0 = (T, B) = (T, T X N). Dies liefert:

0=(T,B)) =(T",B) +(T, B')

=(xkN,B) +({T,aT + tN) = (T, T) = a1,
—_———
=0

da auch (T,N) = 0. ]

nicht oder nur knapp
vorgefiihrt
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Aufgaben

Aufgabe 29.1 (Bogenlinge). Seien r,c € R,r > 0 und R € R,R > 0. Seien
ferner
f:10,2n] — R3, t > (rcost,rsint,ct)

und
¢:[0,2n] - R?, t > R (t —sint, 1 — cost)

gegeben.

1. Berechnen Sie die Bogenldangen von f und g.

2. Parametrisieren Sie f und g nach Bogenlidnge.

Aufgabe 29.2 (Winkel eines Graphen einer Funktion zur x—Achse). Geben
Sie eine Formel fiir den Winkel zwischen einem Graphen (t, f(t)) einer Funk-
tion f: R — R und der x—~Achse im Punkt #j, abhédngig von der Steigung
f’(tp) in diesem Punkt, an.

Aufgabe 29.3 (Kriimmung eines Graphen einer Funktion). Wir betrachten
den Spezialfall einer ebenen Kurve, die in der Form

filabl - R, x o (2, y(x)
geschrieben werden kann (also einen Graphen einer Funktion).

Zeigen Sie, dass fiir die Kriimmung dann gilt:

W
= T R

Aufgabe 29.4 (Kriimmungskreis). Berechnen Sie mit Hilfe des Computeral-
gebrasystems MAPLE fiir die ebene Kurve (x,x*) ¢ R? die Kriimmungen in
x=0,-1,1,-1,1, 4, -2 und plotten Sie die Kurve und die Kriimmungskrei-
se.

Aufgabe 29.5 (Kriimmung einer ebenen Kurve). Wir betrachten den Spezi-
alfall einer ebenen Kurve, die parametrisiert gegeben ist:

f:la,b]l = R%, t e (x(t), y(t)).

to do: priife, ob zu Zeigen Sie, dass fiir die Kriimmung dann gilt:

schwierig

_ Xy - "y’ )

K(x) 5
(@ () + y'(£))2
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Aufgabe 29.6 (Die charakteristische Kurve einer ebenen Kurve). Wir de-
finieren die charakteristische Kurve einer nach Bogenldnge parametrisierten
ebenen Kurve [a,b] = R?, s — (x(s), y(s)) als die ebene Kurve

[a,b] > R?, s+ (K(S), ‘;—’S‘(s)).

1.Seien f:[0,1] — R? s +— (x1(8),y1(s)) und g: [0,1] —» R? s —
(x2(5), y2(5)) zwei ebene Kurven. Zeigen Sie: Geht g durch eine orthogona-
le Bewegung aus f hervor, dann stimmen die charakteristischen Kurven
von f und g berein.

2. Seir € IR. Bestimmen Sie die charakteristische Kurve der nach Bogenldnge
parametrisierten Kurve

g:[0,2nr] > R?, t > (rcos(L), rsin(L)).

3. Bestimmen Sie die charakteristische Kurve von

h:[0,2n] > R?, s+ (4sint, cost).

Aufgabe 29.7 (Der Newtonsche Knoten). Wir betrachten die Menge M :=
{(x,y) € R? | y* = x* + x*} C R%. Zeigen Sie, dass die Kurve f: R > R?, t -
(> = 1,13 — t) surjektiv auf M abbildet.

Hinweis: Betrachten Sie Geraden durch den sog. Doppelpunkt (0, 0).

Aufgabe 29.8 (Winkel zwischen Kurven). Wir betrachten eine sogenannte
logarithmische Spirale

I: R — R?, I(p) = (¢” - cos @, e - sin )
und fiir jeden festen Winkel ¢ die Geraden

0,1), fallsqp = 7 + nnfiireinn € Z,

‘R - R? =
8: R =R g() {(t,tan(p-t), sonst.

Zeigen Sie:

1. Fiir jedes ¢ € R liegt der Punkt /() € R? auf der Geraden g,.

2. Der Winkel a,, € [0, t[ zwischen den Kurven [ und g, im Punkt [(¢p) ist
unabhéngig von ¢, ndmlich a, = 7 fiir alle ¢ € R.
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Funktionen auf R”

Vorlesung vom:
21. Oktober 2009
Qualitétsstand:
zweite Version

Sei D ¢ R", f: D — R eine Funktion. Wie konnen wir uns f veranschauli-
chen? Wir stellen hier zwei Moglichkeiten vor: den Graph von f und Niveau-
mengen.

30.1 Erste Definitionen und Beispiele

Definition 30.1. Wir nennen

[r:={(x,y) € DXR] f(x) = y}

den Graph von f.

Beispiel 30.2. 1. f(x1,x) = x3 — x1X (s. Abb.[30.1} links).
2. f(x1,x2) = x2 + x5 (s. Abb.[30.1] rechts).

Abbildung 30.1. Zwei Graphen von Funktionen.
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Definition 30.3. Sei f: D — R, ¢ € R. Wir nennen
Ne(f) :=={xe D] f(x) = ¢}

die Niveaumenge von f zum Niveau c. Falls n = 2 (also D C R?), so heifdt diese
Niveaumenge auch Niveaulinie, falls n = 3 Niveaufliche.

Beispiel 30.4. 1. f(x1,x2) = x3 — x5 — X (s. Abb. links).
2. f(x1,X2) = x3 + x5 (s. Abb.[30.2, rechts).

M;(F’) ced

A ARG

A (€]
VA

Abbildung 30.2. Niveaulinien zweier Funktionen.

Bemerkung 30.5. Der Definitionsbereich D von f soll moglichst einfach, z.B.
“echt n-dimensional” sein.

30.2 Offene und abgeschlossene Mengen

Definition 30.6. Zu a € R" und r > 0 heifst
By(a):={x e R" | |lx —a|l <}
der offene Ball mit Radius r.
B,(a) := {x e R" | lx —al| < 1)
heifit abgeschlossener Ball um a mit Radius r.
Definition 30.7. Sei U C R" eine Teilmenge. U heifst offen, wennVae U e >

0, so dass B.(a) € U. Sei A C R" eine weitere Teilmenge. A heifst abgeschlossen,
wenn R™\A offen ist.

Beispiel 30.8. B,(a) ist offen, B,(a) ist abgeschlossen.
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Definition 30.9. D C R" heifit beschrinkt, wenn es ein v > 0 gibt, so dass gilt:
D c B,(0). Eine abgeschlossene und beschriinkte Teilmenge K C IR” heifit kompakt.

Definition 30.10. Zu einer beliebigen Teilmenge D C IR" bezeichnet

o

D:={xeR"|de>0B.(x) Cc D}

die Menge der inneren Punkte (oder kurz: das Innere) von D.

D:={xeR"|B.(x)ND#0VY ¢ >0}
heifit Abschluss von D und

JD = 5\5
Rand von D.

Beispiel 30.11. B,(a) istder Abschluss von B,(a) und dB,(a) = {x € R" | |[x—al| =
r} ist die Kugeloberfladche.

In der Regel werden wir offene Mengen als Definitionsbereich nehmen, even-

tuell Mengen mit D = D. Analog zum univariaten Fall (Def. ??) konnen wir
den Begriff einer stetigen Funktion einfiihren:

Definition 30.12. Sei D ¢ R", f: D — R eine Funktion. f heif$t stetigina € D C
R", wenn

Ve>0 J6>0: |f(x)-f@)|<eVxeDmit|x—al<oé.

Satz 30.13. Summen, Produkte und Quotienten (wo sie definiert sind) stetiger Funk-
tionen sind stetig.

Wir geben keinen Beweis, weil dieser analog zum Fall einer Verdnderlichen
ist. Wenigstens ein kleines Beispiel dazu:

Beispiel 30.14. f(x1,x2) = ist stetig.

2+ 2+1

30.3 Differentiation

Sei f: U — R eine Funktion, wobei U offen ist. Wir stellen nun zwei Kon-
zepte vor, die die Differentiation in einer Variablen auf hohere Dimensionen
verallgemeinern: partielle Differentiation und totale Differentiation.



428 30 Funktionen auf R”

30.3.1 Partielle Differentiation

Definition 30.15. Seien f: U — R, a = (a1,...,a,) € U. Dann heifit f in a
partiell nach x; differenzierbar (kurz partiell nach x; diffbar), wenn die Funktion
in einer Variablen

xXiv f(a, ..., aim1,Xi, Ais1, - ., 0y)

nach x; differenzierbar ist. Dann bezeichnet

af . flar,...,ai+h,...,a,)— f(a1,...,4i,...,0a,)
8xi(a) T hli% h

die partielle Ableitung von f nach x;.
‘o _ 3 . 9 _ a2 of _
Beispiel 30.16. f(x1,x2) = x] — x1x2. Dann gilt: 7o =3x] — X, g = X1

Definition 30.17. Ist f: U — R, U offen, in jedem Punkt nach allen Variablen
partiell diffbar, dann heifit f partiell differenzierbar auf U (kurz: partiell diffbar
auf U).

Der Vektor
af
ox 1

d
(a),... —f(a)

Vf(@) = (grad f)(@) = o

heif$t Gradient von f im Punkt a € U.

Definition 30.18 (hhere partielle Ableitungen). Sei f: U — R in U nach x;
partiell diffbar und g—i: U — R partiell nach x; diffbar, dann bezeichnet

’f

U —->R
3x]' 8x1- -

die j-te partielle Ableitung von g—}{i.

Das folgende Beispiel zeigt, dass wir im Allgemeinen die Reihenfolge der
Ableitungen hierbei nicht vertauschen dtirfen:

Beispiel 30.19. Sei

2_.2
xﬂz%, falls (x1,x2) # (0,0),

(x1,%2) =
feam) =3, falls (x1,%2) = 0.

Im Nullpunkt gilt dann: 55(0,0) = 0, £(0,0) = 0, da f(x1,0) = 0, f(0,x,) = 0.

Ferner ist:
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of (3 + xé)(xz(x% -x2)+ x1x22x1) — 2001 (x1202) (¥ — x3)
ox1 (] +x3)?

44 2
X -+ 4x2x3

2 2\
(x7 +x3)

*f _d (Of 3
——=—(0,0 (a—xl(o,xz)) =5

N d (—Xg): d

axz axl( ! ) axz

1
X

E(—xz) =-1

Andererseits: %(0,0) = 1 wegen der Symmetrie von f: f(x1,x) =
—f(x1,x2). Im Allgemeinen gilt also:

’f ’f
axi ax]‘ * 8xj axi ’

Gliicklicherweise gibt es aber viele Situationen, in denen das Vertauschen der
Reihenfolge doch richtig ist:

Satz 30.20. Sei f: U — R zweimal stetig partiell diffbar, dann gilt:

’f B ’f
Ix; Jx; - ox;jox;’

Beweis. Siehe z.B. Forsters Analysis 2 Buch [For08b]. O

Korollar/Definition 30.21. Unter der Voraussetzung dieses Satzes ist also die
Hesse-Matrix

i T B

Hess(f) _ ( 82f ) ~ (ax:g dx1 0x | odx1 dx,
ox; dx;/ij aéf : 2f

Ix, Ix1 (9x,)?

symmetrisch.
Beispiel 30.22. Sei f(x1,x2) = x1 sin(x, + x1). Dann ist der Gradient
grad f = (sin(x1 + Xp) + X1 cos(x1 + x2), xq cos(xy + xz))

und die Hesse-Matrix:

2 cos(x1 + x2) — x1 sin(xy + x3)  cos(x1 + x2) — x1 sin(xy + x3)
cos(x1 + Xz) - X1 SiI’l(Xl - Xz) —X1 SiI’l(Xl + Xz) ’
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30.3.2 Totale Differentiation

Das zweite Konzept, das die Ableitung in einer Variablen verallgemeinert,
beruht auf der Grundidee, die Ableitung als beste lineare Approximation
aufzufassen (s. Abb.[30.3). Wir verallgemeinern dieses Konzept gleich auf
Abbildungen

f:U—-R", UCR" offen.

Abbildung 30.3. Ableitung als beste lineare Approximation.

Definition 30.23. f: U — R", f = (fi,...,fu) heift ina € U C R™ total
differenzierbar (kurz: total diffbar), wenn es eine lineare Abbildung x — A-x, A €
IR™™, ¢ibt, so dass fiir den Fehler ¢, definiert durch

fla+x) = f(a)+ Ax + ¢(x)

die Bedingung
lim M =

x=0 [|xll

erfiilltist. A =: Df(a) =: ] ¢(a) heif$t dann die Jacobimatrix (oder das Differential)
von f in a.

0

Dass die Jacobimatrix tatsdchlich eindeutig ist, ist nicht schwierig nachzuwei-
sen. Im Eindimensionalen ist A einfach eine Zahl, und zwar die Ableitung an
der Stelle a, und es gilt: f(a + x) = f(a) + f'(a) - x + @(x).

Beispiel 30.24. Sei g: R” — R, g(x) = x'-C-x, C € R™" mit C = C' symme-
trisch. Sei ferner a € R". Dann gilt:
gix+a) = (x+a)'C(x+a)= a"Ca+2a"Cx+ x'Cx.
~—— ——
q(a) )

Auflerdem ist:

[lx* Cadll = 1€, CII < Ilxll - ICxll < NIC - [ (30.1)
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Hierbei ist ||C|| die sogenannte Matrixnorm von C, definiert duch

IC|| ;== max ||Cx]|.
xeR", |lxl=1

Damit gilt ||C - x|| = [|C - = - Ilxll]| < IICII - llx]l, so dass tatsachlich erfiillt

Il
ist. Insgesamt folgt also: '

)
L <ol ol = 0

llxll

und 24t C € R™" ist die Jacobimatrix.
Vorlesung vom:
23. Oktober 2009
Satz 30.25 (Kettenregel). Seien U C R" offen, f: U — R", f(U) c V c R™, V  Qualititsstand:
offen, g: V. — RE. Ist f in a total diffbar und g im Punkt b = f(a) total diffbar, dann ~ zweite Version
ist die Komposition h = g o f: U — R¥ im Punkt a total diffbar und es gilt fiir das
Differential:
Dh(a) = Dg(b) - Df (a).

Siehe auch Abbildung|30.4.

4:80[

&
{ R
fDﬂ(aJ @

J(é)

——
Dh(a)=& Dy (&) Df ()

Abbildung 30.4. Die Kettenregel.

Beweis. Sei ¢ der Fehler fiir f und iy der Fehler fiir g. Dann: f(x +a) =
fa) + Ax + p(x), g(y +b) = g(b) + By + i(y). Daraus folgt:

(go f)lx+a)=gb+Ax + p(x))

N—
y

= 8(b) + B(Ax + ¢(x)) + P(Ax + ¢(x))
= ¢+ BAx + Bp(x) + P(Ax + ¢p(x)) .

n(x)
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Es gilt weiterhin:
1Bl i@l
PR <l R S o,
llxll llxll - x—0
da f diffbar ist. Somit folgt:

Il (Ax + () 1A + o) o)
— T =e(x) ———— < (@) - (Al + —=) = 0,
I ( i @ -(lai+ ) =2,
wobei e(x) = W — 0, da g diftbar. O

Korollar 30.26. Die Eintriige der Jacobimatrix A = Df(a) = (a;;) sind die partiellen
Ableitungen der Komponentenfunktionen: a;; = %(”)' Also: J(a) = (%(a)).

Beweis. Fiir ein festes Paar (i, j) betrachten wir:
e:R—R", x; - (ay,...,a801,%, 011, .. ,0,)
g R" =R, (yi,.--,Ym) = Yj.

Dies sind lineare Abbildungen. Es gilt: De = (0,...,1,...,0)! =: ¢;' (1 an der
i-ten Position) und Dg = (0, ...,1,...,0) =: ¢; (1 an der j-ten Position). Damit
gilt nun:

D(g o foe)a) = Dg(f(a)) - Df(a) - De(a;)
=ej- Jr(@) e = aj.
Andererseitsist (go foe)(x;) = fi(a1,...,ai-1,Xi,...,a,). Nach x; ableiten liefert:

J I
O-,—xi(g o foe)a)= a—Z(ﬂ)-

0

Beispiel 30.27 (Polarkoordinaten). Sei P: (7, p) — (r cos @, r sin ¢), wobei wir
P entweder als Abbildung P: R? — R? oder P: [0,27] X Rso — R? auffassen
(s. Abb.|30.5). Plj2n[x0,.0[ ist injektiv. Es gilt:

_ _[cosp —rsing B
]P_DP_(sin(p rcosqo)’ det]p =r.

Fernerist: ¢: R? - R, ¢(x,y) = x* + y?, also Dg = (2x,2y) und h = go P =12,
d.h. 2 =2rund g = 0. Nun: Dh = Dg(2r cos ¢, 2rsin @) - DP = (2r,0).

Korollar 30.28 (aus Satz|30.25, Korollar|30.26 und Beweis). Sei f: U — R",
Vo R f(U)ycVcR"und h = go f. Dann gilt:

oh, .\~ 08 i
0= ]Z; 3y, (10 @) - 5000
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Abbildung 30.5. Polarkoordinaten.

Bemerkung 30.29. Der Zusammenhang zwischen den Diffbarkeitsbegriffen
ist wie folgt:

= partiell diffbar

stetig partiell diffbar = total diffbar = stetig.

Weitere Implikationen gelten nicht.

Definition 30.30. Seien U C R" offen und f: U — R, a € U und v € R" mit

= fa+h-o) - f@
) a+h-v)— fla
(Duf @) = lim L

heifit Richtungsableitung von f in Richtung v.

Satz 30.31. Sei f: U — R, U C R" offen, total diffbar in a. Dann gilt:

Do f(a) = ((grad f)(a), v).

Insbesondere gilt: Fiir v € S"! := {v € R" | ||[v|| = 1} ist die Richtungsableitung
maximal genau dann, wenn der Gradient grad f(a) in die gleiche Richtung wie v
zeigt.

Beweis. Kettenregel und Geometrie der orthogonalen Projektion auf Rv. 0O

30.3.3 Taylorformel

In einer Variablen ist die Formel

flx+a) = fla) + f'(@)-x+ o)

nur der erste Fall der Taylorformel.
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Wir mochten dies fiir Funktionen f: U — R, U C R” offen, verallgemeinern.
Wir werden f durch Polynome in xy, ..., x,, approximieren. Wie man vermut-
lich erwartet, wird sich dabei herausstellen, dass f’(a) durch die Jacobi-Matrix
ersetzt wird und die Hesse-Matrix in ¢(x) auftaucht. Mit “geschickter” In-
dexnotation ist die Formel am Ende genauso einfach wie in einer Variablen.

Notation 30.32. o = (a1, ..., a,) € IN" nennen wir einen Multiindex. |a| = oy +
-+ + a, heifit Totalgrad von a. Wir setzen x* := x{" - -+ - xy,". Dann bezeichnet

. a\alf ~ alalf
Df* = oxt  (dxqy)d - .- (D)

die a-te (partielle) Ableitung und a! := aq! - - - v\, Fiir |a|-mal steig partiell diffbare
Funktionen kommt es auf die Reihenfolge des partiellen Ableitens nicht an.

Definition 30.33. Sei U C R" offen, a € U. Sei ferner f: U — R k-mal stetig
partiell diffbar. Dann heifit das Polynom

Jal f
(9x)

(x—a)*
Tl

(@)

o<k
das k-te Taylorpolynom von f in a. Es ist das eindeutig bestimmte Polynom,
welches die gleichen Werte fiir die partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k an der
Stelle a hat wie f.

Satz 30.34 (Taylorformel). Sei f: U — R (k+1)-mal stetig partiell diffbar. Dann
gibt es fiir jedes x € IR", das so klein ist, dass die Strecke {a + tx | t € [-1,1]} c U
ist, ein § € [0, 1], so dass:

fla+x) = Z D'/@ X%+ Z D'/ @ (a+ 9-x)x“.

al al
lev|<k la|=k+1

Beweis. Wir betrachten die Funktion g(t) = f(a + t-x) in einer Variablen, die
Taylorformel dort und die Identitét

d'g = D*f(a+tx) ,
W(t) = k'é{—'x ,

welche mit Induktion nach k aus der Kettenregel (der Fall k = 1) folgt. O

Beispiel 30.35. 1.Sei f: U — R, U C R" offen, f zweimal stetig partiell
diffbar. Wie sieht das zweite Taylorpolynom in a = 0 € U aus? Es spielen
£(0), grad £(0) und Hess(f)(0) = (74 (0)) eine Rolle:

£(0) + (grad £(0), x) + %xt Hess(f)(0)x

ist das Taylorpolynom zweiter Ordnung.

_ _ . . _— (x+y)?
2. f(x,y) = e*-e¥ = Y. Das zweite Taylorpolynom in (0, 0) ist: 1+x+y+——.



30.3 Differentiation 435

30.3.4 Extremalstellen

Viele praktische Probleme fiihren auf Optimierungsaufgaben. Auch in der
Situation, dass hierbei mehrere Variablen auftreten, gibt es einen Kalkiil,
dhnlich der Kurvendiskussion im univariaten Fall, um diese anzugehen.

Definition 30.36. Sei f: U — R eine Funktion, U Cc R". f hat in a ein lokales
Maximum (lokales Minimum), wenn ein Ball B,(a) C U existiert, so dass flg,()
in a das Maximum (Minimum) hat. f hat in a ein lokales Extremum, wenn einer
der beiden Fiille eintritt.

In 26.15 haben wir definiert, wann eine Matrix A positiv definit heifst, ge-
schrieben A > 0, ndmlich wenn alle Eigenwerte von A strikt positiv sind,
d.h. wenn Z'Az > 0 Vz € K"\ {0}. Anschlielend haben wir in Satz 26.16
das Hurwitz—Kriterium dafiir bewiesen. Um ein hinreichendes Kriterium
fur Extremstellen geben zu kénnen, benétigen wir nun auch die folgenden
verwandten Begriffe:

Definition 30.37. Eine hermitesche Matrix A € C™" (symmetrisch tiber R) heif3t
positiv semi—definit, wenn alle Eigenwerte von A grofer oder gleich O sind.

A heifit negativ definit bzw. negativ semi—definit (in Zeichen: A < 0 bzw. A <0),
wenn —A positiv definit bzw. positiv semi—definit ist.

A heifit indefinit, wenn keiner der vorigen Fiille eintritt.

Es gibt auch fiir die negative Definitheit ein Kriterium im Stil des Hurwitz—
Kriteriums; dieses ist aber ein wenig komplizierter zu formulieren, als man
denken konnte. Insbesondere ist die Negativitit aller linken oberen Minoren
kein Kriterium fiir die negative Definitheit einer Matrix. Am Einfachsten ist
es daher wohl meist, die Eigenwerte zu berechnen.

Satz 30.38. Sei U C R" offen, f: U — R zweimal stetig partiell diffbar.

1. Notwendig dafiir, dass f in a € U ein lokales Extremum hat, ist, dass

d
@=---= ai(a)zo.

oxy

2. Ist die notwendige Bedingung erfiillt, dann ist hinreichend fiir ein lokales Mi-
nimum, dass die Matrix A = Hess(f)(a) = (%(a)) ’ positiv definit ist. Ist A

i
negativ definit, dann liegt ein lokales Maximum vor. Ist A indefinit, dann ist a
kein lokales Extremum.

Diese Aussage verallgemeinert offenbar direkt die entsprechenden Resultate
aus dem univariaten Fall, ndmlich Satz|10.2 und Satz|10.10. Bevor wir diesen
Satz auf Seite|438 beweisen, zunéchst einige Beispiele:

Vorlesung vom:
28. Oktober 2009
Qualitétsstand:
zweite Version

Problem:
thematisiere: lokales
Extremum im Gegen-
satz zu isoliertes Ex-
tremum!
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Beispiel 30.39. 1. f(x,y) = x> + 12, ‘3—{ =2x =0, Z—ch = 2y = 0. Somit ist
a = (0,0) der einzige Kandidat fiir ein lokales Extremum. Es gilt:

Hess(f)(a) = (g g) > 0.

Also hat f in (0, 0) ein lokales Minimum (Abb. 30.6).

Abbildung 30.6. Ein lokales Minimum.

2. f(x,y) = x*> — y*. Wieder ist der Nullpunkt der einzige Kandidat fiir ein
lokales Extremum. Es gilt:

Hess(f)(a) = (é _02)

Dies ist eine indefinite Matrix. Der Ursprung ist hier also ein sogenannter
Sattelpunkt (Abb. 30.7).

Abbildung 30.7. Ein Sattelpunkt. Es ist auch die Niveaulinie f(x,y) = x> — 1> =
(x —y) - (x + y) = 0 eingezeichnet.

3.Sei f(x,y) = x* + y°. Hier ist ebenfalls a = (0,0) der einzige Kandidat.

Dann ist g—i =2x, Z—J; = 3y%* und
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20 .. e
Hess(f)(a) = 00 (positiv semidefinit).

Der Satz macht fiir diese Situation keine Aussage. Der einzige Kandidat
fuir ein lokales Extremum, der Ursprung, ist aber keines, da flx=0: R —
R, y — 1 kein Extremum hat (s. auch Abb.[30.8).

\

Abbildung 30.8. Die gewohnliche Spitze f(x, y) = x2 + y° als Funktion. Es ist auch die
Niveaulinie f(x,y) = 0 eingezeichnet.

4. Fiir f(x,y) = 22 + y* erhalten wir ebenfalls a = (0,0) als einzigen Kandi-
daten und wieder
20 o e
Hess(f)(a) = (O 0) (positiv semidefinit).
Auch hier macht der Satz keine Aussage. In diesem Fall ist 2 aber offen-

sichtlich ein Minimum (s. auch Abb.[30.9), denn f(x,y) > 0 Y(x,y) € R?
und f(0,0) = 0.

Abbildung 30.9. Die Funktion f(x, y) = x* + y*.

Dies ist analog zum Fall einer Variablen, wo die Funktion f(x) = x* zwar
eine verschwindende zweite Ableitung, aber trotzdem ein Minimum in
x = 0 besitzt. Wir werden hier aber keine analogen Kriterien fiir hthere
Ableitungen aufstellen.
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Zum Satz|8.10l{iber die Existenz von Maximum und Minimum stetiger Funk-
tionen auf einem abgeschlossenen (d.h. kompakten) Intervall gibt es folgende
Verallgemeinerung:

Satz 30.40 (Maximum und Minimum auf einem Kompaktum). Seien K C IR"
eine kompakte Menge und f: K — IR eine stetige Funktion. Dann nimmt f ein
Maximum und ein Minimum auf K an (s. Abb.|30.10).

Abbildung 30.10. Minimum und Maximum werden auf einer kompakten Menge
angenommen. Hier haben beide Maxima den gleichen Funktionswert und werden im
Inneren des Kompaktums angenommen, die unendlich vielen Minima dagegen auf
dem Rand.

Beweis. Sei M := sup{ f(x) | x € K} € ] = o0, 0]. Dann existiert eine Folge
(x")ren, so dass lim, o f(x) = M. Die Folgen der Komponenten (x}) ¢ R
sind jeweils beschrankt. Nach Bolzano-Weierstrass [5.33| existiert daher eine
Teilfolge (x"*)ren, die konvergiert. Der Grenzwert y = limy_, x* € K, da K
abgeschlossen ist. Fiir die Funktionswerte gilt: f(y) = limj_ f(x**) = M
wegen des Folgenkriteriums fiir Stetigkeit (Satz[8.5), da f stetig ist. In y € K
nimmt f daher ein Maximum an. Der Fall des Minimums ist analog. O

Nun zum notwendigen und zum hinreichenden Kriterium fiir Extremstellen:

Beweis (von Satz[30.38).
1. Hat f in a ein lokales Extremum, dann hat die Funktion
git t gi(t) = fla+eit),

wobei ¢; der i-te Einheitsvektor ist, eines in t = 0. Der entsprechende Satz
10.2/in einer Variablen liefert nun ¢/(0) = 0, d.h.:

d i Kettenregel Jd
0=g/(0) = a—gt(()) e &—J{(a).
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2. Es sei (grad f)(a) = 0 und zunichst einmal A = Hess(f)(a) > 0. Die

Taylorformel erster Ordnung fiir f nahe a ergibt, da ¥, %x“ =

f(a) + (grad f(a), x): Es existiert 3 € [0, 1], so dass

2
f(x+a) = f(a)+ <grad f(a), x> + %xt(aji ng (a+ S-x))x

= f(a) + %xtAx + %xtB(x)x,

wobei B(x) - 0 € R™", da f zweimal stetig diffbar ist. Sei nun
x—

t
v Av .
= min ——— = min ||A7|,
veR\0} [[0|2  veRr, |pll=1

das wegen des obigen Satzes|30.40 auch existiert, da die 1-Sphére dB;(0)
kompakt ist. Es gilt > 0, da A positiv definit ist. Mit ¢ := 1 folgt:

46 >0, sodass ||B(x)|| < & Yx mit ||x]| < 0.

Wir zeigen, dass a das Minimum von f|g, ) ist:

f(x+a)— f(a) = %(xtAx+xtB(x)x)
1 2 a2 = T8
> 5 (kP = elldl) = ==l = 0
und Gleichheit gilt genau dann, wenn x = 0.

Die anderen Fille gehen analog. Im indefiniten Fall schrankt man f auf
a + Eig(A, A) mit A positiv bzw. negativ ein.

O

Beispiel 30.41. Wir betrachten f(x,y) = x> — > + x> (Abb.[30.11) und suchen
mogliche Extrema.

Zunichst berechnen wir dafiir die eine partielle Ableitung:

d !
of =2x+3x* =0, also:x=0oderx = —g.
Jx 3
Die andere partielle Ableitung liefert:
of |
B_y =-2y=0=>y=0.

Insgesamt folgt: @ = (0,0) und @ = (—%,0) kommen als lokale Extrema in
Frage. Um Genaueres herauszufinden, betrachten wir die Hesse-Matrix
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=

Abbildung 30.11. Der Newtonsche Knoten R?> — R, (x,y) — f(x,y) = x> —y* +x>: Die
linke Abbildung zeigt einige Niveaulinien, die rechte die Funktion gemeinsam mit
einigen eingezeichneten Niveaulinien.

Hess(f) = (6x(;- 2 _02)

an diesen Stellen:

Hess(f)(0,0) = (g _02) (indefinit),

Hess( f)(—%,O) = (_02 _02) (negativ definit).

Also ist (—%, 0) ein lokales Maximum und (0, 0) kein Extremum.

Aufgaben

Aufgabe 30.1 (Definitheit). Bestimmen Sie, ob die folgenden Matrizen posi-
tiv definit, negativ definit oder indefinit sind:

610-1 2 3 -4-5 1

102171 41228 16| uu

A=1_1 7152) B=|5 .86 s5|R™
2-1-211 1 16 5-35

Aufgabe 30.2 (Offene Mengen). Zeigen Sie:

1. U; c R, i € ] eine Familie von offenen Mengen = | J;; U; offen.
2. Uy, U, € R" offen = U; N U, offen.
3. R" und 0 sind offen.



30.3 Differentiation 441

Aufgabe 30.3 (Abgeschlossene Mengen). Im Folgenden bezeichne ||.|| die
euklidische Norm auf IR”. Wir sagen, dass eine Folge (x,),en im R” zu einem
Punkt p € R" konvergiert (in Zeichen: lim,_,, x, = p), falls gilt: Zu jedem ¢ > 0
gibt es ein v € IN, so dass fiir alle v > v gilt: |lx, — pll < €.

1. Zeigen Sie, dass eine Folge (x,),en genau dann gegen p konvergiert, wenn
fiirjedes j € {1, ..., n} die Folge der j-ten Komponente, (x,;)veN, gegen die
entsprechende Komponente p; von p konvergiert, d.h.:

limx, =p & (Vli_r)goxl,jzp]-\!jzl,...,n).

V—00

2. Zeigen Sie: A C IR" ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir jede konver-
gente Folge (x,),en C A gilt: lim, o x, € A.

Aufgabe 30.4 (Kompakte Mengen). Sei (x,),en eine Folge im IR". Eine Teilfolge
ist eine Folge (a.n))ven, wobei k : IN — IN, v = k(v) eine injektive Abbildung
ist.

Zeigen Sie: Eine Menge K C R" ist genau dann kompakt, wenn jede Folge
(xn)nenw mit Werten in K eine in K konvergente Teilfolge besitzt.

Aufgabe 30.5 (Jacobimatrix). In welchen Punkten ist die Jacobi-Matrix der
Abbildung

f:R® > R (x,y,2) = (4y, 3x* — 2sin(yz), 2yz)

nicht invertierbar?

Aufgabe 30.6 (Taylorpolynom). Bestimmen Sie das Taylorpolynom 3-ter
Ordnung im Punkt (1,1) von:

iR, >R, flx,y) =x"
Aufgabe 30.7 (Taylorpolynom). Bestimmen Sie das Taylorpolynom 3-ter
Ordnung im Punkt (1, 1) von:

xX—y
x+y

f: R0 XRso, f(x,y) =

Aufgabe 30.8 (Ausgleichsgerade).

1. Seien (xi, yx) € R%, k = 1,...,n Punkte in der Ebene. Bestimmen Sie die
Koeffizienten a,b € R der Gerade y = ax + b, so dass

Z(axk +b—- yk)2
k=1

minimal wird. Diese erhaltene Gerade heifst Ausgleichsgerade.
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2. Bestimmen Sie zu folgenden Punkten die Ausgleichgerade und skizzieren
Sie die Punkte sowie die Ausgleichsgerade.

X[ 012345
(092651628389
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Hyperflichen und der Satz iiber implizite
Funktionen

Wir haben schon in der linearen Algebra Beispiele von Flachen kennenge-
lernt, die als Nullstellenmenge von Funktionen in mehreren Variablen defi-
niert sind, ndmlich die Quadriken. In der geometrischen Modellierung und
Visualisierung werden in letzter Zeit aber auch immer mehr Fliachen im
R® verwendet, die sich zwar immer noch als Nullstellenmenge von Funk-
tionen schreiben lassen, wobei diese Funktionen aber nicht unbedingt nur
quadratisch, sondern komplizierter sind. In diesem Abschnitt gehen wir auf
Moglichkeiten ein, wie man die Geometrie solcher Flachen, zumindest lokal,
untersuchen und oft recht gut beschreiben kann.

Definition 31.1. Sei f: R" — R eine (diffbare) Funktion. Dann heifit ihre Null-
stellenmenge

N(f) := No(f) = {a € R"| f(a) = 0}
die durch f definierte Hyperfliche.
Beispiel 31.2. Neben den bereits genannten Quadriken im IR" (siehe Ab-

schnitt 25.2) sind Hyperebenen und Niveaumengen Beispiele fiir Hyperfla-
chen, die wir bereits kennengelernt haben.

Sogar, wenn wir uns auf polynomielle Funktionen beschranken, konnen Hy-
perflachen aber eine sehr komplexe Geometrie aufweisen.

Definition 31.3. Sei X = N(f), f stetig diffbar, eine Hyperfliche und a € X. Ist
n af
f(0) = fla)+ ; 5 @0 =) + oflx = al)

die erste Taylorformel (zum Landau—Symbol o(.) siehe Abschnitt|5.3), so heifit

Vorlesung vom:
30. Oktober 2009
Qualitétsstand:
zweite Version

Problem:
Konkrete Beispiele
und Bilder
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n
of
T,X = {.X eR" | Z a—x](a)(x] - ﬂj) = 0}
j=1

der Tangentialraum von X im Punkt a (s. Abb.|31.1).

rool. £ (a)
@
X

Abbildung 31.1. Tangentialraum und Gradient in einem glatten Punkt einer Flache.

T, X ist der um a verschobene Untervektorraum
{x e R" | (grad f(a),x) =0}.

Ist grad f(a) # 0, so ist T,X eine Hyperebene und X heifSt glatt in a. Andernfalls
heif$it X singuldr in a.

Beispiel 31.4. 1.Sei E = {(x,y) € R*> | ¥ + 2> = 3} = N(f), d.h. f(x,y) =
x? 4+ 2y* — 3 (Abb.[31.2). Einsetzen zeigt, dass (1,1) € E. Der Gradient
grad f = (2x,4y) ist in diesem Punkt grad f(1,1) = (2,4). Die Hyperflache
E ist daher glatt im Punkt (1, 1).

(AR

A

Abbildung 31.2. Tangentialraum und Gradient in einem glatten Punkt einer Kurve.

2. Der Tangentialraum an einer Hyperfliche im IR® beriihrt die Hyperfliche
in der Umgebung eines glatten Punktes nicht unbedingt nur in einem
einzigen Punkt. Dies liegt daran, wie die Flache gekriimmt ist. Wir kénnen
darauf hier nicht weiter eingehen, sondern zeigen nur ein Beispiel: Der
einschalige Hyperboloid x? + y?> — z2 = 1 im Punkt (1,0, 0) (Abb.[31.3).

Der Tangentialraum ist in glatten Punkten eine oft akzeptable Anndherung
an die Hyperflédche.

Frage 31.5. Gegeben seien X = N(f) und a € X ein glatter Punkt. Konnen wir X
nahe a besser darstellen?
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Abbildung 31.3. Eine Tangentialebene an einen einschaligen Hyperboloiden. Auf
unserer Webseite gibt es dazu eine Animation: GIF-Format, SWEF-Format, Genau wie
das Bild wurde die Animation mit unserer Software surfex [HLMO5] erstellt, die unter
www.surfex.AlgebraicSurface.net herunterzuladen ist.

Antwort. Ja, wenn wir die Gleichung f(x1,...,x,) = 0 nach einer Variablen
auflosen konnen. Etwa nach x,,; dann suchen wir eine Funktion g(x1, ..., X,-1),
so dass

f(xll . '/xn—lrg(xll . -/xn—l)) =0.

Beispiel 31.6. Wir betrachten nochmals das Beispiel E={(xy) € R |
x2+2y%-3 = 0}. Die Gleichung kénnen wir nach y auflésen. Fiir nicht negative
y erhalten wir (s. auch Abb.[31.4):

Dies beschreibt die Kurve wesentlich genauer als der Tangentialraum in ei-
nem der Punkte.

Abbildung 31.4. Ein wunderhtibsches Bild.

Der folgende Satz besagt, dass ein solches Auflésen zumindest lokal in der
Umgebung eines Punktes oft moglich ist:

Satz 31.7 (iiber implizite Funktionen). Sei U C R", U offen, f: U — R k-mal
stetig diffbar und a = (ay,...,a,-1,a,) € N(f). Gilt %(a) # 0, dann existieren

Problem:
besseres Bild und
Bildunterschrift!


http://www.math.uni-sb.de/ag/schreyer/LEHRE/0910_MfI3/vorl/pics/hyperboloid_one_sheet_tangsp.gif
http://www.math.uni-sb.de/ag/schreyer/LEHRE/0910_MfI3/vorl/pics/hyperboloid_one_sheet_tangsp.swf
http://www.surfex.AlgebraicSurface.net

Problem:
Bild wesentlich infor-
mativer machen!
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offene Umgebungen V' C R"™ von (ay,...,a,-1) = a’ und V” c Roon a, = a”
mit V' x V" c U (s. Abb. 31.5) und es existiert eine Funktion g: V' — V" Cc R
mit g(a’) = a”" und

1. f(x1, .0, Xnm1,8(x1, oo, Xpm1)) = O VXY = (X1,...,Xp1) € V' und
2.Y,x") e (V/ x V)N N(f) gilt: X" = x,, = g(x).

g ist k-mal stetig diffbar und

d 5 (@)
B@y=-2"firi=1,2,...,n-1
ox; L@

Abbildung 31.5. V' und V" im Satz tiber implizite Funktionen.

Mit Hilfe von g wird die implizite Gleichung f = 0 also nach x” = x,, auf-
gelost und die partiellen Ableitungen von g in 2’ kénnen wir sogar explizit
ausrechnen. Natiirlich konnen wir nach anderen Variablen auflésen, indem
wir die Variablen umnumerieren und dann den Satz anwenden.

Beweis. Der vollstandige Beweis folgt spéter fiir eine allgemeinere Version in
Satz31.18| Nur die Formel fiir die partiellen Ableitungen zeigen wir sofort,
unter der Annahme, dass der Rest bereits bewiesen ist, also insbesondere
x" =x, = g(x"). Diese folgt aus der Kettenregel

0= %(f(?ﬁ, cee s Xp-1, g(xll ce ’x”_l))>

= _(xlr cee s Xn—1, g(xlr e /xl’l—l))

33(1'
-z d
+<9xn (x1, e Xno1, 8(x1, - .,xn_1)> . 8_i(x1’ o) Xnt)

4

durch Einsetzen von a’, da g(a’) = a"” = a,. m|
Formeln fiir hohere Ableitungen von ¢ bekommt man, indem man erneut
ableitet. In singuldren Punkten verschwinden alle partiellen Ableitungen, so
dass dort weder der Tangentialraum noch der Satz iiber implizite Funktionen



31.1 Extrema mit Nebenbedingungen 447

Auskunft geben. Selbst, wenn man sich auf singuldre Punkte von Hyperfla-
chen beschrénkt, die durch Polynome gegeben sind, ist dies ein sehr weites
und faszinierendes Gebiet, das zur sogenannten Singularititentheorie ge-
hort, auf die wir hier leider nicht genauer eingehen konnen.

31.1 Extrema mit Nebenbedingungen

Sei h: U —» R, U c R", eine diffbare Funktion. Wir mochten i unter der
Nebenbedingung f(x) = 0 maximieren, wobei f: U — R eine weitere diffbare
Funktion ist. In diesem Abschnitt werden die meisten Beispiele fiir diese Art
von Problem aus der Geometrie kommen, wie wir aber spater sehen werden
(Seite[528), hat diese Methode auch wichtige Anwendungen in der Statistik
und vielen anderen Bereichen der Wissenschaft.

Beispiel 31.8. Fiir alle Punkte auf dem Kreis f(x,y) = (x—=1)>+y>* -1 =0
(Abb.31.6) mochten wir den Abstand h(x, y) zum Ursprung maximieren.

Abbildung 31.6. Eine Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen.

Satz/Definition 31.9. Sei f: U — R diffbar, a € N(f) = {x € U | f(x) = 0}
mit grad f(a) # 0. Sei h: U — R eine weitere Funktion. Notwendig dafiir, dass
hings) im Punkt a ein lokales Extremum hat, ist die Existenz eines A € R, so dass
grad h(a) = A grad f(a). Der Faktor A heifit Lagrangescher Multiplikator.

Beispiel 31.10. f(x,y) = x> + 1y* — 1, h(x,y) = x + y (Abb.[31.7).
Es gilt: gradh = (1,1), grad f = (2, %). Die notwendige Bedingung liefert
zwei Gleichungen:
Y
1=1-2x, 1=A-%.
A-2x, A 2

Gemeinsam mit der Gleichung x> + 11> = 1 vom Anfang ergibt sich (das
sind insgesamt 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten): A = 5 = 2x =4 = 0 =

x2+%—1:5x2—1.Dasliefert:x:i%\@,y:i%\@.
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Abbildung 31.7. Eine Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen.

Da h|y(f) ein Maximum und ein Minimum annimmt und grad f(b) # 0 Vb €
N(f), so folgt: In (£ V5, £ V/5) wird hly(s) maximal und in (-1 V5, -% V5) wird
hin(s) minimal.

Beweis (des Satzes|31.9). Da grad f(a) # 0, konnen wir wegen des Satzes iiber

> 1,

Abbildung 31.8. Zum Beweis des Satzes tiber Lagrangemultiplikatoren.

implizite Funktionen die Gleichung nach einer der Variablen auflosen, etwa
nach x,. Der Satz liefert die Existenz einer Funktion ¢: R" > U’ —» R mit
g(@) =a,und0 = f(x1,...,x,-1, 8(x")). Die Funktion h(xy, ..., x4-1, (X1, ..., X4-1))
hat somitina’ = (ay,...,4a,-1) ein lokales Extremum. Also:

a ’
0= (&—Xk(h(xl, e X1, 8(X1, ,x,,_1)))(11 )
oh
(Pt
o %
+a—xn(3€1, N ,xn—lrg(xlr L rxn—l)) . a_fk(xl, e ,xn—l) ) (ﬂ’)
oh

B oh ag
= B_xk(a) + 8_xn(a) : &—xk(ﬂ )-

Andererseits liefert der Satz tiber implizite Funktionen:

% ()
—(a —_ —
O %@
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fiir jedes k. Insgesamt erhalten wir demnach durch Einsetzen in die vorige

Gleichung:
Il
oh 5@ o
70=| 5| e
k E(g) k
Der erste Faktor hdngt dabei nicht mehr von k ab, so dass wir ihn mit A
bezeichnen konnen und somit erhalten: grad h(a) = A - grad f(a). |

Bemerkung 31.11. Mit Hilfe der Rekursionsformeln fiir hohere partielle Ab-
leitungen von g aus dem Satz tiber implizite Funktionen ldsst sich auch die
Hesse-Matrix von h(xy, ..., xu-1,§(x1,...,%,-1)) bestimmen, also ein hinrei-
chendes Kriterium angeben.

31.2 Der Umkehrsatz

Seien U C R" offen und f: U — R" eine diffbare Abbildung (s. Abb.31.9); wir
sind hier also im Fall, dass sowohl U als auch f(U) Teilmengen des gleichen
Raumes R" sind. Wir schreiben nun b = f(a) fiir a € U. Existiert eine offene

=1

A —
I T
]
|

v /I‘T”’F =TTEt

'

N T

s
A |

Abbildung 31.9. Zum Umkehrsatz.

Umgebung V von 4, so dass f|y bijektiv ist und ist g = (f|y)™ ebenfalls
diffbar, dann ist (Dg)(b) o (Df)(a) = E, die n X n—Einheitsmatrix. Der folgende
Satz gibt eine hinreichende Bedingung daftir, dass diese Situation eintritt. Mit
Hilfe dieses Satzes werden wir dann eine allgemeinere Variante des Satzes
iiber implizite Funktionen herleiten kénnen.

Satz 31.12 (Umkehrsatz). Seien U C R" offen und f: U — R" eine k-mal stetig
diffbare Abbildung, a € U und b = f(a). Ist det(Df(a)) # O, dann existieren
Umgebungen V und Wmita € V.c Uund b € W Cc R", so dass fly: V - W
bijektiv ist und ¢ = (fly)™': W — V C R" ebenfalls k-mal stetig diffbar ist mit
Jacobimatrix Dg(b) = (Df(a))™".

Zum Beweis werden wir einen Fixpunktsatz verwenden. Dazu benétigen wir
zundchst den Begriff des Fixpunktes:

Vorlesung vom:

4. November 2009
Qualitétsstand:
zweite Version
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Definition 31.13. Sei ¢: M — M eine Abbildung. & € M ist ein Fixpunkt von @,
wenn & = @(&).

Uber Fixpunkte gibt es viele interessante Sétze, beispielsweise gilt:

Satz 31.14 (von Brouwer). Sei ¢: B1(0) — Bi(0) eine stetige Abbildung der
abgeschlossenen Kugel B1(0) in sich selbst. Dann hat ¢ einen Fixpunkt.

Der Satz hat viele interessante Folgerungen, wie beispielsweise den Satz
vom Igel, der im Wesentlichen aussagt, dass ein Igel, der sich zu einer Kugel
zusammengerollt hat, nicht tiberall in die gleiche Richtung gekdmmt sein
kann. Wir kénnen den Satz von Brouwer hier zwar leider nicht beweisen
(siehe dazu beispielsweise [Kon02]); fiir gewisse Arten von Abbildungen ist
ein Nachweis aber nicht allzu schwierig, ndmlich fiir kontrahierende:

Definition 31.15. Sei B, eine abgeschlossene Kugel. Eine Abbildung ¢: B, — B,
heifit kontrahierend, wenn es ein A mit 0 < A < 1 gibt, so dass |lp(x) — p(y)|l <
Allx = yll Vx, y € B,.

Man kann leicht nachweisen, dass kontrahierende Abbildungen stetig sind.
Wie schon angedeutet, konnen wir den Brouwerschen Fixpunktsatz, der all-
gemein fiir stetige Abbildungen gilt, hier nicht nachweisen. Fiir den Spezi-
alfall der kontrahierenden Abbildungen aber schon; in diesem Fall ist der
Fixpunkt sogar eindeutig und wir kdnnen explizit angeben, wie wir die-
sen Fixpunkt erhalten. Dieser speziellere Fixpunktsatz wird reichen, um den
Umbkehrsatz zu beweisen.

Satz 31.16 (Banachscher Fixpunktsatz). Seien B, eine abgeschlossene Kugel und
@: B, — B, eine kontrahierende Abbildung. Dann hat ¢ genau einen Fixpunkt
&. Genauer gilt: Fiir jeden Startpunkt xq € B, konvergiert die Folge (xi)kew mit
X1 = P(xx) gegen &.

Beweis. Wegen der Kontraktionseigenschaft gibt es ein A mit:
I = xull < Acllxm-1 = Xl < A" (X = Xoll < A"-2r Ym > n.

Die Folge (xi) ist also eine Cauchy-Folge und konvergiert daher. Fiir den
Grenzwert & := limy_, % € B, gilt mit dem Folgenkriterium fiir Stetigkeit

(Satz[8.5):
P(&) = p(limx) =" lim p(x) = lim x1 = &,

Also ist £ ein Fixpunkt von ¢. Es ist der einzige, da fiir jeden weiteren Punkt
n € B, gilt:



31.2 Der Umkehrsatz 451

llp(n) — &Il = llp(n) — Il < A - {ln = <lI.

Wenn 1) ebenfalls ein Fixpunkt ist, folgt: || — &|| < A - [In — &]|I. Dies ist aber nur
fiir n = £ moglich, da A < 1. O

Nach diesen Vorbereitungen nun zum Beweis des Umkehrsatzes:

Beweis (des Umbkehrsatzes31.12). Sei f: U — R" wie im Satz. Wir diirfena = 0
und b = f(a) = 0 annehmen (sonst betrachten wir f(x) = f(a+x)— f(a)). Ferner
sei L = (Df(0)): R” - R". Dann gilt fiir Lo f: D(L o )(0) = E,.

Ohne Einschrankung sei alsoa = 0 = b, Df(0) = E. Wir wollen die Gleichung
y = f(x) fur y nahe b = 0 mit Hilfe einer Fixpunktabbildung lésen. Dazu
betrachten wir ¢, (x) := y + x — f(x). Ist £ ein Fixpunkt von ¢,, dann gilt:
E=@y(&) =y +<&—f(&), alsoy = f(&). Siehe auch Abb.[31.10.

e
e
7
Abbildung 31.10. Zum Beweis des Umkehrsatzes.

Wir miissen zunéchst den Definitionsbereich von ¢, festlegen. Dazu wihlen
wir r > 0, so dass

Yx € BZ}'(O)/

N =

D@y ()|l = [IE; — Df ()l <
wobei ||A|| wieder die Matrixnorm
|All = sup{||Av|| | v € R" mit [[v|| = 1}

bezeichnet. So ein r existiert, da f stetig diffbar ist und Df(0) = E,,. Nach der
Taylorformel 30.34 existiert 9 € [0, 1], so dass

llpy(x2) = @y (x)Il < IEx — Df)(x2 + 9(x1 — x2))Il = [lx1 = x2ll|
< 3llv1 = x2l| Vg, x2 € By,(0).

(31.1)

Ferner gilt fir y mit [|y|| < r:

llpy Il = llpy(x) — @4 (0) + yll
< llgpy(x) = @y Ol + Iyl < Hlixll + 7 <7 +7 (31.2)
= 2r ¥x € By, (0).

Problem:
check: y € B,(0) oder
y € B, (0)2

Problem:
check Anwendung
der Taylorformel!
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Problem:
check: wo muss 2r und
wo muss r stehen?

Also: @, : By,(0) — B,(0) nach (31.2). Nach (31.1) ist ¢, aulerdem kontra-
hierend. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz 31.16 hat ¢, also fiir jedes

y € B,(0) genau einen Fixpunkt

<(y) € B2,(0)
und fiir diesen gilt: f(£(y)) = y. Dieses &(y) ist also der einzige Urbildpunkt
von y in By,(0). Wir setzen W := B,(0) und V := f~}(W)N By,(0) und definieren
g: B/(0) = V durch y — Fixpunkt &(y) von ¢,,.

Esbleibt zu zeigen, dass g stetig und diffbar ist. Zur Stetigkeit: Seien y1, vy, € W
und x1 = g(y1), X2 = g(y2). Dann ist: xo — x1 = po(x2) — Po(x1) + f(x2) — f(x1),

also, mit der Dreiecksungleichung und (31.1):
llxez = x4l < llpo(x2) = @oCxD)ll + Ilf(x2) — f(x2)ll
1
< 5lhe = xall +11f(x2) = fa)ll

Es folgt [lxo — x1l| < 2:[|f(x2) = f(x1)Il = 2:ly2 — y1ll und daher [|g(y2) — g(y1)ll =
llx2 = x1]l < 2-|ly2 — y1ll. Die Abbildung g ist also stetig.

Nun zur Differenzierbarkeit von g. Zunéchst einmal ist Df(x) invertierbar
¥Yx € V, denn fiir v € R" gilt:

1
I(Ex = Df(x)) - vll < lEy = Df()Il - [0l < 5 loll
Andererseits ist Df(x) - v = 0; wir haben demnach:
1
lloll = I(Ex — Df(x)) - oll < §~|Iv|| =0v=0.

Df(x) hat also als Kern nur {0} und es folgt, dass Df(x) invertierbar ist.
Differenzierbarkeit von f in xy bedeutet aber:

f(x) = f(xo0) = Df(x0) - (x — x0) + o(llx — xoll)-

Dies zeigt:

(Df(x0) ™ (f(x) = f(x0)) = x = x0 + (Df (x0)) " o(llx = xoll) -

o(lle=xolh)=o(lly—yoll)

Mit f(x) = y und f(xo) = yo folgt:
8() = (o) = (Df(x0)) ™ (v = yo) + 0(2lly = woll-

[ S—
olly=yoll



nicht oder nur knapp
vorgefiihrt
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g ist also differenzierbar und
Dg(yo) = (Df(g(yo)) ™"
Hohere Ablleitungen folgen mit der Kettenregel induktiv. O

Beispiel 31.17. Wir betrachten den Durchschnitt zweier Zylinder: x> +2z2 = 1,
¥? + (z — 1> = 1. Kénnen wir diese Kurve, wenigstens nahe dem Punkt
a = (0,1,1), als eine Funktion von x darstellen? Siehe dazu Abbildung|31.11
und eine Animation auf unserer Webseite: GIF-Format, SWF-Format.

Abbildung 31.11. Durchschnitt zweier Zylinder.

Satz 31.18 (iiber implizite Funktionen, allgemeiner Fall). Sei U c R", f =
(fi,---, fm): U = R™,m < n, eine k-mal stetig diffoare Abbildung und a € U ein
Punkt mit f(a) = 0. Angenommen, der letzte Minor der Jacobimatrix erfiillt

_9h . 24
Xy Ix,
det| : - (@) #0.
. ok
X1 oxy

Dann existiert fiir a = (a’,a”") € R*™™ X R™ eine Umgebunga € V' x V"’ c U C
R"™ x R™ und eine k-mal stetig diffbare Abbildung ¢: V' — V"' mit g(a’) = a”,
so dass

1. f(x', g(x")) =0,
2.Y,x") e V!X V" mit f(x',x") =0 gilt: g(x") = x".

Bevor wir dies zeigen, zunédchst zurtick zum obigen Beispiel:


http://www.math.uni-sb.de/ag/schreyer/LEHRE/0910_MfI3/vorl/pics/zyl_zyl_intersect.gif
http://www.math.uni-sb.de/ag/schreyer/LEHRE/0910_MfI3/vorl/pics/zyl_zyl_intersect.swf
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Beispiel 31.19. Entsprechend der Problemstellung in|31.17|setzen wir

24,2 1
f;]R3—>]RZ,(X,y,Z)Hf(xryrz):(yxZ+zzz—2z)'
Dann ist

2x 0 2z 0102
o7 3,23 seomnn-(323)

Fiir den letzten Minor gilt demnach: det(.) # 0. Der Satz tiber implizite
Funktionen liefert nun die Existenz einer Abbildung: x - (y(x),z(x)) = g(x).
Tatsachlich gilt:

z(x) = V1-22, y(x) = \/1—(V1—x2—1)2.

Wir sehen am obigen Beispiel, dass der Satz zwar die Existenz sichert, dass die
konkrete Berechnung der Abbildung aber schwierig werden kann. Betrachten
wir noch ein weiteres Beispiel:

Beispiel 31.20. Wir mochten die Schnittkurve von x? + 12 + z2 = 1 (Kugel)
und (x — 1)? + y* = (3)* (Zylinder) im Punkt a = (1,0, 0) untersuchen, s. Abb.
[31.12Jund die Animationen auf unserer Webseite: GIF-Format, SWF-Format.
Wenn wir f analog zum vorigen Beispiel aufstellen, erhalten wir:

_ 2x 2y 2z (200
Df_(Z(x—%) 2y 0)’aISODf(1’0’O)_(1OO)'

Alle Minoren sind demnach null und wir konnen den Satz nicht anwenden.

Abbildung 31.12. Durchnitt einer Kugel mit einem Zylinder. Der Punkt a = (1,0,0),
in dem wir die Schnittkurve (weif8) untersuchen mochten, ist gelb markiert.

Dies liegt an der speziellen Wahl des Punktes. Beispielsweise ist


http://www.math.uni-sb.de/ag/schreyer/LEHRE/0910_MfI3/vorl/pics/zyl_ball_intersect.gif
http://www.math.uni-sb.de/ag/schreyer/LEHRE/0910_MfI3/vorl/pics/zyl_ball_intersect.swf
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Df(0,0,1) = (_01 X S)

so dass wir mit dem Satz nach Umnumerieren der Variablen tatsidchlich
die Existenz von Abbildungen x(y) und z(y) in der Umgebung von (0,0,1)
garantiert bekommen.

Nun schliefilich zum Beweis der allgemeinen Version des Satzes iiber im-
plizite Funktionen, der dann auch den oben nicht ausgefiihrten Beweis der
anderen Variante (31.7) dieses Satzes liefert. Mit dem Umkehrsatz ist dieser
Nachweis nun nicht mehr viel Arbeit:

Beweis (des Satzes |31.18 iiber implizite Funktionen). Sei f = (fi,..., fm) wie
im Satz. Wir betrachten die Abbildung F(x) = x1,..., Xy—m, i(X), ..., fu(x)),
F: U — R". Dann ist DF wie in Abb.[31.13 angegeben.

n-m

dob (D) 20

Abbildung 31.13. Eine Anwendung des Umkehrsatzes.

Wir wenden den Umkehrsatz an (s. Abb.|31.13) und erhalten: AW = V' x V",
eine Umgebung von (4’,0), und G: W — U mit F o G = idw. Es folgt:

G(xll ey xn—mr yll cecy ym) = (xll ey xn—mr Gn—m+1(x,/ y)/ cecy Gn(x,/ y))/

da F o G = idw. Die Abbildung g: V' — V”, definiert durch g(x") =
(Gpem+1(x,0), ..., Gp(x,0)), erfiillt dann: f(x', g(x")) =0,daFo G =idw. O

Damit haben wir zwar alle Aussagen dieses Abschnittes bewiesen, doch
leider mussten wir auch feststellen, dass die abstrakten Existenzaussagen
schon in einfach erscheinenden Beispielen auf schwierige Rechnungen fiih-
ren, wenn wir uns nicht auf eine reine Existenzaussage beschrinken, sondern
explizite Ergebnisse erhalten mochten. Daran konnen wir im Rahmen dieser
Veranstaltung nichts dndern. In nicht zu komplizierten Beispielen ist es aber
doch noch recht hdufig moglich, mit Hilfe von Computeralgebra Software
konkrete Formeln zu produzieren.
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Aufgaben

Aufgabe 31.1 (Lokales Auflésen). Zeigen Sie, dass sich
FFRRSR, f(x,y)=1+x+xy—é’

in einer Umgebung von (0, 0) lokal nach y auflosen ldsst, und berechnen Sie
die Taylorreihe der Auflosung y = g(x) bis zum Grad 2.

Aufgabe 31.2 (Extremwerte unter Nebenbedingungen). Welcher Punkt der
1

Flache z = x* + y? liegt dem Punkt p := [1] am néchsten?
1
2

Aufgabe 31.3 (Banachscher Fixpunktsatz). Zeigen Sie mit Hilfe des Banach-
schen Fixpunktsatzes, dass die Abbildung

f:[l,2]—>]R,x|—>%\/3_c—21—4x3—x+l

genau eine Nullstelle besitzt. Bestimmen Sie diese ndherungsweise mit Hilfe
von Maple.

Aufgabe 31.4 (Brouwerscher Fixpunktsatz). Zeigen Sie, dass der Brouwer-
sche Fixpunktsatz fiir stetige Abbildungen

f : B1(0) = B1(0)

mit B1(0) =]-1, 1[C R, die also nur auf dem Inneren der Einheitskugel definiert
sind, im Allgemeinen falsch ist.

Aufgabe 31.5 (Extremwerte). Bestimmen Sie Lage, Art und Grofie der lokalen
Extrema der Funktion

f: R?> > R, (x,y) — x3y2(1 —-x—).
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Ein Blick auf Differentialgleichungen

Die meisten physikalischen Naturgesetze lassen sich in der Form Es ist eine
bestimmte Differentialgleichung erfiillt formulieren. In der Informatik sind DGLs
nicht so wichtig, au8er in der Bildverarbeitung. Daher geben wir hier nur
einen sehr knappen Uberblick.

32.1 Gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

Definition 32.1. Eine DGL (Differentialgleichung, genauer: gewdohnliche Dif-

ferentialgleichung) erster Ordnung ist folgendermafien gegeben: U C R? offen,

f:U— R x = f(tx) (wobei hier x = x(t) und x’ = x'(t) die Ableitung nach t

bezeichnet). Eine Losung von x" = f(t, x) ist eine diffbare Funktion ¢: I — R mit
1. (t,p(t) eUVtel,

2.¢'(H) = f(t, p(t) Yt € L.

Oft werden Losungen gesucht, die einer Anfangsbedingung ¢(ty) = xo geniigen.

Beispiel 32.2. Wir geben zunichst einige Félle an, in denen wir die Losung
direkt angeben konnen:

Exponentielles Wachstum: Wir betrachten die Gleichung: x’ = cx, wobei c €
R eine Konstante ist, U C R?, f(t,x) = cx hangt nicht von t ab.
Losung: p(t) = A-e, A=@(0) € R, dennn ¢’(t) = A- e -c=c- p(t).

Anwendung: Wachstum proportional zum Bestand, z.B. fiir jeweils zwei
Kaninchen einer Population kommen vier in der ndchsten Generation
hinzu.

Vorlesung vom:

6. November 2009
Qualitétsstand:
erste Version
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Radioaktiver Zerfall: Strahlung proportional zur radioaktiven Masse (s.
Abb.[32.1). ¥’ = —cx, ¢ > 0. x(t) = Ag - et x(ty) = Ay (Masse zum
Zeitpunkt ty). Einfacher: A-e™ = x(t). t;, = Halbwertszeit, definiert durch

Abbildung 32.1. Radioaktiver Zerfall.

1 1 1 In2
x(t,) = Ex(O) S A e = EA ©5= e oty =In2, b, = nT

Trennung der Variablen: Wir betrachten die DGL x” = x - £.

Losung (Trennung der Variablen): Mit % = x’ = x - t erhalten wir formal
t-dt = ‘i—x, d.h. Integrieren liefert:

ftdt+c:f1dx
X

fiir eine gewisse Konstante ¢ € R. Es folgt:

1
§t2 +c=1Inlx|.

Dies liefert [x| = ez, Eine Losung unseres Problems ist also ¢(t) =
¢’ - e2” fiir eine gewisse Konstante ¢ > 0. Tatséchlich erfiillt dies die

urspriingliche Gleichung, denn:
Pty =c e t=qt)-t.

Das angegebene Verfahren haben wir freilich nicht sauber untermauert.
Tatsédchlich ladsst es sich aber prazisieren, was wir hier aus Zeitgriinden
aber unterlassen werden.

Im Allgemeinen hat eine Differentialgleichung in getrennten Variablen
die Gestalt

x' = g(t) - h(x);

die rechte Seite lasst sich also in Produktform schreiben, wobei der eine
Faktor nur von t und der andere nur von x abhingt. Zur Losung formt
man diese in ﬁ = g(t) um und findet die Losung durch Integration
beider Seiten.
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Autonome DGLs: Man kann diese Methode auch anwenden, wenn die rechte
Seite gar nicht von t abhdngt. In diesem Fall heifit die DGL autonom.

Ein Beispiel ist die sogenannte Explosionsgleichung x' = x?: Es folgt
& = x2, d.h. formal i—’z‘ = dt. Integrieren ergibt:

fxl—zdx:fdt—c
1

fiir eine gewisse Konstante ¢ € R, d.h. =1 =t — c. Wir erhalten ¢(t) = L.
In diesem Fall ist die Losung nur auf einem endlichen Zeitintervall [#, c[

gegeben.
\J)
|
|

_

Abbildung 32.2. Die Explosionsgleichung.

Definition 32.3. Seien f: U — R, U C R?> und x’" = f(t, x) eine DGL. Wir ordnen
jedem Punkt (t,x) den Vektor (1,x") = (1, f(t,x)) € R? zu. Dies heifit Richtungs-
feld. Zur Veranschaulichung zeichnet man die Vektoren, die ja die Steiqung einer
Losung x(t) in einem gegebenen Punkt angeben, als Pfeile an die Punkte ein (s. Abb.
32.3). Eine Losung x(t) fiir einen gegebenen Anfangswert folgt dann den Pfeilen.

Abbildung 32.3. Ein Richtungsfeld.

Beispiel 32.4. Die logistische Gleichung x’ = x(1 — x) (Abb. 32.4). Es gilt:
Jat+c =[5 = [G+ 5 dx = Inx - In(x - 1) = In . Daher ist:
2= = Ae' mit A = ¢°. Nach Umformung folgt: x(f) = % e 1.

Die konstante Funktion ¢(t) = 1 heifit Gleichgewichtslosung. Im Allgemei-
nen heiflen so die Nullstellen von f(x), weil an diesen Stellen die Ableitung
x’ verschwindet und daher die Losung x(f) kontant ist.
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3 v N
x Ui M
SEE i
oo \\
L

Abbildung 32.4. Das Richtungsfeld der Logistischen Gleichung und einige Losungen
fuir verschiedene Anfangswerte.

32.2 Gewohnliche Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Definition 32.5 (DGL héherer Ordnung). Sei U C R X R" offen, f: U — R.
Dann heifst
X = f(t,x, X, ..., x0D)y

eine gewdohnliche DGL n-ter Ordnung. Eine Losung ist eine n-mal diffbare Funk-
tion ¢: I — R mit

1. (), @'(t), ..., " D) e UVt el,
2.9U() = f(t, o), ..., " V().

Ein Differentialgleichungssystem 1-ter Ordnung ist gegeben durch U € RXIR”,
frU—-R,

x1 = filt,x)

X, = fu(t, x).
Losungen sind ¢: I — R", so dass ;(t) = fi(t, p(t),k=1,...,n.

Beispiel 32.6. Das Mathematische Pendel: x/ = —sinx.

e N (conx, shx)

v

Abbildung 32.5. Das mathematische Pendel.
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Der Harmonische Oszillator: " = —x. Losung: x(t) = acost + bsin .

Bemerkung 32.7. Jede DGL n-ter Ordnung ist dquivalent zu einem DGL-
System, namlich:

X = f(t,x,...,x(”_l)) S =X, ., X=X, Xy = f(E X, ).

Definition 32.8. Sei
x/ = = f(x)

eine autonome DGL. Dann nennen wir die Menge der Losungskurven t
(x1(t), ..., xn(t)) das Phasenportrait der DGL.

Beispiel 32.9. Rauber-Beute-Modell; Volterra: x = Population von Karpfen,
y = Population von Hechten. x’ = kx —axy, vy’ = —ly + bxy. Die Gleichge-
wichtslosung (x # 0 # ) erfiillt kx — axy = 0, —ly + bxy = 0, d.h. y(H) = &
und x(f) = l—l] Man kann zeigen, dass die anderen Losungen konzen-
trische Kreise um diesen Punkt, der die Gleichgewichtslosung darstellt,
beschreiben; s. Abb.[32.6.

Ll Hacplinm fo

o dalt]

T L B

Abbildung 32.6. Das Phasenportrait des Rauber-Beute-Modells.

DGLs vom Typ x”* = f(x): Das Phasenportrait besteht aus Kurven in der
(x, x")-Ebene.

Aus der Physik motiviert, setzen wir:

1 /
Ein := E(x )2/ Epot = —F(x),

wobei F(x) eine Stammfunktion von f(x) ist, also F(x) = f f(x) dx und
somit F/'(x(t)) = f(x(t)) - x'(¢).

Mit dieser Notation folgt, dass E; := Eiy + Epo tatsdchlich konstant ist,
wie sich leicht nachrechnen lasst:

Ejo = x'(t) - X" (t) = f(x(1)) - X' () = x'(t) - (x"'(t) — f(x(#))) = 0.
N———
=0
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Die Gleichung E,,; = c fiir eine Konstante c zeigt, dass jede Losungskurve
der Differentialgleichung, die wir im (x, y) := (x, x")-Koordinatensystem
einzeichnen wollen, eine Gleichung

L,
22— E(x) =
Sy —Fw=c
erfiillen muss, also eine Niveaulinie der Gesamtenergie

1
Eni(x,X') = En(x,y) = Sy = F(x)

ist.
Das Mathematische Pendel (x” = —sin(x)): Beispielsweise besteht das Pha-

senportrait des mathematischen Pendels aus den Niveaukurven von:
1y? — cos(x) (s. Abb.[32.7).

Abbildung 32.7. Das Phasenportrait des mathematischen Pendels.

Wir konnten hier nattirlich nur einige wenige Beispiele von DGLs und de-
ren Losungen vorstellen. Tatsdchlich kann man aber in vielen Féllen zeigen,
dass Losungen existieren miissen und sogar eindeutig sind, wenn man den
Anfangswert vorgibt:

Satz 32.10 (Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von DGLs). Sei U C
R X R" offen, f: U — R", x" = f(t, x) ein DGL-System. Ist f stetig partiell diffbar,
dann existiert ¥ (to,a) € U ein Intervall I mit ty € I und eine Losung ¢@: I — R" mit
@(to) = aund

1. (to#) e UVtel,
2.¢'(t) = f(tpt) Yt €.

Ferner gilt: Zwei Losungen @: 1 — R", : | — R" mit dem gleichen Anfangswert
p(to) = P(to) stimmen auf dem Durchschnitt I N | iiberein. Die Losung ¢ = @1, ,
hingt stetig von dem Anfangswert ty, a und den “Koeffizienten” von f ab.
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Referenz fiir Beweis:
Ex u Eind Lsg DGLs?
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Abbildung 32.8. Skizze einer Losung einer DGL.

Im Rahmen dieser Veranstaltung konnen wir leider keinen Beweis hierfiir ge-
ben. Fiir die Existenz reicht Stetigkeit (Satz von Peano). Fiir die Eindeutigkeit
nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 32.11. x’ = 3x%/3 hat als Losung z.B. x(t) = 3. Aber auch (wie man
leicht nachrechnen kann):

(t—h)? t<th
p(t) =10, tH<t<t
(t—t)3, th < t.

f(x) = x*/ hat partielle Ableitung 3—£ = 2x7'/%; diese hat einen Pol bei x = 0.

L |
77

Abbildung 32.9. Skizze von Losungen einer DGL.

32.3 Partielle DGL

Partielle DGLs (engl.: PDE) beschreiben Funktionnen durch Bedingungen an
die partiellen Ableitungen. Im Folgenden betrachten wir Abbildungen der
Form u: G — G, wobei G C IR" ein Gebiet ist, d.h. eine zusammenhéngende
offene Menge.

32.3.1 Die Laplacegleichung bzw. die Potentialgleichung

EsseiG c R, u: G — R, zweimal stetig differenzierbar. Wir betrachten

Problem:

bessere Funktionsgra-
phen; auch 3x*® und
x713 zeigen

Vorlesung vom:

11. November 2009
Qualitétsstand:
erste Version
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u *u

8_x% +oee g e -0

auf G. Mit dem Laplace-Operator
- oo > 2’
A: C*(G,R) - C*(G,R), A= %_F...Jr g

schreibt sich dies sehr kurz: Au = 0. Solche u, die diese Laplacegleichung
(bzw. Potentialgleichung) erfiillen, heiffen harmonisch.

Die Webseite http://abel.math.upb.de/Beispiele/01/ zeigt ein nettes bebildertes
Beispiel hierzu.

32.3.2 Die Wellengleichung

Wir betrachten ]lg X G C ]sz R" mit den Koordinaten ¢, x4, ..., x,. Mit der
Notation A, = ;7 +e %hei@t fur u: R x G — R die Gleichung
1 n

Pu
or?
Wellengleichung. Siehe Abb. [32.10 und die schon eben zitierte Webseite

http://abel.math.upb.de/Beispiele/01/. t wird meist als Zeit interpretiert; die
Webseite zeigt dementsprechend auch eine Animation.

= Ayl

2\ \\“\\g.&
20N )\\!}\\ T2

L!vo’»:g" /
570 “"o" hyz
N S i

Abbildung 32.10. Skizze zur Wellengleichung.

32.3.3 Wirmeleitungsgleichung bzw. Diffusionsgleichung

Fir G ¢ R" und R X G mit Koordinaten ¢, x bezeichnen wir eine Gleichung
der Form


http://abel.math.upb.de/Beispiele/01/
http://abel.math.upb.de/Beispiele/01/
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ou
E - Axx

als Warmeleitungsgleichung oder Diffzsionsgleichung. Fiir [llustrationen
hierzu siehe wiederum http://abel.math.upb.de/Beispiele/01/. Neben der Mo-
dellierung von Warmeleitung kann man die Gleichung auch verwenden,
um andere Ausgleichsprozesse, wie Diffusionsprozesse, zu beschreiben. u ist
hierbei die Konzentration bzw. Temperatur und ¢ die Zeit.

In der Bildverarbeitung verwendet man Diffusionsprozesse zum Entrau-
schen (Diffusionsfilter). u beschreibt den Grauwert und die Diffusionszeit ¢
ist ein Mafs fiir die Glattung.

Bemerkung 32.12. Alle in diesem Abschnitt vorgestellten partiellen Diffe-
rentialgleichungen sind durch Linearkombinationen von Differentialopera-
toren zweiter Ordnung d°u / dx;dx; beschreibbar. Analog zur Klassifikation
der Quadriken kann man diese dann in entartetete und nichtentartete ein-
teilen und, beispielsweise im Fall von zwei Variablen, die nichtentarteten in
elliptische (Poissiongleichung bzw. Laplacegleichung), parabolische (Wa-
remeleitungsgleichung bzw. Diffusionsgleichung) und hyperbolische (Wel-
lengleichung) Differentialgleichungen einteilen.

Aufgaben

Aufgabe 32.1 (Trennung der Variablen). Seien I ein Intervall, fi, f» : | = R
stetig und f, ohne Nullstellen. Dann heif$t

,_ i)
A

Differentialgleichung mit getrennten Variablen. Schreiben wir formal nun

’

y = g—z, so erhalten wir die Gleichung f,(y)dy = fi(x)dx. Seien F; Stamm-
funktionen von f;,i = 1,2. Dann liefert die Gleichung F,(y) = F1(x) + C eine
Losung y = F,*(x)(F1(x) + C) der Differentialgleichung.

1. Zeigen Sie, dass dies tatsachlich eine Losung der obigen Differentialglei-
chung ist.

2. Losen Sie mit dieser Methode die Differntialgleichung x + yy = 0 im
Allgemeinen.

3. Wir fordern nun zusitzlich die sogenannte Anfangsbedinung y(0) = 2.
Wie lautet die Losung der Aufgabe in diesem speziellen Fall?

Aufgabe 32.2 (Phasenportrait). Skizzieren Sie (ggf. mit Hilfe eines Compu-
teralgebrasystems) die Phasenportraits der Differentialgleichungen x” = "2—2

und x”" = cos(x).

Problem:
ausfiihren mit
9%/9x* + 9*/Jy* analog

zu X’ + 1> = 1 etc.?


http://abel.math.upb.de/Beispiele/01/
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Aufgabe 32.3 (Ein Anfangswertproblem). Losen Sie das Anfangswertpro-
blem y’ = ¥ sin(x) fiir Anfangswerte y(0) = v < —log2.
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Integration im R"

Zum Abschluss der kurzen Einfiihrung in die mehrdimensionale Analysis
gehen wir nun noch auf die Integration ein. Sie ist grundlegend fiir Vieles im
Abschnitt tiber Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik. Aus Zeitgriinden
miissen wir leider auch hier manche Resultate ohne Beweis akzeptieren, wie
beispielsweise den sogenannten Satz von Fubini.

33.1 Integrale iiber kompakten Mengen

Bemerkung/Definition 33.1. Seien K C R" eine kompakte Teilmenge und
f: K — R eine stetige Funktion. Dann lasst sich fK f dxwie folgt definieren.
Wir setzen f fort:

fR" >R, f(x)= {gl(x)' i;i’

Sei UZ1Q1‘ 2 K eine endliche disjunkte Vereinigung von Quadern, die K
tiberdeckt (s. Abb.[33.1). Endliche Uberdeckungen von kompakten Teilmen-
gen des IR" existieren immer; wir werden dies hier nicht formal beweisen,
sondern verweisen dazu auf die Literatur, wie beispielsweise [For08b, §3].
Allerdings sollte dies anschaulich nicht wirklich erstaunen, wenn man Abb.
33.1 betrachtet.

Wir setzen:

Problem:
Heine-Borel wenigs-
tens angeben?



Problem:
Referenz fiir Beweis?

Problem:
auch Bild im IR%: Ellip-
soid
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i

Abbildung 33.1. Endliche Uberdeckung eines Kompaktums durch disjunkte Quader.

x N
fK f dx = inf ; max(flg) - Vol(Q;) | U Q; iiberdeckt K |,

Obersumme

N
j;( * f dx = sup { ; min(fl5) - Vol(Q;) | U Q; tiberdeckt K .

Untersumme

Es liegt nahe, dass im Fall stetiger Funktionen f auf einem Kompaktum beide
Grenzwerte {ibereinstimmen. Dies gilt tatsdchlich und wir kénnen daher

definieren: §

Bemerkung 33.2. 1. Der Integrationsbereich K wird bei obigem Prozess
ebenfalls approximiert (Quader am Rand von K spielen hierbei eine Rol-
le).

2. Fiir den Quader Q = [a1, by[ X - -+ X [a,, by[ gilt: Vol(Q) = IT"_, (b; — a;)
3. Vol(K) := fK 1 dx ist das Volumen des Kompaktums K.

Fiir praktische Zwecke ist das Folgende oft hilfreich:

Satz 33.3 (von Fubini). Sei f: K — R stetig, K C R" kompakt, etwa K C [a, b]".
Dann gilt (siehe auch Abb.|33.2):

b
fK F(x) dx = fK F(x) dxy - -dx, = f ( fK — FO) dxr -+ dx,, 1 ) dx.

Im inneren Integral ist x, ja eine feste, konstante Zahl, so dass wir damit
das Problem der Integralberechnung um eine Variable reduziert haben. Da-
mit kann man prinzipiell Rechnungen schrittweise bis auf Integrale in einer
Variablen zurtickfiihren:
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/?IA'A
Abbildung 33.2.

Beispiel 33.4. Wir verwenden den Satz, um einige Volumina auszurechnen:
1. Volumen der Kugel
K=B,0) = {(x,y,2) e R® | x> + y* + 22 < 1}

mit Radius r. Es gilt:

Vol(B,(0)) = fK 1 dxdydz

Fubini '
- j:r(jl;ﬂlex[z] dXdy) =

2

Fiir jedes feste z gilt aber x> + y? = r> — z2 und dies ist ein Kreis mit Radius

Vr?2 — 22, dessen Fldcheninhalt wir kennen. Also folgt: Problem:
. Verweis? Ubungsauf-
Vol(B,(0)) = f (P - %)) dz gabe?
=r
_ (2 3\~ (3 3 s _1s
—n(rz——z)| r—n‘(r — =1’ —( r)—gr)
4
- 5“73

2. Wir betrachten nun den halben Paraboloidenstumpf (Abb.33.3), beschrie-
ben durch K = {(x,y,2) € R® | + 22 <x < 1,z > 0}

=7

Abbildung 33.3. Skizze zur Volumenberechnung.

Fiir das Volumen ergibt sich, da offenbar auch z < 1 ist:
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Vol(K) = fldxdydz
K
Fubini ! -2 ! 1dx)dy) d
ST ZMW o)
1- z2
f f - y* - 7% dy) dz
[(6-3v-) )

= 2. fo (=222 - %(1 - 22)°2) dz)

Dies erscheint doch eine etwas komplizierte Rechnung zu werden. Ein-

Problem: facher geht es, wenn wir die Integrationsreihenfolge vertauschen:

Kommentar, dass man

das darf Vol(K) = f dy dz dx = f f dy dz) dx
{(y,2)ly2+22<x,2>0)

— n 2. Mol _ T
- [(FoEra=eh=T,

da das Kompaktum des inneren Integrals einen halben Kreis mit Radius
+/x darstellt.

Analog zur Substitutionsregel in einer Variablen ist die folgende Formel. Die
Ableitung wird dabei ersetzt durch die Determinante der Jacobi-Matrix:

Satz 33.5 (Transformationsformel). Sei K C R" eine kompakte Teilmenge, K C
U, U offen, F: U — R" sei stetig diffbar und auf dem Inneren K diffbar umkehrbar.

Sei ferner L = F(U) und f: L — R eine stetige Funktion. Dann gilt:
[ rway= [ (7w detDRe ) ax.
L K S S——
Det. d. Jacobi-Matrix

r

Beweis (nur Idee). Wir tiberdecken L mit disjunkten Quadern Q;: UQi 2 L.
i=1

Dies liefert folgende Approximation:
fL fl)dy = ) max(£() - VolQ)
i=1 T

Analog konnen wir die rechte Seite der Formel approximieren, indem wir K
durch disjunkte Quader P; tiberdecken:
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f (f o F)(x) - | det DF(x) | dx ~ Z max((f o F(x)- | det DF(x) | ) - Vol(P;)
K P]‘ XEP]’
~ Y max(f(x)) - | det DF(p) | - Vol(P;),
Pj XEP/
wobei p € P; die linke untere Ecke (f ist ndmlich stetig, so dass wir einen
beliebigen festen Punkt wahlen diirfen) ist. Es gilt:

| det DF(p) | - VoI(P;) = Vol(DF(p) - P)),

denn | det DF(p) | ist das Volumen des Parallelotops, das von den Spaltenvek-
toren der Matrix DF(p) aufgespannt wird (siehe dazu Abschnitt[22.1). Wenn
die Quader P; gerade die Urbilder der Q; unter F sind, ist dies aber gerade
Vol(Q;), so dass sich die Behauptung ergibt. O

Ist F eine Abbildung einer Teilmenge des IR” auf eine andere, soist | det DF(x) |
also der Volumen—Verzerrungsfaktor in x.

Beispiel 33.6. Wieder berechnen wir einige Volumina:

1.Sei E = {£ + £ + Z < 1} ein Ellipsoid (und a,b,c > 0). E ist das Bild der
Einheitskugel unter einer Abbildung F: E = F(B1(0)), wobei

)=o)

Mit der Transformationsformel folgt:
Vol(E) = fl dxdydz = f 1 abc dx dy dz = Vol B1(0) abc = gn abc.
E B1(0)

X

y
z

F: R - R’ = DF =

2. Vol(Br(0): Wir beschreiben die Kugel mit sogenannten Kugelkoordinaten
(Abb.|33.4), d.h. ein Punkt im Raum wird durch einen Radius und zwei
Winkel beschrieben, genauer durch @: [0, R] X [0, 2r] X[-7t/2, 1/2] — R3,

O(r,p,v) = (rcos@cosv, rsingcosv, rsinv).

Die Jacobi-Matrix ist:

COS(COSV —Tsin@cosv —*cos@sinvy
D(D(r,p,v)) =|sinpcosv rcospcosv ~—rsingsinv |.
sinv 0 rcosv

Man kann errechnen, dass: det(D(®(r, ¢,v)) = 1* cosv > 0. Also:

Achtung! Hier gab
es eine falsche Er-
klarung mit einer
falschen Skizze in
der Vorlesung!



Problem:
Bild 1/x, 1/x*?
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/\> ;

Abbildung 33.4. Kugelkoordinaten.

Vol(Br(0)) = fR(fzn(fn/z 12 cos v dv) d(p) dr
0o Jo -

/2
R 271
=j0‘ (](; 2r2d(p)dr
= [4n§ s = %7‘[R3

33.2 Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir nur tiber kompakte Mengen integriert. Genauso wie im
univariaten Fall des ersten Semesters ist es aber oft nétig, dass wir Bereiche
betrachten die sich ins Unendliche erstrecken. Beispielsweise existiert das
Integral [ 1 dx aber nicht, obwohl flm L dx bekanntlich existiert (siehe dazu
Beispiel 14 ) Nach dem Integralkrlterlum Satzmb istdies dquivalentdazu,
dass die entsprechenden Summen Y.;2; 1 bzw. Y12, + konvergieren bzw. nicht
konvergieren. Eine analoge Problematik existiert im Mehrdimensionalen:

Definition 33.7. Sei f: R" — IR eine stetige Funktion. Wenn der Grenzwert
lim, o0 fB 0 |[f(x)| dx existiert, dann heifit f uneigentlich integrierbar und wir

setzen
e 1 dy = dx.
f,,f (x) dx ylr?of Jlx)dx = fs (o)\B,?<0>f(X) "

Ist W,(0) der Wiirfel mit den Ecken (+r, ..., +r), dann existiert mit

lim [f(x)] dx auch lim f |f(x)| dx
r—o00 WV(O)

r—o0 B,(O)

und es gilt:

f f(x) dx = lim f(x) dx.

r—00 W,(O)
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Mit Hilfe von uneigentlichen Integralen in mehreren Variablen konnen wir
beispielsweise die Fliche unter der Funktion e berechnen, obwohl hier auf
den ersten Blick nur eine Variable auftaucht:

Satz 33.8. Es gilt: [~ e dx = .

Beweis. Wir berechnen [, e™®"*¥") dx dy auf zwei Weisen:

1. Mit dem Satz|33.3 von Fubini:

fe‘(XZWZ) dxdy = lim e eV dxdy
R2

=% Jw.(0)

Fubini ;. ' ' 2 2
= rlggfr(fre eV dx)dy
= ylinol _r<e‘y2 . (j:, e dx)) dy
= lim( f o f o dy)
( f ) e dx)z.

2. Mit der Transformationsformel (33.5) und Polarkoordinaten:

cos @ —rsing

) ) = |detDF| =r.
sing rcos @

F(r,p) = (rcos @, rsing), DF = (
Also erhalten wir:

R 271
f]Rz e~ dx dy = 1%1_r)r010‘f0‘ fo e rdo dr
1 R

= lim 27 - —Ee”zlo = lim n-(l - e’RZ)

R—o0 r—00

=T
Kombinieren wir die Ergebnisse der beiden Rechnungen, so ergibt sich:
f ) e dx = V.
O

Dieses Integral wird uns in der Wahrscheinlichkeitstheorie noch haufiger be-
gegnen. Die sogenannte Dichte der Normalverteilung (siehe Beispiel 34.21)

Problem:
Bild ¢°?
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mit Erwartungswert y = 0 und Standardabweichung ¢ = 1 ist ndmlich

gerade

1,2
73X

(x) = L e
Po;1 \/2_71

und man kann unter Ausnutzung der Transformation x sz leicht errech-

\f
f Poa(x) dx = 1.

Wie wir sehen werden ist dies die kontinuierliche Variante der Tatsache, dass
die Summe {tiber die Wahrscheinlichkeiten aller moglichen Ausgénge eines
Experimentes 1 ist.

nen, dass:

Aufgaben

Aufgabe 33.1 (Kugeln). Sei B1(0) C IR" eine Einheitskugel. Bestimmen Sie den

Radius r, so dass die Kugelschalen B;(0)\B,(0) und B,(0) gleiches Volumen
haben.

Aufgabe 33.2 (Archimedes). Betrachten Sie die Kegel, Halbkugel und Zylin-
der, deren Grundfldche jeweils ein Kreis mit Radius r > 0 und deren Hohe
ebenfalls r ist. Zeigen Sie: Die Volumina verhalten sich im Verhiltnis

Vs

1 : 2 : 3

Aufgabe 33.3 (Rotationskorper). Sei f: [2,b] — R eine positive Funktion.
Leiten Sie die untenstehende Formel fiir das Volumen V des Rotationskor-
pers her, der durch Rotation des Graphen von f um die x-Achse entsteht:

b
V:n-f(f(x))2 dx.

Aufgabe 33.4 (Torus). Wir berechnen das Volumen eines idealisierten Do-
nuts:



33.2 Uneigentliche Integrale 475

1. Zeigen Sie, dass der Torus
2
T.r ={(x,y,2) | (x2 +yP+22+ R - 1,2) = 4R*(x* + 7))

durch
x = (R +rcosv)cosu,

y = (R+rcosv)sinu,
z =rsinv

u,v € [0, 2n], parametrisiert wird. Anschaulich ist hierbeir > 0 der Radius
des ,Rohres” und R > r der Abstand vom Mittelpunkt des , Loches” zu
einem Mittelpunkt des ,,Rohres”:

2. Berechnen Sie das Volumen des Torus T r.

Aufgabe 33.5 (Transformationsformel). Seien 0 < p < gund 0 < a < b.
Abschnitte der Parabeln y* = px, y* = gx, x> = ay und x> = by bilden ein
krummlinig berandetes Viereck V im IR?.

1. Skizzieren Sie V fiir die Werte (p,q,4,b) = (%, 1, %, 1).

2. Berechnen Sie den Flacheninhalt von V.






Teil V

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik
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Einfiihrung

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik haben sehr viele Anwendungen.
Einige davon haben wir bereits in der Einfithrung zu diesem Semester (Seite
V) erwéhnt. Hier nochmals einige:

Warteschlangen: x Nutzer und Computeserver. P(x > k) die Wahrscheinlich-
keit, dass mehr als k Nutzer den Service benutzen wollen.

Probabilistische Algorithmen: Wir wollen die erwartete Laufzeit berechnen.
Datentibertragung mit Rauschen: Herausfiltern des Rauschens

Borsenkurse.

Uns ist kein Buch zur Mathematik fiir Informatiker bekannt, die die in diesem
Teil vorgestellten Inhalte vollstindig abdeckt. Allerdings gibt es ein gut les-
bares Buch, das sich nur diesem Thema widmet: [Kre02]. Dort werden auch
einige Resultate bewiesen, die wir im Rahmen dieser Vorlesung nur zitieren
konnen.

Problem:

TO DO: Einfiih-
rung in den Teil zur
Wahrscheinlichkeits-
theorie und Statistik
ausfiihrlicher






34

Grundbegriffe

Zwar kennen viele Horer die Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung und Statistik bereits aus der Schule, doch da dies erstens nicht vor-
ausgesetzt werden soll und zweitens sicher einige Notationen und Herange-
hensweisen in diesem Teil der Vorlesung anders gewidhlt werden als in der
Schule, geben wir zunéchst eine ausfiihrliche Einfithrung in das Thema.

Beispiel 34.1. Wir nehmen einen Wiirfel und wiirfeln n-mal. n; sei die Anzahl,
mitderie€{1,2,...,6} aufgetreten ist.

n; - 1
n_ 6
ist korrekt fiir grofSe n, wenn der Wiirfel fair ist.

Die Wahrscheinlichkeitstheorie gibt einen Rahmen, solche Aussagen zu be-
handeln und zu erkléren.

34.1 Wahrscheinlichkeit von Ereignissen

Definition 34.2. Ein Wahrscheinlichkeitsraum (kurz W-Raum) ist ein Tupel
(Q, A, P), wobei (2 eine Menge ist, der Ereignisraum ist A C 29 die sogenannte
boolesche Algebra von beobachtbaren Ereignissen; P ist ein Wahrscheinlichkeits-
mafl P: A — [0, 1]. Ein solches hat folgende Eigenschaften:

1. a) AL, Ape A=A NA, AN AJUA; € A,
b)Ac A= ON\AeA
0)0,QeA und: Aje A,ie N= |JL A € A

Vorlesung vom:

13. November 2009
Qualitatsstand:
zweite Version

Problem:
diesen Begriff in MfI1
einfiihren!?
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2. @) A BeA ANB=0= P(AUB)=P(A) + P(B).
b) P(0) =0, P(Q) =1, A € A: P(Q\A) = 1 - P(A),
0) Aj € Ayi € N, A; disjunkt, dann: Py A) = .2, P(A)

Beispiel 34.3. 1. Wiirfelmodell: Q = {1,...,6}, A = 29, P(4) = 5 = 4.

Allgemeiner: Laplace-Modell: Ist Q eine endliche Menge, A = 2°. Aus
Symmetrie-Griinden ist klar, dass alle @ € Q mit gleicher Wahrschein-

lichkeit auftreten. Dann gilt: P(A) = %ll ist ein Wahrscheinlichkeitsmafs,
das die Situationen richtig modelliert.

2. Lotto: Q = {w C {1,...,49} | w hat 6 Elemente }. Jeder Tipp hat die gleiche
Wahrscheinlichkeit. Um dies einzusehen, beschriften wir die Lottokugeln
zweifarbig, etwa:

scharz: 1 2 345 6
rot: 1011 209 30 49.

Also: P(Tipp) = (41—9)

Bemerkung 34.4. Die Bedingung 2.a") ist daftir verantwortlich, dass héufig
A + 22 gewidhlt werden muss.

Wir betrachten nun kontinuierliche W-Raume.

Definition 34.5. Sei Q = R, [a,b] € A ein abgeschlossenes Intervall. Ferner sei
f: R — Ry eine stetige Funktion mit I_O:O f(x) dx = 1. Dann ist mit

b
P(ia,b]) = f £) dx

ein Wahrscheinlichsmafl ergeben. Hierbei heifit: f: R — Rso Dichte des Wahr-
scheinlichkeitsmafes.

Beispiel 34.6. Einige hdufig verwendete Verteilungen im kontinuierlichen
Fall sind die folgenden:

1. Normalverteilung (auch Gauf8verteilung). Die Dichte ist (Abb.[34.1):
1 —(=?
ce 2,
oV2n

Wir werden sehen, dass u € R der sogenannte Erwartungswert und
0% € R, die sogenannte Varianz der Verteilung ist.

f(x) = goy;a(x) =
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% S
W ER S

Abbildung 34.1. Die Dichte der Normalverteilung.

Wir zeigen nun, dass tatsdchlich 1 = L o:o f(x) dx gilt. Die Substitution

_ Xy _ _dx_1: .
t= ol dt = o liefert:

N2 e Vi J N

Diese Normalverteilung wird folgendermafien notiert: N(u,0?). Siehe
auch Abb.[34.2.

%»-(AL w.j(!oér Hurve 22 /-0
be [/«-5,/4+&J 1 887

e e [ b

Abbildung 34.2. Die Normalverteilung.

Ae™ x>0

0 x<0m1t/\>0

2. Exponentialverteilung. Die Dichte ist f(x) = {
(Abb.|34.3).

Abbildung 34.3. Die Dichte der Exponentialverteilung

Wir rechnen wieder nach, dass dies tatsdchlich eine Dichte ist:

~ _ ~ —A. _ —Ax | _
Imf(x)dx—ﬁ Ae™Hdx = - | =1

Die Exponentialverteilung ist eine typische Lebensdauerverteilung. Bei-
spielsweise sind die Lebensdauer von elektronischen Bauelementen und
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die Zerfallswahrscheinlichkeit beim radioaktiven Zerfall anndhernd ex-
ponentialverteilt.

3. Gleichverteilung auf dem Intervall [, b] (Abb.34.4). Die Dichte ist hier:

1
o ={ 5

Offenbar ist dies wirklich eine Dichte.

X € [a,b],
sonst.

Abbildung 34.4. Die Dichte der Gleichverteilung.

Beispiel 34.7. Wir betrachten diskrete W-Raume, d.h. Q ist endlich oder ab-
zdhlbar. Fir w € Q sei P({w}) € [0,1] vorgegeben, so dass }, .o P({w}) = 1.
Dann ist: P(A) = Y ,ca P({w}).

Anwendung 34.8. 1. Wir wiirfeln n Mal. P({k}) = Wahrscheinlichkeit, dass
genau k Mal die 6 auftritt. p = .

P((k) = (Z) P -p

heif3t B,, ,—Verteilung (Binomial-Verteilung , im Fall n = 1 auch Bernoulli-
Verteilung genannt). Aus der binomischen Formel (Satz 2.7) folgt, dass
tatsdchlich gilt: Y, P({k}) = (p+ 1 —p))" = 1" = 1.

2. Eine Maschine produziert n Teile. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teil
defekt produziert wird, sei p.

P((k)) = (Z) P -p

ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau k Teile defekt sind.

34.2 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Definition 34.9. (Q, A, P) sei ein W-Raum. A > A U...UA, = Q,B € A,
B=BNA;U...UBNA,. Wir definieren die bedingte Wahrscheinlichkeit von
A € A unter der Annahme B, falls P(B) > 0:

P(ANB)

PAIB) = =5
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Beispiel 34.10. Wir wiirfeln 2 Mal. A = wenigstens eine 6. B = Augensumme
> 7. Moglichkeiten fiir B:

erste zweite
1 6
2 5,6
3 45,6
4 3,4,5,6
5 2,34,5,6
6 1,2,34,5,6

PA) =4 =1-22=1-P(Q\A)und P(B) = 3, P(ANB) = 4.

P(A|B) = 5175 = % > P(A) in diesem Fall.
Beispiel 34.11. Ein Krebstest ist mit 96% Sicherheit positiv, falls der Patient
Krebs hat, mit 94% Sicherheit negativ, falls der Patient kein Krebs hat. Bei
Patienten in der vorgegebenen Altersgruppe haben 0, 5% der Personen Krebs.
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Patient tatsdchlich Krebs hat,
bei positivem Testergebnis? T: Test positiv, K: Krebs.

KnT 0,005-0,96
T ~ 0,005-0,96 +0,995 - 0,06

P(K|T) = ~ 0,074.

Dieser Wert erscheint vielen Lesern sicher erstaunlich niedrig.

Satz 34.12 (von der totalen Wahrscheinlichkeit). Sei QO = U;Ai eine Partition
und B C Q. Dann:

P(B) = ) P(B| Aj)- P(A).
i=1

Beweis. Genau eines der A; trittein. B=BNA;U...UBNA,. O

Korollar 34.13 (Formel von Bayes). Sei P(B) > 0. A;U...UA, = Q. Dann gilt:

P(Ax) - P(B | Ay)
YiL P(Ay) - P(B| A

P(Ax | B) =

Beweis. Der Satz liefert:

pay 15y < PANB) _PAD S5 PAy - P(B1 Ay
B ==5@ = BB T, P(A)-P(B|A)
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Definition 34.14. Sei (2, A, P) ein W-Raum, A,B € A. A und B heiflen unab-
hiingig, wenn
P(A N B) =P(A) - P(B).

Falls P(B) > 0, so ist dies dquivalent zu:

P(A | B) = P(A).
Beispiel 34.15. Wir betrachten Q = {1,2,...,6}*> und wiirfeln 2 Mal.

1. A = { eine 3 im ersten Wurf }, B = { eine 5 im zweiten Wurf } sollten hof-
fentlich nach unserer Definition unabhédngige Ereignisse sein. Tatsach-
lich ergibt sich: P(A) = %, P(B) = % und P(A N B) = % und daher
P(A N B) = P(A) - P(B).

2. Weniger offensichtlich ist es, ob die folgenden Ereignisse unabhingig
voneinander sind:

A = { mindestens eine 6 }, B = { Augensumme ist gerade }.
Mogliche Ausgénge fiir B sind die folgenden:

1. Wurf 2. Wurf

1 135
2 246
3 135
4 246
5 135
6 246

Also: P(A | B) = % und P(A) = % = %, P(B) = % A und B sind also
nicht unabhéngig.

34.3 Zufallsvariablen und deren Erwartungswert und Varianz

Definition 34.16. (QQ, A, P) sei ein W-Raum. Eine Abbildung X: QO — R heifit
Zufallsvariable, wenn X~'(]—oco,a]) € Afiir jedesa € R. Esist: P(X~(]—o0,a]) =
P(X <a).

Die Verteilungsfunktion von X ist Fx: R — [0,1], Fx(a) = P(X < a). Fx ist
monoton steigend; ist Fx stetig diffbar, dann konnen wir

b
Pa <X <b) =fF3<(t)dt

als Integral berechnen. Wir schreiben: fx := F} = g—f( heifit Wahrscheinlichkeits-
dichte (kurz W-Dichte von) X.
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Es gibt viele Zufalls-Variablen, die nur diskrete Werte annehmen, d.h. P(X =
x) > 0 fiir hochstens abzdhlbar viele x € R.

Beispiel 34.17 (faire Miinze). Spieler A gewinnt bei Kopf 1 € und verliert bei
Zahl1<€. S, € Z ist der Gewinn nach n Spielen.

X =min{n|S, >0} € Nx.
nelNsq
In diesem Fall ist X diskret verteilt und Fy ist Treppenfunktion (Abb.[34.5),
da P(X < a) = P(X < |a]) fiir jedes a. Einige Werte: P(X = 1) = %, P(X=2)=
1.1 usw.

1.1 _1
2°2 7 4

fig:FaireMuenzeFX

Abbildung 34.5. SKIZZE FEHLT!

Definition 34.18. 1. X sei eine diskrete Zufallsvariable mit endlich vielen Werten
xi € R, fiirdie P(X = x;) >0, i =1,2,...,n. In diesem Fall heif3t

E(X) =) xi-P(X=x)
=1

der Erwartungswert von X.

2. Ist X eine diskrete (nicht notwendig endliche) Zufallsvariable mit Werten x;,i €
IN, dann sei

[N

E(x) = Z xi- P(X = x;).

i=1
E(X) heifdt Erwartungswert, falls Y72, |x;| - P(X = x;) < oo, d.h. falls die Reihe
absolut konvergiert.

3. Sei X kontinuierlich verteilte Zufallsvariable mit Dichte fx.

E(X) :I x - fx(x) dx

00

heifit Erwartungswert, falls f_ D:o x| - fx(x) dx < oo.

Problem:
Skizze fehlt:
fig:FaireMuenzeFX!
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Beispiel 34.19. 1. Zumindest fiir endliche Zufallsvariablen entspricht der
Erwartungswert unserer Intuition. Wﬁrfeln wir z.B. einmal mit einem

Wiirfel, so ergibt sich E(X) = Y0 i-1=1.8 =7
2. X sei binomialverteilt (B,;), d.h. P(X = k) = (})-p"-(1 — p)"~ ~*_ Es gilt:

E(X) = Zk()p (1-p)* =

Die letzte Gleichheit werden wir erst spater zeigen (Beispiel 35.11).

Bemerkung 34.20 (Linearitit des Erwartungswerts). Fiir zwei Zufallsvaria-
blen X und Y und a, § € R gilt: E(aX + fY) = aE(X) + BE(Y).

Beweis (Idee). Ausnutzen der Linearitit von Y, f . O

Beispiel 34.21. X sei eine normal-verteilte Zufalls-Variable, N'(u, ¢?), d.h.

1 )
(@) = ——=e
f V2n
Da [* fx(t) dt = 1, folgt:
0 ~(e-u)?
E(X) = f ce 27 dx (Subst: t = x — u = dt = dx)
oo O \/_ IJ

S f(t+y) ei7 dt
oV2n J-

= 1 (f t-ez_otzdt+f y-ez_alzdt)
oV2m —co —co

=0+u-1=p.

Die 0 kann man hierbei leicht nachrechnen oder einfach mit Punktsymmetrie
argumentieren.

Bemerkung 34.22. Sei X eine Zufallsvariable, ¢: R — RR eine stetige Funkti-
on. Y = @ o X ist ebenfalls eine Zufallsvariable mit E(Y) = ) ,..g @(x) - P(X = x)
im diskreten Fall bzw. E(Y) = f_ o:o @(x)- fx(x) dx im kontinuierlichen Fall. Es ist
hierbei nicht klar, dass diese E(Y) endlich sind, d.h. ob dies Erwartungswerte
sind.

Definition 34.23. ¢(t) = t*, X* = ¢(x). Hat X* einen Erwartungswert, dann heifit
E(X*) k~tes Moment von X. Speziell ergibt sich mit der Notation y = E(X) wegen
der Linearitit des Erwartungswertes:
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V(X) = E(X - w)?) = E(X*) =2 E(X) - p + i = E(X?) = 1%,

V(X) heif$t Varianz von X (falls die ersten beiden Momente existieren). o := +/V(X)
heifit Standardabweichung oder Streuung von X.

Beispiel 34.24. Sei X der Gewinn auf dem Gliicksrad

%

(4

Abbildung 34.6. Ein Gliicksrad.

Danngilt: p =1-2+1-3+1-6=3.EX)=1-4+1-9+1-36 =11
>VX)=?=EX?) -2 =2=>0= V2

Beispiel 34.25. X sei N(u, 0%)-verteilt. Dann gilt: V(X) = o2,

Beweis. Ubung. i

Bemerkung 34.26 (Eigenschaften der Varianz). Seien X eine reelle Zufalls-
variable und ¢, f € R. Dann gilt:

1. V(aX) = a? - V(X),
2. V(X + ) = V(X).

Die Varianz ist also nicht linear.

Beweis. Ubung. o

Aufgaben

Aufgabe 34.1 (Bedingte Wahrscheinlichkeiten). Zwei Werke sind zu 60%
bzw. 40% an der Gesamtproduktion von Transistoren beteiligt. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Transistor mindestens 2000 Stunden betriebsfahig
bleibt, ist fiir das erste Werk 0.8 und fiir das zweite 0.7.

1. Mit welcher Wahrscheinlichkeit bleibt ein der Gesamtproduktion ent-
nommener Transistor mindestens 2000 Stunden betriebsfahig?
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2. Ein beliebig ausgewahlter Transistor fiel nach 1200 Stunden aus. Wie grofs
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass dieser Transistor aus dem zweiten
Werk stammt?

Aufgabe 34.2 (Random Walk). Wir mochten einen eindimensionalen zufalli-
gen Gang simulieren, bei dem wir von 0 ausgehend in jedem Schritt zufallig
entweder 1/2 nach oben oder unten gehen. Nach n Schritten sind wir dann
bei einem gewissen Wert w(n) angekommen. Offenbar ist fiir gerades n der
Wert w(n) € N und genauer w(n) € I := {-n/2,-n/2-1,...,n/2} CIN.

1. Benutzen Sie ein Computeralgebra-Programm, wie beispielsweise Maple,
um 15 solche Random Walks fiir n = 100 in einem gemeinsamen Koordi-
natensystem zu visualisieren.

2. Schreiben Sie eine Prozedur, die fiir N Random Walks, die jeweils n Schrit-
te haben, zihlt, wie oft jeder mogliche Ausgang i € I aufgetreten ist und
die diese Anzahlen a; als Liste oder Array zuriickgibt.

3. Visualisieren Sie ein Ergebnis dieser Prozedur fiir n = 100 und N = 1000,
indem Sie die Werte i gegen 4; in einem Koordinatensystem auftragen.

4. Reskalieren Sie diese Visualisierung, indem Sie nun die Punkte

(i/(2\n), 2a; Vn/N)

in ein Koordinatensystem einzeichnen und zeichnen Sie in das selbe Ko-
ordinatensystem die Dichte der Gaufischen Normalverteilung N(0, %) mit
ein. Was fallt auf und wie ldsst es sich erkldren?

Aufgabe 34.3 (Beim Arzt). Nehmen wir an, dass 1% der Bevolkerung Krank-
heit X haben. Weiter nehmen wir an, dass es einen Test auf Krankheit X
gibt, der in 5% der Falle als Ergebnis positiv liefert, obwohl der Patient die
Krankheit nicht hat und in 2% der Falle als Ergebnis negativ liefert, obwohl
der Patient die Krankheit hat.

Nehmen wir nun an, dass ein zufélliger Biirger, der getestet wird, sagen
wir Herr B, als Resultat positiv bekommt. Eine Konsequenz scheint zu sein,
dass der Biirger mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% die Krankheit hat.
Wie hoch ist diese Wahrscheinlichkeit wirklich? Wie hoch ist umgekehrt die
Wahrscheinlichkeit, dass ein negativ getesteter Biirger die Krankheit tatsach-
lich nicht hat?

Bemerkung: Wesentlicher Bestandteil der Berechnungen, die Sie anstellen, ist
die zuféllige Auswahl des Biirgers. Fiir einen Patienten, der schon in diver-
sen anderen Tests ein positives Ergebnis bekommen hatte, ist die Sachlage
nattirlich eine ganz andere.

Aufgabe 34.4 (Unabhingigkeit). Seien X und Y unabhingige, identisch ver-
teilte, kontinuierliche Zufallsvariablen. Wie grofs ist P(X > Y)?
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Aufgabe 34.5 (Differenz). Seien X und Y zwei zufillig gewidhlte Punkte im
Intervall [0, 1]. Bestimmen Sie die Verteilung der Differenz.

Aufgabe 34.6 (Varianz bei Gleichverteilung). Sei X in [—a, a] gleichverteilt.
Bestimmen Sie die Varianz V(X).

Aufgabe 34.7 (Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung). Bei 4000 Ziehun-
gen im Zahlenlotto 6 aus 49 wurde die Zahlenreihe 15, 25,27, 30, 42, 48 zwei-
mal gezogen: am 20.12.1986 und am 21.06.1995. Dies erregte unter Lottospie-
lern ziemliches Aufsehen. Rechnen Sie nach, wie (un)wahrscheinlich dieses
Ereignis wirklich war.

Aufgabe 34.8 (Ausfall von Bauteilen). Ein hochwertig gefertigtes Bauteil
hat eine konstante Ausfallrate. D.h. die Wahrscheinlichkeit, dass es innerhalb
eines Jahres kaputt geht, bleibt, unabhiangig vom Alter des Bauteils, gleich.
Aus langjahrigen Versuchen ist bekannt, dass am Ende des ersten Jahres 10%
der Geréte ausgefallen sind. Wann ist die Halfte der Bauteile kaputt? Hinweis:
Treffen Sie eine sinnvolle Verteilungsannahme.

Aufgabe 34.9 (Falsche Ubertragung von Nachrichten). In einem Nachrich-
tenkanal wird ein Zeichen mit der Wahrscheinlichkeit p richtig tibertragen.
Eine Nachricht besteht aus acht Zeichen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wer-
den hochstens zwei Zeichen falsch tibertragen? Rechnen Sie zuerst allgemein
und dann fiir p = 0.9.


http://www.zahlenlotto.org/lottoziehung/samstag-20121986
http://www.zahlenlotto.org/lottoziehung/mittwoch-21061995
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Kombinatorik und Erzeugende Funktion

In Anwendungen muss man hdufig Anzahlen von Moglichkeiten des Auf-
tretens gewisser Ereignisse abzdhlen. Die Kombinatorik liefert hierzu Metho-
den. Eine davon ist die sogenannte erzeugende Funktion. Wir werden sehen,
dass diese aber noch weitere Anwendungen im Bereich der Wahrscheinlich-
keitstheorie besitzt; beispielsweise werden wir mit ihr einige Erwartungs-
werte ausrechnen konnen.

Wir beginnen aber mit der Vorstellung zweier Modelle, anhand derer sich
viele kombinatorische Probleme erldutern und verstehen lassen, dem Urnen—
und dem Schubladenmodell.

35.1 Urnen- und Schubladenmodell

Beispiel 35.1. 1. Das Urnenmodell.
Aus einer Urne mit n unterscheidbaren Kugeln (Abb. [35.1) werden k
Kugeln gezogen. Dabei kann das Ziehen mit oder ohne Zuriicklegen
erfolgen und die Reihenfolge eine oder keine Rolle spielen.

Abbildung 35.1. Das Urnenmodell.

2. Das Schubladenmodell (siehe Abb.|35.2). Dieses Modell ist dquivalent
zum Urnenmodell (Ubungsaufgabe!); der Zusammenhang ist dabei:
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Urnenmodell Schubladenmodell

mit/ohne Zuriicklegen mit/ohne Mehrfachbesetzung

mit/ohne Reihenfolge unterscheidbare/ununterscheidbare Objekte

w
o—\

C.

=y ,
o) Sk Uieeihigon
A TSR

Abbildung 35.2. Das Schubladenmodell.

3. Gegeben n Objekte, von denen wir k auswéhlen. Wieviele Moglichkeiten
gibt es? (Fiir das Schubladenmodell gelten selbstverstiandlich die gleichen
Zahlen entsprechend.) Fiir jede der Kombinationen geben wir jeweils eine
Kurzschreibweise an, wobei in der Praxis oft nur der Binomialkoeffizient

Problem: wirklich verwendet wird.
Tabelle kleiner! .
ohne Zuriicklegen mit Zuriicklegen
geordnet |n(n —1)-- (n k+1)=: (n) n* = (ny
= - k)r = k( )
ungeordnet o w = Q) & =00 By = (1
Problem:
Notationen in Index! Aufder der Anzahl unten rechts sind alle Anzahlen leicht einzusehen,

wenn man sich an den Binomialkoeffizienten aus Abschnitt[2.6 erinnert.
Die letzte Anzahl ergibt sich nun folgendermafSen: Sie ist gleich der An-
zahl von k-Tupeln (ay,...,ar) ganzer Zahlen 1 < a; < ay < -+ < g <
n € Z. Das ist richtig, weil sie, ohne Beachtung ihrer Reihenfolge, so sor-
tiert sind, dass sie aufsteigend sind. Dies sind aber genauso viele wie die
n-Tupel

(bl, .. .,bk) = (al,az + 1,&3 +2,.. L, ar + (k - 1)),

furdiel < by < by <--- < by <n—1+kgilt. Deren Anzahl ist aber gerade
die Anzahl der Moglichkeiten, k Elemente aus einer (n—1+k)-elementigen
Menge ohne zurticklegen auszuwihlen.

Fiir Grenzwertbetrachtungen ist hdufig der folgende Satz hilfreich, den wir
hier leider nicht beweisen konnen:

Satz 35.2 (Stirlingsche Formel, ohne Beweis).
~ V2nr - (E)n,
e
Problem: wobei e = exp(1) die Eulersche Zahl ist.

Referenz fiir Beweis
(ein Ana-Buch?)!
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Beispiel 35.3 (Fairer Miinzwurf). Kopf: +1 €, Zahl: -1 €. S,;: Gewinn nach n
Spielen.

2 212,
(:)_(Zn)!‘z,zh Vanr - ()" NEYSE

P(Szn = 0) = 22” = (n!)z =~ W . = ﬁ n—oo

35.2 Abzidhlen mit erzeugenden Funktionen

Wir betrachten im Folgenden ein ldngeres Beispiel, anhand dessen die Ein-
fihrung des Begriffes der erzeugenden Funktion veranschaulicht und dessen
Niitzlichkeit demonstriert wird:

Beispiel 35.4 (Erste Wechselzeit). Gleiches Spiel. Strategie: Spieler stoppt das
Spiel, wenn zum ersten Mal S,, = (Gewinn nach n Wiirfen) positiv ist (s. Abb.
35.3). fu =P(51 <0,...,5,-1 0,8, = 1) = ? Einige Werte sind klar: f, = 0,
f1 =%,f2:0:f2nfﬁl'1’l€N.

o A
@/ A ¢ n-4

Abbildung 35.3. Skizze zum Spiel der ersten Wechselzeit.

Wir driicken nun f, durch f; aus, fiir die i < n gilt (s. Abb.|35.3); offenbar
muss wenn S; = 0ist, vorher S;_; = —1 gewesen sein, da der Spieler sonst das
Spiel schon abgebrochen hétte. Damit ist einsichtig:

fn = P(an 2-ter Stelle zum ersten Mal wieder 0) - f,—»
+---+ P(an (n — 1)-ter Stelle zum ersten Mal wieder 0) - f;

n—-1
= ZP(Sz <-1,...,5.1<-1,5=0) 'fn—i
=2

—_

n—

DI

1

N —
1
N

Um nun weiterrechnen zu konnen, fithren wir zunichst einen hilfreichen
Begriff ein:



Problem:
haben wir diese
Verallgemeinerung

der bin. Formel
bewiesen?
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Vorlesung vom:

Definition 35.5. Sei (f,)q>0 eine Folge. Dann heifst 20. November 2009
Qualitatsstand:
erste Version

R = Y
n=0

erzeugende Funktion oder erzeugende Potenzreihe von (f,); diese ist nicht not-
wendig konvergent. Die Folge (f,,)-x (oder manchmal (f,)-z) heifit erzeugende Va-
riable oder Zihlvariable.

Beispiel 35.6. Zuriick zu obigem Beispiel. Die erzeugende Funktion ist:

n-2

e Yo =3 5 T i)

n=2 i=1

F(x) =

NI &R

1
+ E-x'F(x)z.

N &R

Um dies einzusehen, berechnen wir zunichst:

(o)

ror = (5 ) (5 ) 5, X s
j=0

i=0 n=2 i+j=n-1
Den Laufindex der inneren Summe kénnen wir zu j = n—(i+1) umschreiben,
so dass diese sich als )::':_12 fi fn_(i+1)x"‘1 schreiben ldsst. Schliefilich folgt also:

F(x) = 500+ FOP) = F(x) = T£ V-0 'xl_x2

Da F(0) = 0 ist, folgt: F(x) = @ (fur + ergibt sich % = oo und fiur -
erhilt man 3, muss also eine Grenzwertbetrachtung vornehmen). Mit dem
binomischen Satz (Verallgemeinerung der binomischen Formel[2.7 auf reelle
Exponenten) gilt aber:

/1
Vi—2=(1-2%): = kZS (12() (=1 %,

Hierbei ist der Binomialkoeffizient (;) fiir reelle Zahlen r € R in Analogie
zum Binomialkoeffizienten fiir natiirliche Zahlen definiert:

(r) (=1 (r=(k-1))

Kkl k!

Damit konnen wir F(x) nun hinschreiben:
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1 1 1
Fx)=2]-x— 2] 2 +[2] - —....
1 2 3

SchliefSlich folgt:
b= () (=D)F! fiirn =2k-1,
0 fur n = 2k.

Kann der Spieler erwarten, etwas zu gewinnen? Wie lange erwartet Spieler
A zu spielen, bis er Gewinn macht?

Wir fithren dazu eine neue diskrete Zufallsvariable ein: X = min{n | S,, > 1}.
Damit gilt: P(X = n) = f,. Wir erhalten

(e [

E(X):Zn-P(X:n):Zn-ﬂl.

n=1 n=1

Es gilt: F(z) = Yo fuz", 2F'(z) = Yopey nfn2". Durch Einsetzen von 1 ergibt
sich damit::
E(X) = (zF")

Dafiir benotigen wir also die Ableitung von F:
1o VTTP s h -0 V)
F'(z) = = 5
z z
_2-(I=2-(-2) _1-Vi-Z
22 V1 - 22 2Vi-2

z=1"

1—\/1—22: 1-(1-2%)
zV1 — 22 zV1I-22(1+ V1-22)

z

T NI—2(1+VI-2)

Letztendlich ergibt sich also: E(X) = zF’ (,2')|Z:1 = oo. Der Erwartungswert
existiert also nicht und der Spieler muss erwarten, in endlicher Zeit das Spiel
nicht zu beenden.

= zF' (z) =

Wir haben im obigen Beispiel gesehen, dass erzeugende Funktionen hilfreich
sein konnen. Auch bei der Berechnung der Anzahl der Moglichkeiten, Ku-
geln unter gewissen Nebenbedingungen auf Schubfacher aufzuteilen, sind
erzeugende Funktionen hilfreich:

Beispiel 35.7 (Anzahl der Moglichkeiten der Verteilung von Kugeln auf
Schubfacher).
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1.

35 Kombinatorik und Erzeugende Funktion

Wir betrachten die konstante Folge: f, =1 Vn :

Fyoo)= L (35.1)

(I+z+2%+-+2z
1-z

Dies ist korrekt, weil (1 +z+2z?>+---)(1—-2)=1+z—-z+2z*—2*--- eine
Teleskopreihe ist.

. Potenzieren beider Seiten der Gleichung (35.1) liefert:

AQ+z+22+-- ) =1-2)™"

Was sind die Koeffizienten? Wir betrachten dazu das Schubladenmodell:
Wir wollen k identische Kugeln (die k Faktoren von z¥) auf n Schubfécher
(die n Faktoren von (1 + z + z* + ---)") verteilen. Um die Koeffizienten
zu verstehen, stellen wir uns nun vor, dass wir das Produkt (1 + z + z% +
---)" nach und nach ausmultiplizieren. Dazu miissen wir aus dem ersten
Faktor (1+z+2%+---) eine gewisse Potenz ZK von z auswihlen, dann aus
dem zweiten Faktor usw. Im Schubladenmodell heifst dies: Wir legen k;
Kugeln ins erste Fach, . . ., k, Kugeln ins n-te Fach mitky +ky +- - -+ k,, = k:
Zh .z 2k = 2k Zahlen wir alle diese Moglichkeiten zusammen, so
ergibt sich der Koeffizient vor zF im Produkt. Dieser Koeffizient ist dabei
die Anzahl der Moglichkeiten, k identische Kugeln auf n Schubladen zu
verteilen; nach der Tabelle in Beispiel 35.1]ist dies gerade (*,'1"). Also
folgt:
) . O (n-1+k)
(I+z+22+-)'=(1-2) =Z( )'Z- (35.2)

n-—1
k=0

. Die Anzahl der Moglichkeiten, k identische Kugeln in n Schubladen zu

verteilen, so dass jedes nicht leere Schubfach wenigstens 2 Kugeln enthalt,
ist der k-te Koeffizient der Potenzreihe
2., .3 1 !
1+z°+ +~-”:(————)
Q+z+z ) 1 z
n

=) (’Z)-(—z)"-(l 2y,

i=0

weil wir in der Erlduterung des vorigen Beispiels 35.7/2 immer k; # 1
fordern. Wegen der Formel (35.2) folgt:
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n_nn iy (riri-1
A+2+2 4+ _Z(i)(_l)Z'Z( n—i-1 )Z]

i=0 =0
R —

neive1
7()1 14;7 )

E[ el

k=0 \i+j=k

oo (min(n,k) .

:Z Z (_1)1-1’.1 n+k—2.l—1 &
— i k—i

Beispielsweise ergibt sich fiir n = 3,k = 4:
Fof)
. i\4—i
~[6)- GG} GJE) -Gl
4 1\3 2)\2 3/\1

=15-3-44+3-1-0=6.

4. k identische Kugeln auf n Schubficher, in jedem Fall aber hochstens 4.
In der Notation des obigen Beispiels (2|) entspricht dies der Forderung:
k; = 0 fiir i > d. Die Potenzreihe, deren Koeffizienten das zihlen, ist also
(1+z+22+---+z%)". Da sich wegen (35.1) durch Durchmultiplizieren mit
A+1

d+2

@ 422 4 2
ergibt, folgt:

R (e R |

5. Ein Fach mit hochstens 2, eines mit hochstens 3 und ein Fach mit einer
geraden Anzahl:

_(1-2)1-zY  A-2)(1+2P)

ezt 2) (1 bzt 224z ) = g = gy

Einige weitere Beispiele fiir das Abzéhlen mit erzeugenden Funktionen: nicht oder nur knapp
vorgefiihrt

Beispiel 35.8. Mit d; = bezeichnen wir die Anzahl der Moglichkeiten, k als

Summe von strikt positiven paarweise verschiedenen ganzen Zahlen darzu-

stellen. Ein Beispiel: k =5 =5 =4+ 1 = 3 + 2, d5 = 3. Folgende erzeugende

Funktion zdhlt dies:



nicht oder nur knapp
vorgefiihrt
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D(z) = dez 1 +2)1 +22) H(l +2").

Beispiel 35.9. P, = Anzahl der Partitionen von k in einer Summe positiver
ganzer Zahlen:5 = 4+1 = 342 = 34+1+1 = 24+2+1 = 2+1+1+1 = 1+1+1+1+1.

Pk=|{z_r:k,', ky ZkzZ"'Zkr>0}|.

P(z) = Zsz A+z+2+28 4+ ) Q+2+2H+- :H

k=1 n=1

Erklarungsversuch: Der Summand aus dem ersten Faktor zihlt, wie oft wir
1 in Partition nehmen (z), der Summand aus dem zweiten Faktor (z?)’ sagt,
dass wir 2 i-mal nehmen usw. zF = zl1z22 ... 255 wobei li ={il ki = j}l.

35.3 Manipulation erzeugender Funktionen

Wir geben eine knappe Ubersicht {iber mogliche Operationen auf Folgen und
den entsprechenden Operationen auf den erzeugenden Funktionen:

Eigenschaft Folge Erzeugende Funktion
Definition (f2) Fz)=Y2 f7
Summe (afy +0gy) aF(z) + bG(z)

Faltung hy, = Y1 feQnk H(z) = F(2) - G(z)

Definition 35.10. Seien (f,), (3,) Folgen, dann heifSt (f,) * () = (h,) die Faltung
der beiden Folgen.

Weitere Manipulationen:

Eigenschaft Folge Erzeugende Funktion

Skalierung: geometrisch fia' F(az)
linear if; zF'(2)
faktoriell (l_l—'k), fi ZKF®)(z)
harmonisch %,i >1 foz F(t)dt
Summation: kumulativ Zj‘:o fi %
vollstaindig ~ Y..5 fi F(1)
alternierend  Y.2(-1)'f; F(-1)
Sequenzwerte: Anfang fo F(0)
k-ter Term fx F E2(0)

Grenzwert  limy_,o fi hmz_>1(1 — 2)F(2).
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Die meisten Aussagen sind klar durch gliedweises Differenzieren bzw. Inte-
grieren in der Reihe. Nur die Ausssagen iiber die Summationen sind nicht
unmittelbar einsichtig und die Grenzwertaussage. Wir zeigen hier nur diese
letzte: Es gilt: (1 — 2)F(z) = fo + (fi — fo)z + (f2 — fi)z* + ---. Fiir z — 1 ergibt
dies eine Teleskopreihe.

35.4 Anwendung auf eine Erwartungswertberechnung

Mit erzeugenden Funktionen konnen wir nicht nur abzéhlen, sondern auch
in einigen Fillen Erwartungswerte berechnen:

Beispiel 35.11. Wir berechnen den Erwartungswert einer B, ,—verteilten Zu-
fallsvariablen X. Es gilt: P(X = k) = (})-p*-(1 — p)"* und daher:

n

E(X) = Z k.(Z).pk.(l _pyt,

k=0

Sei G(z) := Gx(z) die erzeugende Funktion der Folge (P(X = k))ren, d.h.:

n

G =) (Z)-p"-(l —p) =1 -ptp2).

k=0

Damit ergibt sich fiir den Erwartungswert von X:

E(X) = (ZG’(Z))|Z=1 = (z n-(1-p+ pz)”‘1 -]o)|Z:1 =n-p,
wie wir bereits in Bsp.34.19/erwdhnt haben.

Damit ist es nicht allzu schwierig, die Varianz zu ermitteln, die ja auch ein
Erwartungswert ist:

Beispiel 35.12. X sei B, verteilt. Dann gilt: V(X) = np(1 - p).

Beweis. Ubung. i

35.5 Lineare Rekursion

Sei (f,) eine rekursiv definierte Folge der Form

fn+1 = afn + bfn—lz

wobei fy und f; vorgegeben sind. Bereits in der linearen Algebra (Abschnitt
24.4.2) haben wir Methoden kennengelernt, um fiir solche lineare Rekursio-
nen explizite Formeln fiir die f, zu berechnen. Erzeugende Funktionen sind
hierzu auch ein probates Mittel, wie wir im Folgenden sehen werden:

Vorlesung vom:

25. November 2009
Qualitétsstand:
erste Version
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Beispiel 35.13. Wir betrachten den Falla =2, b =1und f, =0, fi = 1, also:
for1 =2fu + fur, dhe (fy) =(0,1,2,5,12,29,...).

Die erzeugende Funktionist: F(z) = Y7, fiz'. Wegen der Rekursionsgleichung
ergibt sich:

Fz)-(1-az-bz%) = anz (1 —az — bz?)

n=

0
= fnz”
n=0

8

00

n+1 n+2
-2 e
n

=0

afyaz" —ben 22"

Ma

=
I
o

fuz"

[\’]8
&l\’l8

=
I}
(==}

= fo+ fiz —afoz+z (fo = afur —bfus) 2",
n=2
=fo+(fi-afo)z =0

Also folgt: F(z)(1 —az — bz?) = c + dz mitc = fo,d = fi —afy, also:

c+dz
Fz) = ———.
@ 1—az—bz?

Partialbruchzerlegung (siehe dazu Beispiel 13.27) liefertnun a, 8, A, B, so dass
c+dz A B

= + .
1-az-bz> 1l-az 1-pz

Koeffizientenvergleich im Nenner liefert die Bedingung > — ap — b = 0 und
aus Symmetriegriinden auch a? —aa — b = 0. Es sind also @ und f gerade die
Nullstellen von #? — at — b. Damit kénnen wir nun im Zahler durch Koeffizi-
entenvergleich auch A und B berechnen, was wir hier aber nicht allgemein,
sondern nur unten an einem Beispiel vorfiihren.

Damit folgt nun, da =— = Y7 a"z" (geometrische Reihe oder formal nach-
rechnen):
F(z) :A-Za"z”+B~Zﬁ”z”
n=0 n=0

fn =Aa" + Bp".

Somit erhalten wir:

Wir haben also eine Moglichkeit gefunden, explizite Formeln fiir Werte von
rekursiv definierten Folgen zu berechnen.

Beispiel 35.14. In unserem Beispiel von eben: a = 2 b=1lia,p=1£V1+1=

1+ V2, also: ¢ = 0,d = 1. Somit folgt: T = T T m Da die Nenner auf
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beiden Seiten gleich sind, folgt: z = A(1-Bz)+B(1—az) = (A+B)—(BA+aB)z.
Koeffizientenvergleich liefertnun: A+B=0= B = -Aund 1 = —(BA+aB) =
A= }I V2, also:

fu= 3 V2(1+ V) - Va(1- V2"

35.6 Exkurs: Formale Potenzreihen

Da wir in diesem Kapitel recht intensiv mit erzeugenden Funktionen gear-
beitet haben, m&chten wir es abschliefien mit einigen weiteren Hintergrund-
informationen dazu. Eine erzeugende Funktion ist in folgendem Sinn eine
formale Potenzreihe:

Definition 35.15. Sei K ein beliebiger Korper und sei (f,)nen eine Folge mit Ele-
menten aus K. Dann heifst

Fo =Y f
n=0

eine formale Potenzreihe.

Bemerkung/Definition 35.16. Die Menge der formalen Potenzreihen notiert
man

Kl ={ ) fiz"| fue K},
n=0

Diese tragt die Struktur eines Ringes (siehe Abschnitt|4.2). Die Addition ist
folgendermafien definiert:

(i fu) + (i giz") = i(fn + g2
n=0 n=0 n=0

Offenbar ist das Negative einer formalen Potenzreihe gerade gegeben durch
die Potenzreihe mit den negativen Koeffizienten. Die Multiplikation ist dann

naheliegend:
(Z fnzn) : (Z gnz”) = Z haz",
n=0 n=0 n=0

wobeih, = Y i_ fu-kQk- Das neutrale Element bzgl. der Mutliplikation ist also
1=Y " pe,z" miteg=1,¢,=0VYi>0.

Proposition 35.17. Ein Element f(z) = Y., fx2" hat ein Inverses genau dann,
wenn fo # 0.
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Beweis. Die Notwendigkeit dafiir ist klar, denn es muss hy = 22=o fnkSk =
fogo = 1 gelten, was fiir fo = 0 nicht moglich ist.

Betrachten wir fiir die andere Implikation ein Produkt, fiir das gilt:

(L A=) (L) =1

Dann muss ebenfalls gelten: fgp = 1. Nach Voraussetzung gilt aber f; € K\{0};
es gibt also ein Inverses gy von fo, da K ein Korper ist.

Wir miissen nun noch beweisen, dass die Terme hoheren Grades in z durch
geeignete Wahl von g, verschwinden. Diese g, finden wir, indem wir schritt-
weise das folgende unendliche Gleichunssystem losen:

fogo=1 = go=%eK
f0g1+f1go:0 = glz%,...

fogn+ -+ fugo =0 =

Dazu ist nur notwendig, dass f, # 0, was ja vorausgesetzt war. O

Aufgaben

Aufgabe 35.1 (Erzeugende Funktion). Sei f; die Anzahl der Moglichkeiten,
i als Summe von verschiedenen posititven ganzen Zahlen darzustellen. Sei
gi die Anzahl der Moglichkeiten, i als Summe ungerader positiver ganzer
Zahlen darzustellen. Bsp: f5 = 3, namlich 5,4 + 1, 3 + 2; g5 = 3, ndamlich 5,
3+1+1,1+1+1+1+1. Euler entdeckte, dass f; = g; Vi. Zeigen Sie:

1. Die erzeugende Funktion von (fi)ien ist F(x) = (1 + x)(1 + x2)(1 + x3) - --.
2. Die erzeugende Funktion von (g;)ien ist G(x) = m

3. Verwenden Sie die Identitit (1 +x)(1 - x') = (1 —x%), um F = G zu zeigen.
Aufgabe 35.2 (Kombinatorik). In einer Urne befinden sich 20 Kugeln, 9 rote,
3 gelbe und 8 blaue. Wir wihlen drei davon zufillig aus. Bestimmen Sie die
Wahrscheinlichkeit, dass:

1. alle drei gelb sind,

2. mindestens eine gelb ist,

3. eine von jeder Farbe dabei ist.
Aufgabe 35.3 (Lineare Rekursion). Seiap :=0, a1 := 1, a,41 := M% Berech-

nen Sie eine nicht-rekursive Formel fiir 2, mit Hilfe von erzeugenden Funktio-
nen und Partialbruchzerlegung und ermitteln Sie den Grenzwert lim,, ;. .
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Summen von Zufallsvariablen

Wir hatten bereits erwdhnt, dass aus der Linearitit des Summenzeichnens
bzw. des Integralzeichens die Linearitdt des Erwartungswertes, also insbe-
sondere E(X +Y) = E(X) + E(Y) folgt (Bemerkung 34.20). Es wird sich her-
ausstellen, dass eine analoge Aussage fiir die Varianz nur fiir unabhédngige
Zufallsvariablen gilt. Dies werden wir nutzen, um als ein Maf3 fiir die Un-
abhingigkeit von Zufallsvariablen die sogenannte Kovarianz und damit den
Begriff der Korrelation zu motivieren.

Um Summen von Zufallsvariablen zu untersuchen, werden wir Verteilungs-
funktionen verwenden (Definition|34.16): Fx: R — [0,1], Fx(a) = P(X < a).
Dies sind, wie wir oben gesehen haben, monoton wachsende Funktionen, im
diskreten Fall monoton wachsende Treppenfunktionen. Fiir zwei Zufallsva-
riablen ergibt sich folgender Begriff:

36.1 Gemeinsame Verteilung und Dichte von Summen

Definition 36.1. Seien X, Y zwei Zufallsvariablen auf Q. Die gemeinsame Vertei-
lung ist
Fxy: R* = [0,1], Fxy(a,b) = P(X < a,Y < b).

Im kontinuierlichen Fall sagen wir, dass sie eine gemeinsame Dichte fxy hat, wenn
fxy: R? > Ry existiert, so dass

b
P(X<a,Y<D) =f f fxy(s, t) dt ds.

Bemerkung 36.2. Ist fxy die Dichte des Paares X, Y, dann gilt

fx(s) = f Fav(s, b dt
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Beweis. Es gilt:

ffx(s) ds=P(X <a)=P(X<a,yeR) f f fxy(s,t) dt ds Va.
Die Behauptung folgt, da daher

[ ’futs) ds = [ I [ potsnar)as

gilt, durch Grenzwertbildung b — 4, da f fx(s) ds = (b — a) fx(s) usw. (51ehe
Problem: auch Abb.|36.1).
Skizze fehlt: fig:Pab!

fig:Pab

Abbildung 36.1. SKIZZE FEHLT!

Den Begriff der Unabhingigkeit von Ereignissen konnen wir in naheliegender
Weise auf Zufallsvariablen tibertragen:

Definition 36.3. X und Y seien zwei Zufallsvariablen.

1. X und Y heiflen unabhdingig, wenn
P(X<a,Y<b)=P(X<a)-P(Y<b) VabelR

2. Die bedingte Wahrscheinlichkeit von X < a unter der Annahme Y < b, ist
P(X<a,Y<Db)
Py <b)

falls der Nenner > 0 ist. Offenbar folgt aus der Unabhingigkeit von X und Y
sofort P(X <a|Y <b)=P(X <a).

3. Sind X und Y kontinuierlich verteilt, so lisst sich die bedingte Wahrschein-
lichkeit P(X < a | Y = b) durch die analoge Formel nicht definieren, da
P(Y = b) = 0. Die richtige Definition ist folgende:

[ fxy(s,b) ds
[ fxx(s,b) ds’

P(X<alY<b):=

PX<al|Y=0b):=
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Lemma 36.4. X, Y seien kontinuierlich verteilte Zufallsvariablen. Dann sind X und
Y unabhingig genau dann, wenn

fxy(s,t) = fx(s) - fr(t)
fiir die Dichten gilt.

Beweis. Unabhéngigkeit ist, wie sich recht leicht nachrechnen lasst, dquiva-
lent zu der Bedingung

P(alSXSaz,lﬁSYsz):P(&llSXSﬂz)'P(b1SYSb2).

Dies ist aber dquivalent zu:

by 2 2 by
fb f Fx(s, £) ds dt = f f@ds - | ftoar

e N 1
Multiplizieren mit —- - ;—-

fxy(az,by) = fx(a2) - fy(b).
Umgekehrt: fxy(s,t) = fx(s) - fy(t) = Unabhéngigkeit ist klar. O

und Limes-Bildung limg, 4, »,—», ergibt:

Satz 36.5. Seien X,Y kontinuierlich verteilte unabhingige Zufallsvariablen mit
Dichten f = fx und g = fy. Dann hat die Zufallsvariable Z = X + Y die Dichte

h: R — Ry, h(x) = I flx=wy)-gy) dy.

Beweis. Wir berechnen (siehe auch Abb.|36.2): Problem:
Skizze fehlt:
fig:StreifenInt!
fig:StreifenInt

Abbildung 36.2. SKIZZE FEHLT!
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P(a; < Z < ap) = Pla1 < X+Y <ap)

fffX,Y(sft) ds dt

Streifen

00 o —t
= f f fxy(s, t)ds dt
—oo Jaj—t
—t

Unabhangigkeit f f(s)g(t) ds dt
—oo Jaj—t

Subst; u=s+t foo fmf(u—t)g(t) du dt
[ (e

=h(u)

Es folgt also: fz(u) = h(u). |

Definition 36.6. Seien f und g Funktionen R — R. Dann heifSt

feg  RoR, (f+g)) = f Fx - y)g(y) dy

Problem: die Faltung der Funktionen f und g (sofern alle Integrale existieren).
Skizze fehlt:
fig:FaltungAlsFaltung!

fig:FaltungAlsFaltung

Abbildung 36.3. SKIZZE FEHLT!

Bemerkung 36.7. 1. Die Faltung von Funktionen ist das kontinuierliche
Analogon zur Faltung von Folgen (siehe Definition|35.10).

2. Seien X, Y unabhéngige Zufallsvariablen, beide diskret oder beide kon-
tinuierlich mit (diskreten) Dichten f; = P(x = i), g = P(Y = j) bzw.
kontinuierlichen Dichten f(s) = fx(s), g(t) = fy(t). Dann wird die Zufalls-
variable Z = X + Y durch die Dichte f * g beschrieben.
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Bemerkung 36.8. X, Y seien diskret mit Werten Z,, und unabhéngig; die
erzeugenden Funktionen der Zufallsvariablen X bzw. Y seien

Gx(z) = Z fiz, Gylz) = Z gz
i=0 j=0

Dann gilt:
Gx(2)Gr(@) = ) Iz,
k=0
wobei I, = YX, filigi.
Also: Faltung von diskreten Dichten entspricht der Multiplikation der Erzeu-

genden Funktionen. Im unabhéngigen Fall entspricht dies der erzeugenden
Funktion der Summe X + Y.

Beispiel 36.9. X sei eine B, ,- und Y eine B,, ,~verteilte Zufallsvariable. X
und Y seien unabhéngig. X + Y ist dann B, 1, ,~Verteilt.

Beweis. Gx(z) = L1, ("p'A = p)y"~'z = 1 —p + p2)™, Gy(2) = (1 —p + pz)™.
Also ist:

Gxoy@)=A-p+p2)" - 1-p+p2)2=Q1-p+ PZ)"H'"Z,

36.2 Kovarianz und Korrelation

Die Untersuchung der Varianz einer Summe von Zufallsvariablen wird uns
auf die Begriffe der Kovarianz und der Korrelation fiihren, die in vielen Be-
reichen der Anwendung von Wahrscheinlichkeitstheorie eine wichtige Rolle
spielen.

Bemerkung 36.10. 1. X, Y seien unabhédngige Zufallsvariablen. Dann gilt:
E(X-Y) = E(X) - E(Y),

denn (wir zeigen hier nur den kontinuierlichen Fall):

E(X-Y)= I f st fx(s) fy(t) ds dt = [ s-fx(s) ds - I E-F(F) dt.

Vorlesung vom:

27. November 2009
Qualitatsstand:
erste Version
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2. X, Y seien Zufallsvariablen. Dann gilt, da V(X) = E(X?) — E(X)* und da
E(E(X)) = E(X) nach Definition der Varianz:
VX +Y) = E([X+Y-EX+V)]) =
= E(X2 +E(X)? + Y2 + E(Y)? + 2XY + 2E(X)E(Y)
~2XE(X) - 2YE(Y) - 2XE(Y) - 2YE(X))
= E(X?) - (E(X))? + E(Y?) = (E(Y))* + 2E(XY) — 2E(X)E(Y)
= V(X) + V(Y) + 2(E(X - Y) - E(X) - E(Y)).

Aus den beiden obigen Bemerkungen folgt unmittelbar:

Korollar 36.11. Sind X und Y unabhingige Zufallsvariablen, dann gilt:

VIX+Y)=V(X)+ V().
Dies motiviert die Einfithrung des folgenden Begriffes:

Definition 36.12. Seien X, Y Zufallsvariablen. Dann heifit
Cov(X,Y) :=EX-Y)—-EX)-E(Y)

die Kovarianz von X und Y.

Bemerkung 36.13. 1. Es gilt: Cov(X, X) = E(X?) - E(X)? = V(X).

2. Nach dem obigen Beispiel gilt: X, Y unabhidngig = Cov(X, Y) = 0. Deshalb
betrachten wir Cov(X, Y) als ein Maf fiir die Unabhéngigkeit von X und
Y. Warnung! Aus Cov(X,Y) = 0 folgt im allgemeinen nicht, dass X, Y
unabhéngig sind! Dies zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 36.14. Sei X eine Laplace-verteilte Zufallsvariable mit Werten -1, 0, 1,
also je mit Wahrscheinlichkeit % Es gilt: E(X) = -1 - % +0- % +1- % = 0. Die
Zufallsvariable Y = |X] ist determiniert durch X. Mit dieser Definition ergibt
sich: E(X-Y)=-1-1-240-0-3+1-1-2 =0und E(Y) =1-1+0-1+1-1 = 2.
Also: E(X-Y) =0 = E(X) - E(Y), aber die beiden Zufallsvariablen X,Y sind
(offensichtlich) nicht unabhéngig.

Definition 36.15. Die Matrix

[ V(X)) Cov(X,Y)

C = (COV(X, Y) V(Y )

_(Cov(X,X) Cov(X,Y)
"\ Cov(Y, X) Cov(Y,Y)

heifit Kovarianzmatrix.
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Bemerkung 36.16. C ist positiv semi—definit, denn

(a,B)-C- (g) =a?V(X) + 2apCov(X, Y) + ﬁZV(Y) =V(aX+pY)>0Va,peR.

Definition 36.17. Der Korrelationskoeffizient von X, Y ist

o(X,Y) = Cov(X,Y)

VOV

In gewissem Sinne misst dieser Wert also den Grad des Zusammenhangs zwi-
schen zwei Zufallsvariablen. Die folgenden Definitheits—Aussagen zeigen,
dass alle auftretenden Eigenwerte nicht nur reell (wegen der offensichtlichen
Symmetrie der Matrizen), sondern auflerdem nicht negativ sind:

Satz/Definition 36.18. Die Korrelationsmatrix

(1 pxY)
Pl ) 1

ist positiv semi-definit und es gilt: p(X,Y) € [-1,1].

Beweis. Man kann sofort nach rechnen, dass sich die Kovarianzmatrix C
schreiben ldsst als folgendes Produkt:

C:(\/V(X) 0 )( 1 p(X,Y))‘(\/V(X) 0 )
0 V() \pXY) 1 0 V()

Da wir oben (36.16) gesehen haben, dass C positiv semi-definit ist, und da
das Konjugieren einer Matrix ihre Eigenwerte nicht dndert, ist p ebenfalls

positiv semi-definit (weil die linke Matrix bis auf den Faktor /V(X)V(Y) die
Inverse der rechten ist).

Es folgt, da die Determinante das Produkt der Eigenwerte ist:
det(p) = 1~ (p(X, )} > 0
also: p(X,Y) € [-1,1]. |
Dies gilt auch allgemeiner:
Satz 36.19. Seien X1, ..., X, Zufallsvariablen. Dann sind die Kovarianzmatrix C =

(Cov(X;, Y)) € R™" und die Korrelationsmatrix p = (p(X;, X;)) € [-1,1]™"
positiv semi—definit.
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Beweis. Die positive Semi-Definitheit der Kovarianzmatrix C ergibt sich ge-
nauso wie vorher:

M
(al,...,lln)'C' :V(a1X1+...+aan)20_
an
Ebenfalls wie vorher folgt die Aussage tiber die Korrelationsmatrix. O

Eigenwerte der Korrelationsmatrix dicht bei 0 legen nahe, dass einige der Zu-
fallsvariablen sehr stark korrelieren, also wieviele fast kollineare Beziehungen
es zwischen den Zufallsvariablen gibt. In der Praxis kann ein Eigenwert nahe
0 also bedeuten, dass man eine Gesetzméfigkeit entdeckt hat, die einen Zu-
sammenhang zwischen Zufallsvariablen beschreibt. Man kann einen solchen
Eigenwert nahe bei 0 auch oft interpretieren als Redundanz in den Daten und
daraus folgern, dass man die Anzahl der untersuchten Variablen reduzieren
kann, ohne grofie Informationsverluste befiirchten zu miissen. Andererseits
legt die Existenz eines dominanten Eigenwertes nahe, dass eine der Unter-
suchungsrichtungen — die sogenannte Hauptkomponente in Richtung des
zugehorigen Eigenvektors — vorherrschend ist.

Beispiel 36.20. 1. Zur Reduktion des Rauschens in Bildern kann man bei-
spielsweise untersuchen, ob es eine oder wenige Hauptrichtungen des
Rauschens gibt und dann orthogonal dazu projizieren.

2. Zur Untersuchung eines Zusammenhangs verschiedener Kompotenzen
im Rahmen der PISA-Studie kann man feststellen, dass zwei Eigenwerte
Klar grofser sind als die anderen, ndmlich jene, die zur Mathematik und
zum Lesen zugeordnet werden konnen. Im Gegensatz dazu erscheinen
die Naturwissenschaften kein klarer weiterer eigener Einflussfaktor zu
sein, sondern eher eine Mischung aus den anderen. Eine solche Untersu-
chung von Daten bezeichnet man als Faktorenanalyse.

Aufgaben

Aufgabe 36.1 (Korrelation). Die Zufallsgrofien X;, i = 1,2, 3 seien unabhén-
gig und identisch verteilt. Bekannt sind: E(X;) = 4, V(X;) = 1. Es seien
Y, = %(Xl + Xz) und Y; = %(Xl + X5 + X3)

Berechnen Sie die Erwartungswerte und die Varianzen der Zufallsgrofien Y,
und Y3 sowie die Kovarianz und den Korrelationskoeffizienten zwischen Y>,
und Y3.
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Fundamentale Ungleichungen, Gesetz der grofien
Zahl

Eine der zentralen Aussagen der Wahrscheinlichkeitstheorie istjene, dass sich
bei der Wiederholung eines Experiments nach vielen Versuchen im Wesent-
lichen das arithmetische Mittel der auftretenden Werte dem Erwartungswert
anndhert — das sogenannte Gesetz der grofsen Zahl. Wenn wir hiufig genug
wiirfeln, wird sich also tatsdchlich im Mittel = 3,5 ergeben.

Wir werden in diesem Kapitel die Aussage des Gesetzes prézisieren und
(die sogenannte schwache Variante davon) beweisen. Dafiir benotigen wir
zundchst einige Ungleichungen, die allerdings auch unabhéingig von dieser
Anwendung auf das Gesetz hédufig interessant sind.

37.1 Einige Ungleichungen

Die erste Ungleichung, die wir vorstellen, ist die Basis fiir die weiteren: deren
Beweise werden jeweils direkte Anwendungen dieser ersten Ungleichung
sein.

Satz 37.1 (Markov-Ungleichung). X sei eine Zufallsvariable, h: R — Ry sei
eine monoton wachsende Funktion. Dann gilt:

E(1(X))

P(X >t < =0

Beweis. h(X) ist eine neue Zufallsvariable. Wir zeigen die Ungleichung nur
im kontinuierlichen Fall:
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Eh(X) = f h(s)-fs) ds
5 f ") ful) ds,

t

h monoton

h(t) jt‘ fx(s) ds

= () -P(X > 1)
O

Korollar 37.2 (Chebychev-Ungleichung). Sei X eine Zufallsvariable, deren Er-
wartungswert E(X) und Varianz V(X) existieren. Dann gilt:
V(X
P(X-EX)| =1 < %

Beweis. Wir betrachten die Zufallsvariable Y = (X — E(X))?>. Dann ist Y > 0
sicher und der Erwartungswert E(Y) = V(X). Mit h(t) = max(t,0) (diese ist
monoton und > 0, so dass wir die Markov Ungleichung anwenden diirfen)
erhalten wir:

_ 2y _ E(max(,0)) _ E(Y) _ V(X)
P(X-EX)| >t =P >#) < TR
O

Wesentlich bessere Abschitzungen bekommt man, wenn alle Momente E(X¥)
von X existieren.

Definition 37.3. Sei X kontinuierlich verteilt, so dass alle E(X*) existieren. Dann

heifst

Mx(0) := E(e%%) = f ) % fx(s) ds

- 0? 0°
= 1+EX)0+ E(XZ)F + E(X3)-§ o
Momenterzeugende Funktion von X.

Bemerkung 37.4. 1. Ist X diskret mit P(X € Zy() = 1, dann ist

E@™) =) P(X =k % = Gx(e),
k=0
denn Gx(z) = Y12 P(X = k) - 2.
Also: Ist X diskret, dann ist Gx(z) = Mx(In z). Die Funktionen My und Gy

kodieren somit die gleiche Information. Mx verallgemeiert Gx auf den
kontinuierlichen Fall.
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2. f: R — C sei eine komplexwertige, absolut integrierbare Funktion, d.h.
f]R |f] dx < co. Dann ist ihre Fouriertransformierte:

F. N A — L . oo —i0s
frR—-C, f(0) N Ime f(s) ds.

f nennt man auch das kontinuierliche Spektrum von f. Man kann zei-
gen, dass:

A
A

_ 1 g _
fio=—= f —0) 0 = o).

Fouriertransformationen verwendet man beispielsweise bei der Bildver-
arbeitung und beim Losen von partiellen Differentialgleichungen.

Satz 37.5 (Chernov-Schranke). X sei eine Zufallsvariable, fiir die alle Momente
existieren, und sei die Momenterzeugende Funktion Mx(0) eine konvergente Po-

tenzreihe. Dann gilt:
P(X > t) < inf (e7% - Mx(0)).
>

Beweis. Wir setzen h(t) = e%. Dies ist eine monoton wachsende Funktion mit
h(t) = 0. Die Markov-Ungleichung liefert daher:

E 0X

P(X>1) < % = 70 My(0) V0.

O

Bei der Chernov-Schranke werden sehr starke Voraussetzungen gestellt. Um
zu sehen, was dies bringen kann, vergleichen wir die Giite der verschiedenen
Abschitzungen an einem Beispiel:

Beispiel 37.6. Miinzwurf: Y7, ..., Y, seien unabhédngige By 1 -verteilte Zufalls-
variablen. Es gilt:
1

1 1 1\2 12 1 1\2
E(Y)=0-5+1-5 =7, V(Yi)zE((Yi—z))z(—E) .§+(§) :

1

1_1
24
Mit X, = Y.iby Vi gilt: E(X,) = § und V(X,)) = nV(Y1) = §. Ferner:

1+z

Gy.(2) = % + %z, Gx, (@) = (=) Mx,(0) =

1 0
=

Wir schdtzen P(X,, > an) mit den verschiedenen Ungleichungen ab:

Problem:
Referenz?
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Markov: h(t) = max(t, 0). Es gilt:

E(X
P(XnZan)S%—i

n 2a°
Dies liefert nur dann eine nicht-triviale Aussage, wenn « > % Wir be-
trachten daher im Folgenden nur noch « €] %, 1[. Vorlesung vom:
Chebychev: Auf P(X, > an) kénnen wir diese Ungleichung nicht sofort an- 2. Dezember 2009
wenden. Mit an = % + (o — 1) - n folgt aber, da E(X,,) = £ Qualitétsstand:

erste Version

P(X, > an) = P(X, - g > (a- %)n)
und hierauf konnen wir die Chebychev-Ungleichung anwenden:
1 1
P(Xy =5 = (= 3)n) < P(X, = 5| > (= 5)m)
V(X)) 1 1

n
T(@=Dme A @-1pw an@- 1

Fiir grof8e n ist dies deutlich besser als die zuvor gefundene Abschatzung.
Chernov: Es gilt:

P(X, > an) < irelf (e—ean _ (1 -;gﬂ )n>

—————

=(% ,(e—ﬁz\ +€6(l—a)))n

Wir suchen also das Minimum von g(0) = =% +¢%1-%)_ Eine kurze Rech-
nung ergibt: 01 = In(7%;) ist optimal. Es gilt:

1
gO1)="---= (:X)a.
Damit folgt:
ﬁ ' a \a\" _
P(X;, =2 an) < — :(2(1_a).( )) =P,
_a 11—«
(%)
wobei u
B =1In2(1 - a)) +aln<1 _a) > 0.
o1 ——
\ : >12
>0 —
>0

Fiir n = 100 ergibt sich die folgende Tabelle, die offenbart, wie stark sich die
gefundenen Schranken voneinander unterscheiden:
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a | 0.55 0.6 0.8
Markov 0.9 0.83 0.62
Chebychev | 0.1 0.025 0.002

Chernov | 0.006 1.8-107? 1.9-107%

37.2 Das Gesetz der grofsen Zahl

Satz 37.7 (Schwaches Gesetz der groien Zahl). Seien X;, 1 < i < n, unabhin-
gige identisch verteilte Zufallsvariablen mit E(X;) = E(X) < oo, V(X) < 0. Dann
gilt fiir Sy = Yoy Xi = Xy + -+ + X, und fiir € > 0: E(1S,) = E(X) und

lim P( |%5,1 ~EX)|2¢)=0.

n—-oo

Beweis. Datatsdchlich E(S,) = 1-n-E(X) = E(X)und V(35,) = &-(n-V(X)) =
Ve

, liefert die Chebychev-Ungleichung:
_ V) oo

0.
&2 ne?

P( |%sn —EX)|2¢) <
O

Dies prézisiert nun endlich die Anschauung, dass das arithmetischen Mittel
mehrerer Wiirfe eines Wiirfels irgendwann im Wesentlichen =~ 3, 5 ergeben.

Das schwache Gesetz der groflen Zahl gilt iibrigens auch ohne die Annah-
me tiber die Varianz. Dies konnen wir mit unseren Mitteln hier aber nicht
beweisen.

Da wir vorher gesehen haben, dass man wesentlich bessere Abschitzungen
als jene mit der Chebychev-Ungleichung erhalten kann, sollte es nicht erstau-
nen, dass man auch das obigen schwache Gesetz der grofsen Zahl verschérfen
kann. Dies ist tatsdchlich der Fall, auch wenn wir dies hier nicht beweisen
kénnen:

Satz 37.8 (Starkes Gesetz der grofien Zahl). Sei X; eine Folge von unabhingigen
identisch verteilten Zufallsvariablen mit Erwartungswert. Dann gilt fiir die Folge
Sn = Zl’»’lel- =X1 +--~+Xn.'

P( lim sup 1%sn —E(X)| 2 €) =0.

Mit anderen Worten: Die Folge (1S, konvergiert fast sicher gegen E(X). In
[Kre(02, §12] ist auch ausgefiihrt, warum dies eine stiarkere Aussage als das
von uns bewiesene schwache Gesetz der grofien Zahl ist.

Problem:
Referenz?



Problem:
Referenz geben?

Problem:
flacheres Zeichen fiir
stochastisch gleich
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37.3 Die Momenterzeugende Funktion

Nachdem wir eben mit dem Gesetz der grofSen Zahl sicherlich eine der wichti-
geren Anwendungen der Chebychev-Ungleichung gegeben haben, mochten
wir nun noch einmal etwas detaillierter auf die Momenterzeugende Funkti-
on eingehen, die bei der Chernov-Ungleichung zentral eingeht. Wir haben
daran bereits gesehen, wie niitzlich die Kenntnis aller Momente sein kann.
Und tatsdchlich werden wir sehen, dass dies sogar die Verteilung der Zufalls-
variablen bereits bestimmt:

Satz 37.9 (Eigenschaften der Momenterzeugenden Funktion).
1. X sei eine Zufallsvariable mit allen Momenten. Dann gilt:

Mx+6(0) = e Mx(a - 6).

2. X, Y seien unabhiingige Zufallsvariablen mit allen Momenten. Dann gilt:

Mx.v(0) = Mx(0) - My(6).

3. X, Y seien Zufallsvariablen, deren Momente alle existieren und fiir die gilt:
Mx(0), My(0) haben Konvergenzradien > 0 und Mx(6) und My(0) stimmen
auf dem gemeinsamen Definitionsbereich iiberein. Dann folgt: X und Y haben
die gleiche Verteilung.

Beweis. 1. M,x(0) = E(e@X*0)0) = b0 . E(e°X0) = Y0 . Mx(a - O).
2. Mit X und Y sind auch ¢?% und ¢?Y unabhingig fiir alle 0. Es folgt mit
Bemerkung/|36.10:

Mx1v(0) = E(e?%*")) = E(%% - ¢”) = E(e) - E(e”) = Mx(6) - My(6).

3. Fiir den letzten Teil des Satzes konnen wir hier keinen Beweis geben.
Ohne die Voraussetzung der Konvergenz, etwa nur E(X") = E(Y") Vn
folgt noch nicht, dass X und Y die gleiche Verteilung haben.

O

Definition 37.10. X, Y seien Zufallsvariablen. Sie heiflen stochastisch gleich (in
Zeichen: X = Y), wenn
S,

Fx(t) = P(X < ) = Fy(t) Yt € R.

Bemerkung 37.11. Warnung! Aus X; = Y7 und X, = Y, folgt im allgemeinen
S S
nicht: X7 + X5 = Y1 + Y. Dies zeigt das folgende Beispiel.
S,
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Beispiel 37.12. X, Y seien zwei unabhangige B, ;-verteilte Zufallsvariablen.
Es gilt also

P(XzO)zP(YzO):%, P(X=1)=P(Y=1)=%

und Fx = Fy (Abb.37.1), dh. X = Y.

Sy
R

Abbildung 37.1. Summe identisch verteilter Zufallsvariablen (1).

X +Yist B, 1 -verteilt (Abb.[37.2):

kK [o]1]2
P(X+Y =k)[1]1]1

Abbildung 37.2. Summe gleichverteilter Zufallsvariablen (2).

Andererseits sieht dies fiir 2X folgendermaflen aus:

k  |0]1]2
PRX =k)|1]o|!

Also gilt: X = Y,aber X +Y ;f 2X.
S S,

Aufgaben

Aufgabe 37.1 (Vergleich der Ungleichungen). Eine unfaire Miinze falle mit
einer Wahrscheinlichkeit von 1/3 auf Kopf und mit einer Wahrscheinlichkeit
von 2/3 auf Zahl. Bestimmen Sie obere Schranken fiir die Wahrscheinlichkeit,
dass die Miinze von n Wiirfen mehr als die Hélfte Mal Kopf zeigt; einmal
mit Hilfe der Chebychev-Ungleichung und einmal mit Hilfe der Chernov-
Ungleichung. Berechnen Sie konkrete Schranken fiir n = 5 und n = 20.
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Aufgabe 37.2 (Momente erzeugende Funktion). Eine Zufallsvariable heifst
Poisson-verteilt zum Parameter A, wenn

k
P(Y =k) = % et

1. Zeigen Sie, dass die Momente erzeugende Funktion der Poisson-Verteilung

zum Parameter A die Funktion G(6) = e~*e ist.

2. Zeigen Sie damit, dass gilt: G”(0) = 1e?(G(6) + G'(0)).

3. Zeigen Sie, dass Erwartungswert und Varianz den Wert A haben, dass
also gilt: 0? = u = A.
Problem:
Aufgaben zum Gesetz
der grofien Zahl
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Der zentrale Grenzwertsatz

Definition 38.1. Seien (X,,) eine Folge von Zufallsvariablen und X eine weitere
Zufallsvariable. X,, konvergiert in Verteilung gegen X,

X, 3 X,
(Verteilung heifst auch Distribution, daher der Buchstabe D), wenn
lim Fx, () = Fx(0)
fiir alle t, in denen Fx stetig ist.

Beispiel 38.2. 1. X, sei eine Zufallsvariable, die sicher den Wert % annimmt,
dh. P(X, = 1) = 1 (Abb. [38.1, oben). X sei eine Zufallsvariable mit

n

P(X =0) = 1 (Abb. 38.1, unten). Dann gilt: X, 3 X.

Achtung: Da Fx, (0) = 0 Vn, aber Fx(0) = 1, miissen wir diese Sprungstelle
herausnehmen.

> o
7
_— %
1%
e
k4
—_—

Abbildung 38.1. Ein Beispiel zum zentralen Grenzwertsatz.

2. X, sei eine Folge unabhingiger gleichverteilter Zufallsvariablen mit
E(X) < oo. Dann ist %Sn — E(X) eine neue Folge von Zufallsvariablen.
Das starke Gesetz der grofien Zahl zeigt:
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(_ S — E( X)) _)Z Y
n 4

wobei P(Y =0) = 1.

3. X, sei eine Folge von B, , -verteilten Zufallsvariablen, die alle den glei-

chen Erwartungswert np, = A haben. Es gilt also: p, = 4. Wir berechnen
lim,—,0 P(X,, = k):

pos, = = ({3 -3
! AK Ayn Ak
= (n_nwﬁ( -=)(1-7)
n—-oo /\k A

Der Grenzwert des letzten Faktors ist hierbei klar. Die Grenzwerte des
ersten und des vorletzten Faktors, 1 und ¢~*, sind Resultate, die man als
Ubungsaufgabe mit Mitteln aus dem Abschnitt tiber die Analysis einer

Problem: Verédnderlichen 16sen kann. Insgesamt folgt also:
e! etc. dort als
Ubungsaufgabe x. By
stellen! ! ’
wobei Y eine Zufallsvariable mit P(Y = k) = 2—1f e~ ist.

Definition 38.3. Eine Zufallsvariable heifit Poisson—verteilt zum Parameter A,
wenn
/\k —A

P(Y=k)=T7-¢

Siehe auch Abb.[38.2]

~

)
S

Abbildung 38.2. Die Poisson—Verteilung.

Tatsdchlich gilt
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E P(sz)zeAE Eze’\'eAzl
k=0 k=0

und daher auch P(Y € Z5p) = 1.

Nachdem wir nun einige Beispiele der Konvergenz in Verteilung betrachtet
haben, kommen wir zu folgendem wichtigen Resultat:

Satz 38.4 (Zentraler Grenzwertsatz). Sei X,, eine Folge unabhingiger, identisch
verteilter Zufallsvariablen mit E(X), V(X) < oo. Wir setzen: S,, = X1 + -+ + X,,.
Dann gilt:

Vi - (%s - E(X)) Z N, V(X)).

Beweis (Beweisskizze unter zusitzlichen Voraussetzungen). Zusitzlich nehmen
wir an, dass alle Momente existieren, d.h. E(X") < oo, und dass Mx(0) einen
Konvergenzradius > 0 hat. Wir setzen: Z,, := \/ﬁ(%Sn — E(X)). Dann gilt: Problem:
Referenz fiir allge-
i)) meineren Beweis?

Mz () = 000 () = explr- (mMx(-2) ~ ECO-

Zur Vereinfachung der Notation setzen wir: ¢, = \% und

u(6) = 1 - (In(Mx(e,)) = E(X) - £2),

also Mz, (0) = exp(y,(0)).

Es reicht demnach, lim, .« ¢,(6) zu bestimmen. Wir formen zunichst um: Vorlesung vom:
4. Dezember 2009
_ 2 In(Mx(,)) — E(X)é, Qualitdtsstand:
l)ljn(e) - 9 : L \2 . .
(en) erste Version

Mit n — oo gilt nach Definition ¢, — 0 und daher auch In(Mx(¢e,)) —
In(Mx(0)) = In(e®) = 0. Wir diirfen also den Satz von L'Hospital anwenden:

M’x(fn)
"~ E(X)
. L _ 2 Mx(@E)

lim ¢4(0) = lim ¢u(0) = 0 B —

Da M (0) = E(X) und, wie schon erwédhnt, Mx(0) = 1, kénnen wir den Satz
nochmals anwenden:

Mx(en) - M (en) = (M (£n))?

lim ,(0) = lim 1,(0) = 0%

n—0eo 2- MX(En)2
o g, 1 ECC) = (E)P _ 62 V(X)
B 2 -T2

Also:
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02 - V(X)
— )

Andererseits ist die Dichte der Normalverteilung mit Erwartungswert 0 be-
kanntlich

lim Mz, (0) = exp(

1 2

- e 202,

fne2)(x) =
oV21

so dass wir fiir eine Zufallsvariable Y mit dieser Dichte erhalten:
1

My(0) = E(Y) = : f o7 dt
oV2n J-w

1 0 Poage
= . e 22 dt
oV21t J-w

1 0 (=002t 2.2
= . ( e 202 dt) e 2
—00

oV271
02.V(X)
=1.-e 2

Tatsdchlich gilt demnach lim, . Mz, (0) = My(6). Im (von uns nicht bewie-
senen) Satz[37.9/hatten wir aber gesehen, dass zwei Zufallsvariablen bereits
tibereinstimmen, wenn sie die gleiche Momenterzeugende Funktion besitzen
und diese einen positiven Konvergenzradius hat. Die letzte Bedingung hat-
ten wir aber zusétzlich oben gefordert, so dass die Behauptung im von uns
gewdhlten Spezialfall bewiesen ist. i

Wir haben fiir den Beweis den von uns nicht gezeigten Satz|37.9 verwendet.
In [Kre(2, §12] findet man eine Herleitung des zentralen Grenzwertsatzes,
die zwar langer, aber dafiir elementarer ist und auf Kersting zuriickgeht.

Der zentrale Grenzwertsatz sagt, kurz gesagt, aus, dass das zentrierte arith-
metische Mittel identisch verteilter Zufallsvariablen ndherungsweise normal-
verteilt ist, unabhingig von der Ausgangsverteilung der Zufallsvariablen.
Dieses Resultat ist von fundamentaler Bedeutung. Bei sehr vielen Problemen
lasst sich die Verteilung der interessierenden Zufallsvariablen nicht oder nur
mit sehr grofiem Aufwand bestimmen. Mit Hilfe des Satzes (oder Varianten
davon) kann man in solchen Situationen dann oft wenigstens asymptotische
Aussagen machen, die fiir praktische Anwendungen auch haufig ausreichend
sind. Beispielsweises kann man recht leicht aus dem Satz folgern:

Satz 38.5 (Moivre/Laplace). Die Binomialverteilung B(n,p) fiir 0 < p < 1 kann
niherungsweise durch die Normalverteilung N (np, np(1 — p)) beschrieben werden.

Zum zentralen Grenzwertsatz nun Zahlen aus einem tatsdchlich durchge-
fithrten Experiment:
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Beispiel 38.6. Lange von Piniennadeln (das Beispiel stammt von der Webseite
http://web.neuestatistik.de/demo/Demo_DE/MOD_100238/html/comp_100459.html).
Es wurden 3000 Durchschnittswerte der Langen von Piniennadeln ermittelt,
wobei jeder Durchschnittswert auf jeweils 250 Messungen beruht (genaue
Verteilung siehe Webseite). Dieser Datensatz gibt uns die Moglichkeit, zu
tiberpriifen, ob der Stichprobenumfang von schon grofs genug ist, um in die-
sem Fall die arithmetischen Mittel als normalverteilt ansehen zu konnen. Wie
die Graphik/38.3 zeigt, ist die Ndherung schon gar nicht so schlecht.

Durchschnittliche Lasnge von Piniennadeln

15
L

fix) A0
o

i
i

310 als 33 3%

Abbildung 38.3. Der zentrale Grenzwertsatz am Beispiel einer Piniennadelmessung.

Aufgaben

Aufgabe 38.1 (Poissionverteilung). Auf der Erde gibt es pro Jahr im Mittel
ein Erdbeben der Stiarke 8 oder mehr auf der Richterskala. Wir nehmen an,
die Zahl solcher Erdbeben pro Jahr folge der Poisson-Verteilung. Wir gehen
davon aus, dass die Anzahlen solcher Erdbeben in den einzelnen Jahren
unabhédngig voneinander sind.

1. Mit welcher Wahrscheinlichkeit gibt es im nédchsten Jahr mehr als ein
solches Erdbeben?

2. Wir bezeichen mit Y die Anzahl der Jahre im Zeitraum von 2006 bis
2105 in denen mehr als zwei Erdbeben der Stirke 8 oder mehr auf der
Richterskala stattfinden. Welche Verteilung hat Y? Wieviele Jahre mit
mehr als zwei Erdbeben solcher Stirke konnen wir in diesem Zeitraum
erwarten?

Aufgabe 38.2 (Flugiiberbuchung). Ausjahrelanger Erfahrung weifs ein Flug-
unternehmen, dass im Mittel 7% der Personen, die ein Flugticket gekauft
haben, nicht bzw. zu spat zum Abflug erscheinen. Um die Zahl der somit


http://web.neuestatistik.de/demo/Demo_DE/MOD_100238/html/comp_100459.html
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ungenutzten Pldtze nicht zu grofs werden zu lassen, werden daher fiir einen
Flug, bei dem 240 Plidtze zur Verfiigung stehen, mehr als 240 Tickets verkautft.

Wieviele Flugscheine diirfen hochstens verkauft werden, dass mit Wahr-
scheinlichkeit mindestens 0.99 alle zum Abflug erschienenen Personen, die
ein Flugticket haben, auch einen Platz im Flugzeug bekommen?

Zur Modellierung betrachten wir unabhéngige By ,-verteilte Zufallsvariablen
Xj, ..., X,, wobei X; = 1 genau dann gelte, wenn die Person, die das i-te Ticket
gekauft hat, tatsdchlich mitfliegt. n ist hierbei die Anzahl der verkauften
Tickets und P(X; =1) =p =1-0.07.

Approximieren Sie zur Beantwortung obiger Frage die Verteilung von
# Y (Xi — E(X1)) durch die Normalverteilung N(0, V(X7)).

Aufgabe 38.3 (Salatbar). An der Salatbar einer Mensa kostet der Salat 1 EUR/100 g.
Der Salat wird gewogen und der Betrag zwecks leichterer Bezahlbarkeit auf

ein Vielfaches von 50 Cent auf- oder abgerundet. Wie hoch ist das Risiko, dass

der Student nach 192 maligem Salatessen durch die Rundung einen Nachteil

von mehr als 3 EUR hat, wenn er das Salatgewicht nicht vorher abschétzt?
(Treffen Sie sinnvolle Annahmen bzgl. der Verteilungen der eingefiihrten
Zufallsgrofien).

Aufgabe 38.4 (Serverperformance). Ein wichtiges Kriterium fiir die Perfor-
mance eines Webserves ist die schnelle Bearbeitung von Rechneranfragen.
Im folgenden soll die daher die Verteilung von Zeitabstdnden zwischen An-
fragen von Rechnern an den Server untersucht werden. In einem einfachen
Modell soll der Server in einem Zeitraum T genau N unabhéngige Anfragen
erhalten.

e Benutzen Sie ein Computeralgebrasystem (z.B. MAPLE) zur Simulation
von N = 100.000 Anfragen in T = 1k = 3.600.000ms. Plotten Sie die
Verteilung der Zeitdifferenzen von zwei zeitlich aufeinanderfolgenden
Anfragen und berechnen Sie den Mittelwert dieser Differenzen (in ms).

e Konnen Sie die Verteilung der Differenzen erraten?

e Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Anfragen mit weniger als
2 ms Differenzeintreffen? Berechnen Sie den Wert aus der Simulation in
(38.4) und mit Hilfe der Verteilung aus (38.4).
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Statistik

In vielen Anwendungen mochte man Aussagen tiberpriifen, Parameter von
Verteilungen schitzen u.d. Solche Tatigkeiten gehoren in den Bereich der
Statistik.

39.1 Testen von Hypothesen

Eine Maschine produziert Teile mit behaupteten Ausschussanteil p. Wir
mochten dies tiberpriifen und nehmen dafiir eine Stichprobe von n Teilen.
Wir modellieren dies mit Zufallsvariablen X;, die By ,-verteilt sind, d.h. wenn

wir k defekte Teile ziehen, so ist 5 X p.

Wir kénnen nun verschiedene Hypothesen aufstellen, beispielsweise:

e Hy:p <po gegen Hy: p > po (einseitiger Test). Wir werden uns dann fiir

Hy entscheiden, wenn £ —pj < ¢ fiir ein gewisses c ist und gegen Hy, wenn
% — po > c fiir ein gewisses c.

e Hy:p>po, gegen Hi: p < po (einseitiger Test). Wir werden uns dann fiir
Hy entscheiden, wenn f —po = c fiir ein gewisses c ist und gegen Hy, wenn

E— po < c fiir ein gewisses c.

e Hy:p =po, gegen Hi: p # po (zweiseitiger Test). Wir werden uns dann
tiir Hy entscheiden, wenn If — pol < c fiir ein gewisses ¢ ist und gegen Hy,
wenn |§ — pol > c fiir ein gewisses c.

Da wir nicht sicher sein konnen, was die Wahrheit ist, versuchen wir, den Feh-
ler, den wir bei einer solchen Entscheidung machen, einzugrenzen. Mogliche
Fehlerkategorien werden dabei klassischerweise folgendermafien eingeteilt:

Problem:
bessere Intro fiir Sta-
tistik!



528 39 Statistik

Entscheidung \ Fakt Hy H;
Hy okay  |Fehler 2. Art
H, Fehler 1. Art|  okay

Hierbei wird allerdings ein nicht zu unterschdtzender Fehler vergessen, der
manchmal als Fehler 3. Art bezeichnet wird: das Modell ist komplett falsch.
Dieses ist, wie man sieht, ein besonders heimtiickischer Fehler.

Das Problem bei unserer Entscheidung ist, dass wir leider nicht den Fehler 1.
Artund den Fehler 2. Art gleichzeitig klein halten konnen. Daher beschranken
wir den Fehler 1. Art auf einen relativ kleinen Wert und minimieren unter
dieser Nebenbedingung den Fehler 2. Art.

Wenn wir uns also in einem konkreten Beispiel also zundchst entscheiden
miissen, welche der drei Nullhypothesen Hy wir verwenden, sollten wir dies
so machen, dass der Fehler 1. Art der schlimmere der beiden Fehler ist, da
wir die Wahrscheinlichkeit, dass dieser eintritt, ja auf einen beliebig kleinen
Wert, etwa 5% oder 1%, beschrédnken konnen (im Gegensatz zum Fehler 2.
Art). Insbesondere sollten wir die Entscheidung, welche Nullhypothese wir
wahlen, nicht von den Daten, die ermittelt wurden, abhdngig machen.

Beispiel 39.1. Wie konnen wir als Finanzminister feststellen, ob eine geplante
Vereinfachung des Steuerrechts zu Mindereinnahmen des Staates fiihrt oder
nicht?

Wir bilden fiir n Burger zunéchst die Differenzen x; = Steuer des Biirgers i

bei neuen Recht — Steuer des Biirgers i bei altem Recht. Ist hierbei x; > 0, so
erhélt der Staat bei Biirger i nach neuen Recht mehr Geld als bei altem.

Welche der moglichen Null-Hypothesen iiber den wahren Erwartungswert
u der Einnahmen sollten wir also verwenden? Hy: u < 0, da ndmlich dann
der Fehler 1. Art folgender Fall ist: zwar fiihrt die Steuerreform in Wahrheit
zu Mindereinnahmen, wir entscheiden uns aber in unserem Test dafiir, dass
sie zu Mehreinnahmen fiihrt (und fithren die Reform also durch). Dieser Fall
ist fiir uns als Finanzminister klarerweise der schlimmere Fall.

Beispiel 39.2. Wir betrachten eine Stichprobe xi,...,x, von Bj,-verteilten
Zufallsvariablen. Das Stichprobenmittel ist ¥ = 1 ) x;.

Wir testen die Hypothese Hy: p < po gegen H1 : p > py. Falls X < ¢, so nehmen
wir Hy an, sonst lehnen wir Hy ab. Wie bestimmen wir ¢?

Die Vorgehensweise ist folgende: Sei § = E(X) = E(X) (p ist unbekannt). Wir
suchen nun ¢, so dass .
PX>c|d<py)<a,

etwa o = 0,05 oder 0, 01. Unter dieser Nebenbedingung minimieren wir

mcin(P(i <c|9>p)).
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Wegen der Monotonie der Dichten ist die Losung dieser Minimierungsauf-
gabe das ¢ mit P(X > ¢ | 9 = pg) = a. Fiir gewisse Verteilungen konnen wir
fiir einige « die entsprechenden Werte fiir ¢ aus Tabellen ablesen oder mit
Computeralgebra—Programmen berechnen.

Beispiel 39.3 (Zufall und Intuition). Die Horer bekommen die Aufgabe, eine
Sequenz ay, ..., a100 von 0—en und 1-en auszudenken, die moglichst zufallig
sein soll. Auflerdem soll eine weitere Sequenz by, ..., big0 durch Wurf einer
Miinze wirklich zuféllig erzeugt werden. Wir zeigen der Illustration halber
nur eine Sequenz der Lange 30:

000101110011011010000110110001

Ublicherweise kann man recht leicht entscheiden, welche der Folgen wirk-
lich zuféllig erzeugt wurde, weil die menschliche Intuition fiir den Zufall in
solchen Fillen meist versagt. Beispielsweise werden von vielen Leuten zu
wenige Sequenzen aufeinanderfolgender gleicher Ziffern aufgeschrieben.

Um in der Praxis zu entscheiden, welche der Folgen wirklich zuféllig erzeugt
wurde, reicht daher folgende Uberlegung meist aus: Wir bezeichnen mit
einem Run der Liange [ (kurz [-Run) eine maximale Abfolge a;,...,a;,; von
gleichen Ziffern in einer Sequenz, d.h. mit der Eigenschaft a;.y # a; und
air1+1 # ;4. Beispielsweise hat obige Folge nur einen 4-Run, aber drei 3-
Runs.

Eine zufillige Ziffernreihe mit N Stellen hat dann ungefdhr § Runs. Von
diesen Runs sind wiederum etwa die Hilfte, also % aller Runds, 2-Runs,
davon wieder die Hilfte, also %, sind 3-Runs. Allgemein sollten etwa 2,%1
Runs der Lange ! existieren. Diese Information reicht meist schon aus, um zu
entscheiden, welche der Folgen wirklich zuféllig war, weil wenige Menschen
in der Lage sind, dies dhnlich gut zu realisieren wie ein wirklich zufélliger
Prozess, wie etwa das Werfen einer Miinze.

39.2 Schatzen von Parametern

Definition 39.4. Sei X eine Zufallsvariable. Wir nehmen eine Stichprobex,, . .., x,.
Das Stichprobenmittel ist

_ 1y

X = E kZ;‘ X

Die Stichprobenvarianz ist

1 n
2 _ =2
5 _”_1kE_1(Xk X)°.
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Warum dividieren wir bei der Varianz durch n — 1 und nicht, wie beim Mittel,
durch n? Um diese Frage beantworten zu konnen, fiihren wir den folgenden
Begriff ein:

Definition 39.5. Sei X eine Zufallsvariable, welche von einem Parameter o € R

abhingt. Eine Abbildung h: R" — R heif$t konsistenter Schiitzer fiir a, wenn fiir

unabhingige Zufallsvariablen X; mit X; = X der Erwartungswert der Zufallsvaria-
S

blen (X3, ..., Xy) gerade « ist:
E(h(Xy,...,X,)) = a.

Beispiel 39.6. 1. X = 1 ¥'i1 X ist ein konsistenter Schitzer fiir a = E(X). Es
gilt ndmlich:

E(% kZ Xi) = % kZ E(Xy) = ZE(X) - E(X).
=1 =1

2. Wir suchen nun einen konsistenten Schatzer fiir die Varianz. Wegen der
Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen X; gilt E(X;Xx) = E(X;)-E(Xy) fur
i # k und daher:

Z(xk ~X)7) = Z X?) - 2E( Z XX) + nE(X)

= E(n-X?) - %E( X Y X))+ %E((Z X))
k=1 i=1 i=1
:n-E(Xz)—% Yy E(XkX)+ ZZH:E(XkX)

=1 i=1,i# k 1 k#i
-z Z E(X2) + — Z E(X?)

= nE(X) -~ Z Z E(X0)E(X;) — 2E(X?) + E(X?)

k=1 ki
1
= n-E(X?) - Z-(n2 —n)-E(X)? - E(X?)
= (n-1)- (E(X*) - E(X)?)
=n-1)-V(X).
Das Ergebnis der beiden Beispiele fassen wir in einem Satz zusammen:

Satz 39.7. Das Stichprobenmittel und die Stichprobenvarianz sind konsistente
Schiitzer fiir den Erwartungswert bzw. die Varianz von X.



39.3 Parametrisierte Statistik, Konfidenzintervalle 531

39.3 Parametrisierte Statistik, Konfidenzintervalle

Sei X eine N(u, 0%)-verteilte Zufallsvariable. Wir nehmen eine unabhéngige
Stichprobe x3, ..., x, fiir X. Dann schétzt

den Mittelwert p. Wir suchen eine Zahl a > 0, so dass pu mit einer Wahrschein-
lichkeit von y = 95% in dem Intervall [a1, 4] = [x — a, X + a] liegt.

Genauer: Liegt u € [a;1, 2], dann ist die Wahrscheinlichkeit
P(Y ¢lm,m])<a=1-y
ftir die Wahl von Stichproben x,...,x,. Das so bestimmte Intervall heifst

Konfidenzintervall fiir p.

Bei der Bestimmung eines Konfidenzintervalles gibt es zwei Félle: Entweder
ist die Standardabweichung ¢ bekannt oder nicht.

39.3.1 o bekannt

Wir betrachten zunichst den einfachen Fall, dass o bekannt ist. Dann ist

X= %(Xl +eo 4 in) ebenfalls eine normalverteilte Zufallsvariable, und zwar

mit Erwartungswert EX) = E(X) = p und der Varianz V(X) = %V(X) = "72,
wie man leicht nachrechnen kann.

Wir setzen U = x — %’ W=x+ C'—‘;, wobei ¢ € R so bestimmt ist, dass

! fc 5 d 1
— | eTdx=y=1-a.
V2T( —C 7/

Es gibt, beispielsweise im Internet, viele Tabellen, aus denen man fiir be-
stimmte a die entsprechenden c ablesen kann. Einige Werte sind:

)/‘ 090 0.95 0.98 0.99 0.995
c ‘1.645 1.960 2.326 2.576 2.807

Dann ist, da X N(u, 0?)-verteilt ist, die Zufallsvariable Y = %ﬁ()_(— w) N(,1)-
verteilt und es gilt: ~c< Y <ce U=X- % <u<X+ E=W.

\/7
Also:
y=P(=c<y<c=PU<Lu<W).

Also setzen wir X in die Formel fiir U und W ein.

Vorlesung vom:
9. Dezember 2009
Qualitétsstand:
erste Version
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Beispiel 39.8. y = 0.95, 0 = 0.03 sei bekannt. Wir nehmen an, dass folgende
Stichprobe x3, ..., xg vorliegt (n = 8):

1.21 1.15 1.18 1.23 1.24 1.19 1.18 1.20.

Esist: x = 1.1975, ¢ = 1.960 und U = 1.176, W = 1.218. Mit 95% Wahrschein-
lichkeit liegt i also im Intervall [1.176;1.218].

Bemerkung 39.9. Mdchte man p genauer wissen, so muss man n vergrofiern,
denn der Durchmesser des Intervalles ist ZC\'/—‘%.

39.3.2 ¢ unbekannt

Wir sind jetzt in der Situation, dass X N(u, o?)-verteilt ist, dass wir o? aber
nicht kennen.

Wieder haben wir eine unabhédngige Stichprobe xi, ..., x,. Wir ersetzen das
bekannte ¢ in der Formel des vorigen Abschnitts durch den Schitzer

1 v -
s = Jn_ll;(x,-—x)z.

Also:U=§_67%l :§+%.

Wieder miissen wir ¢ geeignet bestimmen, aber wie? Wir diirfen jetzt nicht
mehr die Normalverteilungstabelle verwenden, da wir die Varianz ja nicht
kennen. Statt dessen miissen wir die sogenannte t,,_;-Verteilungstabelle (siehe
beispielsweise http://de.wikipedia.org/wiki/smdemsche,t—Verteilung) benutzen. Es gllt namlich der
folgende Satz:

Satz/Definition 39.10. Die Zufallsvariable Z = %ﬁ(i — ) ist eine t,_1-verteilte
Zufallsvariable (auch t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden genannt), d.h. Z
hat die Dichte:

L 10 g, 2y
Jon 5 V=1

Bemerkung/Definition 39.11. 1. Im obigen Satz bezeichnet I' die Gamma-
Funktion:

I''Ry— R, I'(x) = f et dr.
0
Mit partieller Integration kann man einsehen, dass gilt: I'(x + 1) = x - I'(x)
fiir x > 0. Insbesondere ist, da offenbar I'(1) = fom etdt=1:
I'n+1)=n! farnelN,

d.h. die Gamma-Funktion interpoliert die Funktion n ~ (1 — 1)! (siehe

Abb.[39.1).


http://de.wikipedia.org/wiki/Studentsche_t-Verteilung
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r(x)

Abbildung 39.1. Die [-Funktion im Bereich [0,8]. Da I'(n) = (n —1)! fir n € N,
wundert es nicht, dass sie ab x = 2 sehr steil ansteigt.

2. Die t,—Verteilung ist, wie die Normalverteilung, symmetrisch zur y-
Achse. Es gilt: to = N(0,1). Auflerdem ist die t-Verteilung, genauso
wie die Normalverteilung, tabelliert; in der Praxis verwendet man haufig
schon ab etwa r > 25 die Normalverteilung. Abb. zeigt die Dichte
tz—Verteilung gemeinsam mit der Dichte der Standard-Normalverteilung
in einem Graphen.

o(x)

ft(x)

Abbildung 39.2. Die Dichte der t;-Verteilung gemeinsam mit der Dichte ¢(x) der
Standard-Normalverteilung.

Beispiel 39.12. Wir greifen das Beispiel/39.8/von oben wieder auf. Nun sei o
aber nicht bekannt. Wir miissen daher die ¢,_1—Verteilung fiir n = 8 verwen-
den,

0,995
3,499

y=1l-a
c:Fn(c)=y

0,990/0,975] 0,95 0,900
2,998/2,365|1,895|1,415’

und o schétzen: Da weiterhin x = 1.1975, ergibt sich
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1 1
$2 = 2 ((121-1.1975)% + -+ + (1.20 - 1.1975)*) = > 0.00595.

Damitists ~ 0,2915 und ¢ = 1,895 (< 1,960), so dass das Konfidenzintervall
etwas grofler wird, was nicht erstaunt, da wir die Varianz ja nur geschétzt

haben und daher die Unsicherheit tiber unsere Aussage groer wird: U =
1,00199, W =~ 1.39301.

Beweis (des Satzes[39.10} nur die Idee!). Wir setzen Y = (lj(X — ). Diese neue
Zufallsvariable ist N (0, 1)-verteilt. Damit gilt:

Vig oYX VY
S Vit DL KR i T (- Y

Die Yy,...,Y, sind hierbei N(0, 1)-verteilt mit (wie man zeigen kann) ge-

meinsamer Dichte
e
R U 2 dyy...dy,.
(N2n) Yoo

7 =

Wir wihlen eine Orthonormalbasis des R" mit ag = (\/%7, o, %ﬁ) und
a,...,a,-1 € R". Damit setzen wir:
Yy Yy
T0=a0' Z\/Z'?,...,TIZIZI ,
Yy Yy

Dann sind auch Ty, ... T,—1 N(0,1)-verteilt, da die gemeinsame Dichte rotati-
onsinvariant ist. Mit diesen neuen Zufallsvariablen schreibt sich Z, wie man
leicht nachrechnen kann, als

To

1 n=1m
Vit L T

7 =

Wir setzen nun:

-1
1 v,
F(Z/tlr-"/tnfl) = (Z' n—1 'Eti,tl,...,i’nfl) = (to,tl,...,tn,l).
=

Die Jacobi-Matrix dieser Abbildung ist

1 n=1 2
a1 Liml b ‘ *

0 1 0].

DF
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Die Transformationsformel liefert jetzt:

Dichte = 1<onst.-‘f...fe_;ZTz2 dty +-+ dty_q

n-1 tz n-1 tz

= konst. - (6_% Yio t+Xia ,) .

1 n-1
— .Ztg dzdty ... dt,_q.
=1

Wihlen wir nun Kugelkoordinaten fiir 1, ...,t,-1, so ergibt sich mit etwas
Rechnung:

00 2
-+- = konst. f (g‘(mﬂ)rz) 1 gy
0

Partielle Integration liefert, da 7"~! = #"=2 -

” 3 ZZ -1 1 2\ 2
... = konst - - ~(1+ ) CHED? gy
0 n-1

_n

2
z 2
=-.-=konst-(1+ —
( n— 1)
Man kann berechnen, dass dies in der Tat die behauptete Konstante ist. O

Weifs man, dass ¢1 - f(x) und ¢, - f(x) beides Dichten sind, so folgt, da das
Integral tiber beide genau 1 ergeben muss, dass die konstanten Vorfaktoren
tibereinstimmen: ¢; = ¢;. So muss man beispielsweise im vorigen Beweis
die Konstante nicht genau ausrechnen, wenn man nur nachprift, dass die
behauptete Formel eine Dichte liefert.

39.4 Tests auf den Erwartungswert

Leider kénnen wir nur verniinftige Tests durchfiihren, wenn wir gewisse
Annahmen iiber die Verteilung der gegebenen Daten machen. Eine relativ
naheliegende Annahme ist oft, dass die Daten unabhéngig identisch normal-
verteilt sind (in der englischen Literatur wird unabhingig identisch verteilt
mit independent and identically distributed {ibersetzt und haufig mit i.i.d.
abgekiirzt), entweder mit einer bekannten Varianz oder (meist realistischer)
mit einer unbekannten Varianz.

39.4.1 Zweiseitiger Test

Sei also X eine N(u, 0?)-verteilte Zufallsvariable. Wir nehmen unabhéngige
Stichproben xi,...,x, zum Testen der Hypothese Hy: u = o, Hi: p # po

Problem:

Referenz fiir aus-

fithrlichen
t-Verteilung?

Beweis



536 39 Statistik

(zweiseitiger Test) mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von « fiir den Fehler
1. Art und betrachten

Cc:01 Cc-01
, W= o+ ——

R N

wobei entweder 01 = 0 eine bekannte Streuung oder o1 = s die Stichproben-
streuung (also ein Schatzer fiir die Streuung) ist. Wir nehmen Hj an, wenn
U < x < W gilt. Dabei bestimmen wir ¢ als sogenanntes §-Quantil, entweder
von der N(0,1)- oder von der t,_;—Verteilung, je nachdem ob ¢ bekannt ist
oder nicht.

U:po—

Dies bedeutet Folgendes: Wir nehmen Hj an, wenn

Wﬁ. X Ho | <c,

01
sonst lehnen wir Hy ab. Dass dies die richtige Wahl von c ist wird klar, wenn
wir uns die (symmetrische!) Dichte der Normalverteilung ansehen (Abb.
34.1): Die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art ist nach Definition die
Flache unter den Kurvenbereichen, die einen Abstand von mehr als ¢ von u

haben. Notieren wir die Fladche von —oo bis ¢ mit @(c), so ist dies wegen der

o(x)

o5 1 15

Abbildung 39.3. Der Fehler 1. Art beim zweiseitigen Test.

Symmetrie der Dichte der Normalverteilung gerade 2d(c). Wir wollen diese
Flache nun auf a beschrianken; wir bestimmen c also so, dass 2d(c) = a bzw.
D(c) = § gilt.

39.4.2 Einseitiger Test

Auf dhnliche Weise kdnnen wir auch die einseitigen Tests behandeln. Be-
trachten wir zunéchst den ersten Fall: Hy: p < po gegen Hi: u > po. Wir
bilden dazu die Testgrofie
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N iy

01

wobei 07 wie weiter oben ist (d.h. entweder ¢ oder s).

Wir nehmen Hy an, wenn t < ¢, wobei ¢ das a—Quantil (siehe Abb.|39.4) der
entsprechenden Verteilung (N(0, 1) oder t,-1) ist. Andernfalls lehnen wir Hy
ab.

1s R 05 0 05

Abbildung 39.4. Der Fehler 1. Art beim einseitigen Test.

Im umgekehrten Fall, Ho: u > po gegen Hy: p < o, ergibt sich Folgen-
des: Wir lehnen die Nullhypothese ab, wenn t > d fiir ein gewisses d. Im
Normalverteilungs—Fall ist es gerade das d, fiir das gilt: @(d) = a. Wegen der
Symmetrie der Dichte ist dieses aber gerade d = —c, da

Od)=a & 1-Dd)=1-a= D)

Das (1 — @)-Quantil der Standard-Normalverteilung ist also gerade das Ne-
gative des a—Quantils der Standard-Normalverteilung.

Da die t,-;—Verteilung die gleiche Symmetrieeigenschaft wie die Standard-
Normalverteilung hat, ldsst sich die obige Argumentation genauso anwen-
den, wenn die Varianz nicht als bekannt angenommen wird.

Wollen wir eine Hypothese der Form Hy: u = o gegen Hy: p > o testen (wir
interessieren uns also gar nicht fiir die Moglichkeit p1 < ), so konnen wir
identisch zu den obigen einseitigen Tests vorgehen. Ein Test wird ndmlich
festgelegt durch seinen Ablehnungsbereich; und dieser ist, wie man sieht, in
diesem neuen Test identisch mit dem oben besprochenen.

Beispiel 39.13. ...

Vorlesung vom:

11. Dezember 2009
Qualitatsstand:

erste Version
Problem:

to do: Bsp t-Test/N-
Test auf Erw.-Wert:
einseitig/zweiseitig!
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39.5 x*-Test auf die Varianz

Wieder nehmen wir an, X sei eine N(y, o?)-verteilte Zufallsvariable. Dann
sei x1,...,x, eine unabhingige Stichprobe. Wir betrachten die Hypothesen
Hy: 0 =00 gegen H;: 0 > 0y.

Wir nehmen Hjy zum Niveau y = 1 — @ an, wenn die Testgrofe

21 1 - _

=" 'E(xi—x)2
2 2

o, o5 n-1 &=

die Ungleichung Z < c erfiillt, wobei ¢ das a—Fraktil der sogenannten x2_,
Verteilung (auch: y’>-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden genannt) ist; ein
a—Fraktil ist das (1 — a)—Quantil.

Die Dichte von x? auf Ry ist (siehe auch Abb.[39.5):

1 .,

fra(x) = m'xz el

7 =

Auch diese Verteilung ist fiir verschiedene Werte von r und a tabelliert; siehe

Z. B « http://de.wikibooks.org/wiki/Mathematik:_Statistik:_Tabelle_der_Chi-Quadrat-Verteilung.
/\ﬁ@ﬂ
i I €

Abbildung 39.5. Das a-Fraktil der y>~Verteilung

Bemerkung 39.14. Unter der Annahme H ist "’U—_OE eine N(0, 1)-verteilte Zu-
fallsvariable. Wegen der Abhéngigkeit Y i_; (x; — X) = 0 ist die Summe

n - VA
Z (xtgzx)

i=1 0

also eine Summe von n — 1 Quadraten von unabhéangigen N(0, 1)-verteilten
Zufallsvariablen.

Lemma 39.15. Seien Uy, ..., U, unabhingige N(0,1)—verteilte Zufallsvariablen.
Dann ist .
y=)
i=1

eine x2—verteilte Zufallsvariable.


http://de.wikibooks.org/wiki/Mathematik:_Statistik:_Tabelle_der_Chi-Quadrat-Verteilung
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Beweis (nur die Idee!). Der Beweis verlduft dhnlich wie bei der t—Verteilung.
Wir beginnen mit der gemeinsamen Dichte von (Uj, ..., U,):

1 n _1 _2 _n
(_) L2 e 2 e 2,

V2n

Fiir M c R" ist die Wahrscheinlichkeit

P((UL, ..., Uy) € M) = (2i);ff"'f€_(t%+'””ﬁ) dty - dt,
M

Der weitere Beweis verlduft dhnlich wie bei der t—Verteilung; insbesondere
gehen hier wiederum Kugelkoordinaten und damit die Transformationsfor-
mel essentiell ein. O

Beispiel 39.16. . ..

39.6 x*>-Verteilungstest

Jetzt mochten wir tiberpriifen, ob eine Zufallsvariable tatsdchlich eine ver-
mutete Verteilung hat. Wir beschréanken uns also hier nicht mehr nur auf die
Normalverteilung.

Sei dazu X zunichst eine Zufallsvariable mit nur endlich vielen Werten €
{1,..., k.

Ho: P(X =i) = pi.

Wir wollen Hy testen mit einem Fehler 1. Art < a. Wir nehmen dafiir eine
Stichprobe Xj, ..., X, (unabhédngige Zufallsvariablen) fiir X und setzen

Zi=|{jett,....np1X;=il.

Dann gilt: E(Z;) = n-p;, V(Z;) = n- pi(1 - p;), da Z; eine B, p,~verteilte Zufalls-
variable ist. Wir bilden

& (Zi—np)?
= npi(1 = pi)’
Fiir grofse n ist unter der Hypothese Hy die Zufallsvariable (niiizln—p ;7)3 an-

ndhernd N(0, 1)-verteilt, nach dem zentralen Grenzwertsatz. Genauer: Die
Approximation ist recht gut, falls np; > 5 Vi.

Lemma 39.17. Y ist annithernd x7_ —verteilt.

Problem:

Referenz auf Beweis
x*?

Problem:

to do: Bsp x2-Test auf
Varianz!

Problem:
ACHTUNG! Hier ist
vielleicht ein Fehler
in der Formel fiir Y.
Das wird baldmog-
lichst gekldrt: im Nen-
ner nur np;? Siehe z.B.
S. 183 in Krengel oder
Wikipedia.

Problem:

Achtung! Hier ist
ein Fehler im hand-
schriftlichen Skript!
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Beweis. Obiges Lemma/39.15/zusammen mit Bemerkung/39.14! O

Wir lehnen Hj also ab, wenn fiir die Testgrofle Y gilt: Y > ¢, wobei ¢ das
a—Fraktil der Xﬁ_l—Verteﬂung ist.

Beispiel 39.18. Test auf einen fairen Wiirfel. X sei eine Zufallsvariable mit
Wertenin {1,2,...,6}. H: P(X=i)=1,i=1,...,6.

Wir machen einen Versuch mit 1020 Wiirfen:

Augenzahl| 1 |2 |3 | 4|5 |6
Anzahl| 195|151 |148|189] 189 154

Unter Hy ist E(Z;) = np; = % = 170. Damit ergibt sich:

y - (1951707 + - + (154 - 170)°

~13.2.
1020- ¢ - 2

Nach dem obigen Lemma miissen wir dies mit dem a-Fraktil von x? verglei-
chen:

7]0,995(0,990]0,975| 0,95 | 0,900
9: Fa(q) = 7| 16.75|15.09 [ 12.83[11.07| 9.24 -

Fir a = 5% ist ¢ = 11.07 < 13.2 (wir nehmen Hj also an); fiir a = 1% ist
¢ = 15.09 > 13.2 (wir lehnen Hj also ab).

39.7 x*-Test auf Unabhingigkeit

X, Y seinen Zufallsvariablen mit Werten in {0, 1} (d.h. man teilt die Werte der
Zufallsvariablen in zwei Kategorien ein). Wir testen diese auf Unabhingig-
keit. Gegeben sei dazu eine unabhingige Stichprobe (xi, yx), k =1,...,n. Wir
setzen Z;; :=| {k | xx =1, yx = j} |, i = 0,1, und die Testgrofe

W= n - (ZooZn — Zo1Z1)?
" (Zoo + Zo)(Zoo + Z10)(Z11 + Zon)(Zn1 + Zio)

Man kann zeigen, dass dann W fiir grole 1 etwa yj-verteilt ist; einige Werte
dazu:

0,995
7,879

0,990
6,635

0,975 0,95
5,0243,841

0,900
2,706°

)4
q: F;(%(Q) =Y

Dies konnen wir benutzen, um zu testen.



Problem:
Hier waren im Bei-
spiel Fehler!
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Beispiel 39.19. Wir teilen die Menschheit unter zwei unterschiedlichen Aspek-
ten jeweils in zwei Kategorien ein: Geschlecht (ménnlich/weiblich), Rauch-
gewohnheit (Raucher/Nichtraucher).

Gegeben seien die folgenden Daten:

Raucher | Nichtraucher| Y,
méannlich| 113 137 250
weiblich 77 73 150
Y| 190 210 400

Es ergibt sich:

400 (11373 — 77 -137)?

190-210.250 150~ 4142

Ist W < ¢, so konnen wir die Hypothese Hy der Unabhéangigkeit der Merkmale
Rauchverhalten und Geschlecht nicht ablehnen. Fiir die Signifikanzniveau
a = 5%, also y = 95%, ist dies der Fall, weil 1.4142 < 3.841.

Fiir eine andere Stichprobe hat sich folgendes ergeben:

Raucher | Nichtraucher| ),
mannlich 98 152 250
weiblich 77 73 150
Y 175 225 400

In diesem Fall ist
400 (9873 — 77 - 152)?
~ 175-225-250-150

so dass wir die Nullhypothese der Unabhéngigkeit ablehnen miissten, da
5.608 > 3.841.

~ 5.608,

Man kann den Test auf Unabhéngigkeit auch fiir beliebig viele Kategorien
durchfiihren, etwa, wenn X in #n und Y in r Kategorien eingeteilt werden.
Dann wird die Formel fiir W komplizierter und W ist )(fm_l)(r_l)—verteﬂt. Dies
fihren wir hier im Detail aber nicht vor. Ein ausfiihrlicheres Beispiel ist auf
http://de.wikipedia.org/wiki/Chi-Quadrat-Test zu finden.

Aufgaben

Aufgabe 39.1 (Bolzenmaschine testen). Ein Drehautomat fertigt Bolzen. Es
ist bekannt, dass der Durchmesser der von dem Automaten gefertigten Bol-
zen (in mm) normalverteilt ist mit Varianz 0> = 0,26. Eine Stichprobe von


http://de.wikipedia.org/wiki/Chi-Quadrat-Test
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500 Bolzen ergab einen mittleren Durchmesser von x = 54,03 mm. Testen Sie
mit diesen Daten die Nullhypothese Hy : u = 55 auf dem Signifikanzniveau
a = 1%.

Aufgabe 39.2 (Tablettengewicht testen). Wir wiegen 8 Tabletten und erhal-
ten die folgenden Massen in Gramm:

1.19,1.23,1.18,1.21,1.27,1.17,1.15,1.14.

1. Testen Sie die Hypothese, dass das Durchschnittsgewicht der Tabletten
1.2 g betrégt, zur Irrtums- wahrscheinlichkeit 5%.

2. Es wird vermutet, dass die Tabletten im Mittel weniger als 1.2 g wiegen.
Testen Sie auch diese Hypothese zur Irrtumswahrscheinlichkeit 5%.

Aufgabe 39.3 (Test auf Verteilung bei Kreuzungen). Wir kreuzen weif3- und
rot-blithende Erbsen, so dass sich rosa-blithende Pflanzen ergeben. Kreuzen
wir weiter nun rosa-blithende miteinander, so sollten sich nach den Mendel-
schen Regeln der Genetik rot-, rosa- und weifsblithende Erbsen im Verhaltnis
1:2:1 ergeben. Unsere 200 Tests ergaben die Haufigkeiten: 52, 107, 41.
Liegen die Abweichungen bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% im
Zufallsbereich?
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Robuste Statistik

Wir betrachten eine Zufallsvariable X, der Form X, = X + ¢, wobei z.B. X
N(u, 0®)—verteilt ist und ¢ irgendwie verteilt ist. Dieses ¢ ist typischerweise
ein seltener grofier Fehler, der bei der Datenerhebung entstehen kann. Wie
schitzt man u in diesem Fall?

Wir nehmen eine Stichprobe x3, . .., x,. Der Mittelwert x = % Y., x;, der emp-
findlich auf einzelne grofie Fehler reagiert, ist nicht robust.

Die robuste Version des Mittelwertes ist der Median:
Definition 40.1. Sind x1,...,x, € R, so ist der Median folgendermafSen definiert:

A1, n ungerade,

. 2
Median(xy, ..., %1) =% 4, 44y,
2 2
2

, n gerade,

wobei ay < --- < a, die der Grofie nach sortierten Werte x1,. .., x, sind.

Wir konnen hier leider nicht beweisen, dass dies in gewissen Situationen ein
sinnvollerer Mittelwert ist als der altbekannte Mittelwert; es hangt selbstver-
standlich auch von der gegebenen Situation ab. Daher verdeutlichen wir dies
im Folgenden nur an einigen Beispielen.

Beispiel 40.2. Wir geben jeweils ein Beispiel mit gerade und mit ungerade
vielen Werten:

e Ein Beispiel mit einem Ausreifser bei fiinf Werten:
Median(9, 14,10, 12, 20) = Median(9, 10, 12, 14, 20)
=12
= Median(9, 14, 10, 12, 40),



Problem:
Ausfiihrliche Er-
klirung der Ab-
bildung;: Median,
oberes/unteres Quar-
til, Box-Plot.

Problem:
Aufgaben  robuste
Statistik fehlen!
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aber
9+14+10+12+20 9+14+10+12+40

5 * 5

e Ein Beispiel mit einem AusreifSer bei sechs Werten:

Median(9, 9,14, 10, 12,20) = Median(9, 9, 10,12, 14, 20) = 10+12
-1
_ 10 er 12 _ Median(9,9,14,10, 12, 40),

aber
9+9+14+10+12+20 ¢9+9+14+10+12+40

6 6

Beispiel 40.3. Bei der Studiendauer beriicksichtigt der Mittelwert Langzeit-
studenten. Der Median ignoriert diese Ausreifser, was die Studiensituation
besser beschreibt (falls es wirklich nur einige wenige Ausreifier sind ;-) ). Ge-
nauer gesagt: es ist beim Median egal, wie lang die Studiendauer der Lang-
zeitstudenten ist, d.h. ob sie beispielsweise 15, 20 oder 50 Semester betragt.
Siehe auch Abb.[40.1]

Hedliam
“
A Unkety  obtstn ey

Cuack] Quarkl

Abbildung 40.1. Der Median ignoriert AusreifSer.

Aufgaben

Aufgabe 40.1 (...). ...
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Stochastische Prozesse

... Wir werden uns fast nur mit Prozessen beschiftigen, bei denen ein Zu-
stand nur vom vorigen Zustand abhéingt, sogenannten Markovketten. . ..

Definition 41.1. Ein stochastischer Prozess (X;) ist eine Familie von reellen Zu-
fallsvariablen, die von einem Parameter t € IR oder t € IN abhiingt. Wir denken dabei
bei t an die Zeit, die kontinuierliche oder diskrete Zeittakte hat. Die Menge der Werte,
die die X; annehmen, heifit die Menge der Zustinde des Prozesses.

Beispiel 41.2. Y} sei B, —verteilt, z.B.: Y} = Y, wobei Y B, %—Verteﬂt ist. Wir
S ,

setzen X, = Y ;_; Yi. Dann ist (X,),en ein stochastischer Prozess.

41.1 Markovketten und Stochastische Matrizen

Definition 41.3. Eine Markovkette (oder Markouvscher Prozess) ist ein diskreter
stochastischer Prozess (Xy), der fiir alle by, . .., by,—1 und c erfiillt:

P(Xn =c| X1 = by1,..., X1 = bl) = p(Xn =c| X1 = bn—l)'

Bei einer Markovkette hdangt die Wahrscheinlichkeit also immer hochstens
vom vorigen Schritt ab. Die wichtigste Klasse sind solche Markovketten (X,,),
bei denen alle X,, nur endlich viele Werte (1,...,k} (genannt Zustiande) an-
nehmen, so dass also P(X,, € {1,...,k}) =1 Vn gilt.

Beispiel/Definition 41.4. Ein Prozessor bearbeitet pro Zeittakt eine Aufgabe.
In jedem Zeitschritt kommen Aufgaben hinzu. In den Cache passen < 2
Aufgaben, bei 2 vorliegenden Auftragen wird also ein weiterer ignoriert.

Vorlesung vom:

16. Dezember 2009
Qualitétsstand:

erste Version
Problem:

Intro stoch. Prozesse
fehlt!
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A, sei die Anzahl der zusétzlichen Anfragen im Zeitschritt n. Wir nehmen
an, dass A, = A, wobei A eine geometrisch verteilte Zufallsvariable ist, d.h.
S

PA=0)=1-p, P(A=1)=p-(1-p)

und allgemein:
PA=K=p-1-p).
Es gilt dann
PAz1)=(1-p)- ) P =1-(1-p=p,
i=1
so dass tatsdchlich P(A € Z3p) =1 —p + p = 1 erfiillt ist. Es ist leicht, andere
Werte auszurechnen, z.B.: P(A > 2) = p?.

Wir mochten den Erwartungswert von A bestimmen. Wir haben bereits ge-
sehen, dass gilt: E(A) = (xF/,(x))x=1. Um dies zu berechnen bené&tigen wir:

(o) 1_
PA(X)=Z(1_P)'Pk‘xk: 1_;;,
k=0

wegen der geometrischen Reihe. Damit folgt:

.—(1—p)'(—p))| _A-pp_p

B =~ e = e T Ty

Im Mittel fallen also in einem Zeitschritt zusétzlich = 1%} Anfragen an. Nur

fiir p < 1 ist die erwartete Anzahl neuer Anfragen pro Zeittakt also kleiner
als 1, so dass der Prozessor Chancen hat, die Anfragen zu bearbeiten.

Beispiel 41.5. Manchmal ist ein graphisches Modell hilfreich. Beispielsweise
eines wie in Abb.[41.1]

Abbildung 41.1. Graphisches Modell einer Markovkette.
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Definition 41.6. Seien X,, € {1,2,...,k} Zustinde einer Markovkette. Wir schrei-
ben fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten pj; = P(X, = j | X,—1 = i). Die Matrix

My = (pj;) € R™

heifit dann die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten im n—ten Schritt.
Hiingt M, nicht von n ab, so heifit (X,,) zeitschrittunabhingige Markovkette.

Beispiel 41.7. Zum Beispiel/41.5 von eben ist die Ubergangsmatrix

1-p 1-p O
M=|p1 ;p) p(1 ;P) I-p|.
p p p
Ist nun 7i° = (11, 73, m9)" eine Verteillung fiir Xo. Dann hat X; die Verteilung
Mn®, X, die Verteilung M*7° usw.

Ist nun allgemeiner (X,) ein zeitschrittunabhingiger Markovscher Prozess
mit k Zustinden, so notieren wir mit M die Matrix der Ubergangswahr-
scheinlichkeiten und mit 7 = (n1d,..., 7?)" die Anfangsverteilung auf den k
Zustanden.

Frage 41.8. 1. Konvergiert die Folge von Vektoren M"n° gegen eine Grenzvertei-
lung
lim M"n’ = n* e R¥ 2

n—o0

2. Gilt
M" = (n™,...,7°) e R

fiir einen gewissen Vektor n™ € RF ?

Klar ist, dass aus einem Bejahen der zweiten Frage auch ein Bejahen der
ersten Frage folgt und dass dann auferdem der Grenzwert 1 = lim M"7°
nicht von der Ausgangsverteilung 7° abhingt.

Beispiel 41.9. Abb. [41.2 zeigt einen Graphen, der einen endlichen Mar-
kovschen Prozess beschreibt, mit Zustinden, die unterschiedliche Eigen-
schaften besitzen und die wir nachfolgend definieren werden.

Definition 41.10. Sei (X,,) eine Markovkette.
1. Ein Zustand i heifit rekurrent, wenn
P(X,, =i fiir oo vielen) =1,

andernfalls transient. Eine markovsche Kette heifit rekurrent bzw. transient,
wenn jeder Zustand diese Eigenschaft hat.

Problem:
Skizze fehit:
fig:EndlMarkProz!
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fig:EndIMarkProz

Abbildung 41.2. SKIZZE FEHLT!

2. Eine Teilmenge I der Zustiinde heifit absorbierend, wenn fiir jedes n gilt:

PXp €l X, € =1

3. Ein Zustand i heifit periodisch mit Periode (oder Periode der Léinge) | > 0,
wenn fiir jedes n gilt:
PXpu =1l X, =10)=1.

Definition 41.11. Eine Matrix M = (p;j) € R** mit p;; € [0,1] und Y5 pij = 1
fiir jedes j heifit stochastische Matrix.

Die Summe der Eintrdge einer Spalte einer solchen Matrix ist also 1. Sie
beschreibt einen endlichen zeitschrittunabhdngigen Markovschen Prozess.

Satz 41.12. Sei M = (p;j) eine stochastische Matrix. Dann gilt:

1. A = 1 ist ein Eigenwert von M.
2. |A| £ 1 fiir alle Eigenwerte von M.

3. Ist d = min;(p;;) > 0, dann sind alle Eigenwerte von M in dem Kreis
{zeC | z-dI<1-4}

enthalten (Abb. . Insbesondereist in diesem Fall A = 1der einzige Eigenwert
A mit [A] = 1.

4. Ist A ein Eigenwert mit |A| = 1, dann haben alle Jordankistchen von M zu A die
Groifle 1 und daher ist dim Eig(M, A) = mult, (det(M — tE;)), wobei E; € R™>®
eine Einheitsmatrix und s = dim Eig(M, A) = mult(xum, A) die algebraische
Vielfachheit des Eigenwertes A ist (xp = det(M — tE) ist das charakteristische
Polynom von M).

5. Ist A € C ein Eigenwert mit |A| = 1, so existiert ein m, so dass A™ =1, d.h. A ist
Problem: eine sogenannte m—te Einheitswurzel.
Illustration zu den m-
ten Einheitswurzeln Um diesen Satz beweisen zu kénnen, miissen wir zundchst noch einige Ei-
hinzu! genwertabschidtzungen herleiten.
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@

Abbildung 41.3. Die Eigenwerte einer stochastischen Matrix.

\WI

41.2 Einschub: Matrixnormen und Eigenwertabschidtzungen

Wir mochten Eigenwerte mit moglichst geringem Aufwand abschéitzen. Dazu
benétigen wir zunéchst einiges Wissen iiber Matrixnormen.

41.2.1 Matrixnormen

Wir haben bereits in der mehrdimensionalen Analysis Matrixnormen ver-
wendet, etwa in Beispiel|30.24. Hier geben wir nun einen detaillierteren Ein-
blick, da wir dies fiir die folgenden Eigenwertabschidtzungen benétigen.

Definition 41.13. Unter einer Matrixnorm verstehen wir eine Abbildung
Wl R — R
mit folgenden Eigenschaften:

1. JJAIl >0 VA e R*" und es gilt ||A] =0 &= A =0,
2. IAA|l = IAlIA]l YA € R, YA € R,

3. ||A + B|| < ||All + ||B|| YA, B € R™",

4. ||A-BJ| < ||A]l- IBl| YA, B € R™" YA, B € R™",

Einige hdufig verwendete Matrixnormen sind folgende:
Beispiel/Definition 41.14. Sei A = (a;;) € R™".

1. Die Gesamtnorm: [|A|lg = 7 - max; {a;l}.
2. Die Zeilensummennorm: [|A||z = maXi{Z?:l laijl}.

3. Die Spaltensummennorm: ||Alls = max;{}.i.; |a;jl}.
1
4. Die Frobeniusnorm: ||A||r = (szzl afj)z

1
5. Die Spektralnorm: ||Al|; = (max EW(A! A))Z, wobei EW(A' A) die Menge
der Eigenwerte von A" A bezeichnet.



Vorlesung vom:
18. Dezember 2009
Qualitédtsstand:
erste Version
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Matrixnormen betrachtet man meist im Zusammenhang mit Vektornormen
auf R". Beide Normen miissen aber zueinander passen:

Definition 41.15. Sei||.||y: R" — R eine Norm. Die Matrixnorm ||.||p: R — R
heif$t mit der Vektornorm ||.||ly vertriglich, wenn

lAx[ly < llAllm - lIxlly ¥x € R", YA € R™".

Beispiel/Definition 41.16. Zu den p-Normen, p € [1, c0], auf R", d.h.

(S kP),  pell ol

sind folgende Matrixnormen vertraglich:

1. ||Allg und ||Alls sind zur Betragssummennorm ||x||; (= Y, |x;|) vertrdglich.

2. |Allg, lAllF und ||A]l, sind zur euklidischen Norm ||x||, vertraglich (||x|l, =
VI [xi?).

3. [IAllg, llAllz sind zur Maximumnorm [x|, = max; |x;| vertrdglich.

Beweis. Wir zeigen nur: ||Allc und |x]le sind vertrdglich:

7

n
lAX]|o = mfaX|Z ajjX;
1
=1

A-Ungl.

n
< max() layl - Ix/l)
i =

n
Z max |a;;| - max Jxi|
i,j i

<
j=1
= n-max|a;;| - max|x;
ij i
= |lAllg - lIxllco-
Die anderen Fille sind dhnlich zu beweisen. O

Satz 41.17. Sei ||.||lv eine Matrixnorm, die zu einer Vektornorm vertriglich ist. Dann
gqilt fiir die Eigenwerte A einer Matrix A € R™":

AL < (1Al

Beweis. ||x||v sei die Vektornorm, x # 0 sei ein Eigenvektor zu A mit Eigenwert
A, also: Ax = Ax = [[Axlly < [|Allm - lIxllv. Da (A - xlly = [A] - [|x]lv ist, folgt:
Al < |Allm- a
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Definition 41.18. Sei ||.|ly eine Vektornorm auf R". Dann heif$t die Matrixnorm

lAll = max |[lAx]ly

xeR" [lx]lv=1

die zu ||.||y gehdrige Matrixnorm.

Bemerkung 41.19. Man kann zeigen, dass dies die kleinste Matrixnorm ist,
die zu |||l vertraglich ist.

Beispiel 41.20. Wir geben einige Vektornormen und deren zugehorige Ma-
trixnorm an, ohne dies nachzupriifen:

Vektornorm ‘ zugehorige Matrixnorm
Betragssummennorm ||x||; Spaltensummennorm ||Al|4
euklidische Norm ||x||, Spektralnorm [|All,
Supremumsnorm |[|x]|e Zeilensummennorm ||A||z

41.2.2 Eigenwertabschitzung

Fiir jede mit einer Vektornorm vertrdgliche Matrixnorm ||.||: R*" — R und
jeden Eigenwert A von A € R™" gilt: [A|] < [|A|l. Wir werden sehen, dass es
noch bessere Abschitzungen fiir A gibt.

Beispiel 41.21. Wir betrachten die Matrix

1 01-01
A=| 0 2 04 |[.
-02 0 3

Es gilt:
lAllc = 3max|a;j| =9,

n
IAll, = maX{Z laijl} = max{1.2, 2.4, 3.2} = 3.2,
1
=1

IAlls = max la;i|t = max{1.2, 2.1, 3.5} = 3.5.
s =m: {Z i)

Je nach Norm geben sich also sehr unterschiedliche Abschétzungen fiir A.

Geometrisch liefert jede Matrixnorm die Information, dass A in einem Kreis
um den Ursprung mit Radius ||A|| liegt. Eine dhnliche, meist bessere, Ab-
schatzung ist folgende:

Problem:
exakte EW berechnen!
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Diese Aufgabe tat-
sichlich stellen!
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Satz 41.22 (Gerschgorin). Sei A = (a;;) € R™".

1. Die Vereinigung der Kreisscheiben (sogenannte Gerschgorin—Kreise)

n

Kiz{yeC | lu—ail < Z |ﬂij|}

j=1,j#i

enthilt simtliche Eigenwerte von A.

2. Jede Zusammenhangskomponente der Vereinigung von genau k dieser Kreise
enthilt genau k Eigenwerte, gezihlt mit Vielfachheit.

Beweis. Siehe beispielsweise oder [SB80, Theorem 6.9.4]. Als Ubungsauf—
gabe zeigen wir eine Variante des Satzes. O

Beispiel 41.23 (zu Bsp.[41.21). Die Gerschgorin—Kreise sind:

Ki={ueC|lu-1<02},
Ky ={ueCllu—-21<04},
Ky ={peCllu-3<02}.

In jedem der Kreise befindet sich genau ein Eigenwert (s. Abb.[41.4).

A Ji&" /(re(‘: Lﬂ{hw :fu[v e [A/

Abbildung 41.4. Drei Gerschgorin-Kreise.

Korollar/Definition 41.24 (Invertierbarkeit von strikt diagonaldominanten
Matrizen). Ist A € R™" eine Matrix mit der Eigenschaft

n

lai| > Z lag| fiiri=1,2,...,n,

k=1,k#i

dann ist A invertierbar. Solche Matrizen heifien strikt diagonaldominant.

Beweis. Die 0 ist nach Voraussetzung in keinem der Gerschgorin—Kreise ent-
halten. O
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41.3 Markovketten und Stochastische Matrizen (Teil 2)

Wir sind mit den Vorbereitungen des letzten Abschnittes nun in der Lage,
Satz|41.12 iiber die stochastischen Matrizen zu beweisen.

Beweis (zu Satz[41.12).

1. A = 1 ist Eigenwert, da (1,...,1)" € R ein Eigenvektor zum Eigenwert
A = 1 ist, weil ndmlich nach Definition einer stochastischen Matrix die
Spaltensummen von M jeweils 1 sind.

2. Esgilt ||[M]||s = 1 nach Definition. Daraus folgt die Behauptung.

3. Gerschgorins Satz liefert, da Z?:l,j# pij = 1- pii, dass die Eigenwerte A in
der Vereinigung der Kreise

{H ( |H—Pii|31—Pii}

liegen. Der grofste dieser Kreise ist offenbar jener mit d = min;(p;;) (Abb.

41.5).
(&

Abbildung 41.5. Der Eigenwert A = 1.

Insbesondere ist A = 1 der einzige Eigenwert mit [A| = 1, da wir oben
schon gezeigt haben, dass |A| < 1 fiir jeden Eigenwert gilt.

4. Sei M € R®* Dann existiert nach Satz[24.22 iiber die Jordansche Normal-
form eine invertierbare Matrix T € GL(n, C), so dass

Jn(l) 0 Ao
TMT ' =] = . , wobei J,(A) =  :1 eC™.
0 Jr.(As) 0 A

Es gilt: [N = (T-M-T7)N = T-MN - T~1. Sei nun B ein Jordankastchen
von | zum Eigenwert A. Dann gilt:

22010
Ao 2211
S T
. 20

0 A?



nicht oder nur knapp
vorgefiihrt

Problem:
to do: Bilder!

Problem:
Bilder: erreichbare
Knoten
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Allgemeiner ist:

AN NAN-L
AN NAN-1

0

Falls nun |A| = 1, so gilt INAN71| + |AN| = N + 1 und daher N+ 1 < ||BN||s <

I/N|ls. Es folgt:
N+1 <M

NAN*l
AN

= ITMNT s = [ITlls - IMIIY - 11T lls

= ITMNT s = [ITlls - 1V - ITMIs = ITlls - IT~1Is

=1

Dies ist aber ein Widerspruch, wenn nicht B = (1) eine 1 X 1-Matrix und
damit BN = (AV) ist. Alle Jordanbl6cke haben also Grofle 1 und es gilt

dim Eig(M, A) = mult,(det(M — tE))

fiir alle A mit [A| = 1.

erreichbaren Zustdnde.

Fir Ky C K sei

Mi(Ko) = || Mi(j)

jEKU

die von der Knotenmenge Kj in einem Schritt erreichbare Knotenmenge.

Rekursiv definieren wir nun

M;(Ko) = M1(M;-1(Ko))

als die Menge, der in genau ¢ Schritten von Ky erreichbaren Knoten.

Seijetzt A ein Eigenwert mit|A| = 1und seix' = (x1, ..., x;) ein zugehoriger
Eigenvektor von M'. Seien ferner y = maxf{lx;|} und Ko = {j | Ix;| = y} C

{1,...,k}. Dann gilt fiir j € Ko:

k k k
y=lyl =l A=Y g < Yl opi<yeY pi=v,
i=1 i=1 i=1

. Fiir diesen Beweis benotigen wir einige Notationen. EsseiK = {1, 2, ..., 6}.
Fiir j € K sei My(j) = {i | pij > 0} die Menge der von j in einem Schritt

so dass {iberall Gleichheit gelten muss. Insbesondere ist

Problem:
Achtung! O-er richtig
platzieren!
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k k
|Z xi - pij] = Z |xil - pij
i=1 i-1

und daher sind fiir i,h € M;({j}) (d-h. p;i # 0 # pj,) die Zahlen x;, x,
komplexe Zahlen, die in die gleiche Richtung zeigen. Also: x; = x, Vi,h € Problem:
M; (j). Genauer: ausfiihrlicher!

k
X]")\=in'Pij:xk'Zpij:xh~

k
i=1 i=1
Es sei jetzt fiir j € Ko fest gewdhlt. Es gilt: R = {k | xx = x;} # 0. Dann
ist Mi(R) # 0 und x, = Ax; Vh € My(R). Fiir i € My(R) # 0 gilt x; =
Axjt. Da alle My(R) # 0 und in K enthalten sind, kann die Vereinigung
M;i(R) U - - - U Mg(R) nicht disjunkt sein. Also existieren Indizes s, t, s # t,

so dass
0 # M;s(R) N My(R).
Fiiri € My(R) N My(R) gilt: x; = A" - xj = A° - x; = A =1 nicht oder nur knapp
vorgefiihrt
o —e
Im Allgemeinen konvergiert die Folge (M")yen nicht. In jedem Fall stellt
sich heraus, dass & Y, Mk konvergiert. Dies ist Gegenstand des folgenden
Satzes.
Satz 41.25 (Ergodensatz). Sei M eine stochastische Matrix. Vorlesung vom:
6. Januar 2010
1. Dann existiert der Grenzwert Qualititsstand:
el erste Version
1 k kxk
Q= y}g{}o . ;)‘ M" eR

und es gilt: Q* = Q = QM = MQ.

2. Der Rang s = rang Q ist die Dimension dim Eig(M, 1). Q beschreibt die Pro-
jektion auf diesen Eigenraum.

3. Ist A = 1 der einzige Eigenwert von M mit |A| = 1, dann gilt: Q = lim,, . M".

4. Ist A = 1 der einzige Eigenwert von M mit |A| = 1 und gilt dim Eig(M, 1) =1,
s0 ist
Z1 ... 21

Q= limM" =
n—oo
Zk t Zk
mitz = (z1,...,2k)" eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mit der Zustandsmenge
{1,2,...,k}. z ist dabei der eindeutig bestimmte Eigenvektor zum Eigenwert

A=1mit Y5 z =1
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Liegt der letzte Fall vor, so nennt man M eigenwerteinfach und der Markovsche
Prozess konvergiert fiir jede beliebige Anfangsverteilung = (1, . .., 71x)" gegen die
Verteilung z.

Beweis. 1. Sei] =T-M-T"! die Jordansche Normalform von M. Dann gilt:

[y

n-1

T () M) T

i=0

n—

J=

S|
S |-

I
o

i

Wir betrachten daher die Folge 1 - Y/ J'. Sei dazu

Al 0
B . ..
0 A

ein Jordankéstchen von J. Wegen der Struktur der Jordanmatrix gentigt
es namlich offenbar, die Konvergenz von

1 n—1
. . l
fim 2P

zu untersuchen: Wir wissen bereits, dass |A| < 1, da M stochastisch ist, und
betrachten zunéachst den Fall |A| = 1. Dann ist B = (A) eine 1 X 1-Matrix
nach Teil 4/von Satz/41.12. Im Fall A = 1 ergibt sich daher: 1 Y77/ A" = 1.
Ist aber A eine andere m—te Einheitswurzel, also A # 1, A™ =1, so ist

m—1
CoAm—1
A= =0

und daher

1 n-1 , 1 m—1 ’ 2m—1 ) n-1 ) 1 n-1 , m—1

|;Z/\‘( = Z-|ZA1+ Y A Y A < —fo+t Y A< —.
i=0 i=0 i=m i=... i=n-m

Die obige Summe konvergiert also gegen 0 fiir n — oo.

Wir haben nun noch den letzten Fall [A| < 1 zu untersuchen. Es gilt:

2
110 Al 0
B=| . | B= L
1 .
. h - 21
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und allgemein:

01 0
(AE + '._ :.' )l
r 1 7
0 0
also:
01 0 01 0
- I
1 -1 -2
B =AE, +IA 1 +(2)/\ 1
0 0 0 0
01 0
l I—r
+--~+(r)/\ 1
0 0

Schliefilich ergibt sich:

(i)/\l—l (é)/\l—z (rll)/\l—rﬂ

0 Al

Nun gilt fiir einen der Eintrédge, z.B. einen auf der j-ten Nebendiagonalen:

£l Elw

1=0 1=0
. 1d ;1
< Al = I
- ;‘ (]) . []' de( )]x:l)\l jeC
(dat; = Tawe '+ undsomit g5 () = - +10=1) - (= j+ D).

Diese Summe ist also beschrankt und es folgt:

Py B i

Letztlich ergibt sich somit im Grenzwert also nur fiir A = 1 eine Matrix,
die nicht die Nullmatrix ist:




Problem:

als  Ubungsaufga-
be: A - B ist auch
stochastische Matrix
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19, (E0
}E’E,‘OZ;]‘(OO'

wobei s = dim Eig(M, 1) und E; die s X s-Einheitsmatrix ist. Damit gilt:

2 _ 1 [EsO —1(Es O
Q=T (ooTT 00T
2
L (E. 0 L (E0
=T oso)Tle(oso)T=Q

Schliefilich ergibt sich fiir QM:

OM = lim (+ fim MM = lim + Y p1

n—oo\y1 [=0

1
n—>oon+1(ZMI) =Q

= lim
1=0

Die vorletzte Gleichheit folgt dabei aus lim;, o, 25 = 1und lim;, e %MO =
0. Die umgekehrte Richtung MQ = Q lasst sich analog zeigen.

. rang Q = dimEig(M,1) = s ist klar. MQ = Q besagt, dass die Spal-

ten Eigenvektoren von M zum Eigenwert A = 1 sind. Insbesondere ist
also BildQ c Eig(M, 1) und es gilt Gleichheit, da wir ja wissen, dass
dim Bild Q = rang Q = dim Eig()/], 1).

. Ist A = 1 der einzige Eigenwert von M mit [A| = 1, so haben wir B" — 0

fiir alle Jordanblocke zu Eigenwerten A, A # 1, wie wir bereits im/1. Teil
dieses Beweises gesehen haben. Daher gilt: M" — Q.

Da M eine stochastische Matrix ist, istauch M! fiir jedes [ eine stochastische

Matrix, also auch der Mittelwert 1 o M und der Grenzwert Q. Ist nun
A =1 der einzige Eigenwert mit |A| = 1 und dim Eig(M, 1) = 1, dann sind
wegen QM = Q & M'Q"' = Q' die Zeilen von Q Eigenvektoren von
M" zum Eigenwert 1. Dies sind aber Vielfache von (1,...,1)!, denn

1 k
(maj, ..., mgg) | - =Zmzj=8'1,
1 i=1

weil die Spaltensummen von M bekanntlich 1 ergeben, so dass insgesamt

1 1
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Damit folgt:

Nattirlich gilt auflerdem Zi;l zi = 1. Also ist z = (z1,...,2)" ein Eigen-
vektor von M zum Eigenwert A = 1 von M und somit auch die stationéire
Limesverteilung auf dem Zustandsraum.

O

Der Ergodensatz liefert gemeinsam mit dem vorigen Satz ein recht gutes
Verstandnis des Verhaltens von Markovketten. Als Illustration betrachten
wir zum Abschluss der Behandlung dieses Themas noch ein Beispiel:

Beispiel 41.26. Wir betrachten das graphische Modell in Abb.[41.6!

2/3 1/3 3/4

1/3 1/4

2/3

Abbildung 41.6. Eine Markovkette, die durch ein graphisches Modell gegeben ist.

Die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten ist:

0
M =

O W= WIN
Lol S (O]
wN O wie

Es ist leicht nachzurechnen, dass M nur einen Eigenwert A mit [A] = 1 hat,
auch wenn Multiplizitdten gezdhlt werden, und zwar den Eigenwert 1.

Nach dem Ergodensatz hat demnach lim,_,. M" die Gestalt (z,z,z), wobei
z = (21,22, 23)" der eindeutige Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist, fiir den z; +
2o + z3 = 1 gilt. Eine kurze Rechnung liefert fiir den Eigenraum:

. 4
Eig(M, 1) = {(01,0,03) | 01 =03, 05 = gvl}-
Die Bedingung z; +z, + z3 = 1 ergibt damit: %zl = 1, fiir die Grenzverteilung
erhalten wir also schliefdlich:
3 4 3
t_ t
(21122123) - (E/ E/ E) .
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Aufgaben

Aufgabe 41.1 (Labyrinth). Betrachten Sie das folgende Labyrinth, in dem
sich eine Maus bewegt:

1‘2‘3
41516

Befindet sich die Maus in Kammer j, so bleibt sie mit Wahrscheinlichkeit
% dort und wechselt mit Wahrscheinlichkeit %}j in die Kammer i, falls von

Kammer j genau w; Tiiren abgehen und eine davon in Kammer i fiihrt. Stellen
Sie die Ubergangsmatrix A = (aij)ij=102,.6 auf, zeigen Sie, dass der Grenzwert
limy_,, A existiert und bestimmen Sie diesen.

Aufgabe 41.2 (Markovketten). In einer Fabrik arbeiten 5 Maschinen des glei-
chen Typs. Intakte Maschinen fallen pro Tag mit Wahrscheinlichkeit p aus.
Maschinen, die am Anfang eines Tages defekt waren, sind bis zum nichsten
Tag wieder repariert. Wir beschreiben das System durch die Anzahl x der zu
Beginn eines Tages intakten Maschinen. Stellen Sie die Ubergangsmatrix A
zwischen den moglichen Zustdnden des Systems auf, zeigen Sie die Existenz
des Grenzwertes limy_,, A¥ und berechnen Sie diesen.

Aufgabe 41.3 (Grenzverteilung von Markovketten). Wir betrachten eine
Markovkette mit der folgenden Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten:

M = (pij) =

W O wi=
O Wi WIN
QW= O wWIN

Zeigen Sie, dass eine eindeutige Grenzverteilung existiert und bestimmen Sie
diese.

Aufgabe 41.4 (Zum Satz von Gerschgorin).

1. Zeigen Sie die folgende Version des Satzes von Gerschgorin: Sei A = (a;;) €
C™" und sei b ein Eigenwert von A mit Eigenvektor (vq,...,v,). Sei i
der Index, fiir den |v;| maximal wird. Dann gilt: [b — a;; | < Z;l:lljﬁo |aiyl,
d.h. der Eigenwert b liegt in einem sog. Gerschgorin-Kreis um a;,;, mit
Radius X7y 14, 1iojl-

Hinweis: Betrachten Sie [v;,| - |b — aj,;,|.
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2. Benutzen Sie ein Computer Algebra System (z.B. Maple), um die Eigen-
werte und Eigenvektoren der Matrix

-5 -01 -4
0 2 01
0.1 -0.85 3

zu berechnen. Zeichnen Sie die Gerschgorin-Kreise und die Eigenwerte
in ein gemeinsames Koordinatensystem.

Aufgabe 41.5 (Matrixnormen). Zeigen Sie, dass die zur Supremumsnorm
gehorige Matrixnorm die Zeilensummennorm ist, also dass fiir alle A € R™"
gilt:

n
max ||Ax|lo = max Z|ﬂij|-
XERY ¥l =1 i=1,2,...1 pe






42

Hidden Markov Models

Hidden Markov Models sind beispielsweise wichtig in der Bioinformatik, der
Sprach- und Mustererkennung, maschinellem Lernen, Spamfilter, Gestener-
kennung sowie Schrifterkennung. Mit Hilfe der Theorie aus dem Abschnitt
iiber Markovketten werden wir u.a. nach der wahrscheinlichsten Zustands-
folge suchen, die eine gegebene Beobachtung hervorgerufen haben konnte.

42.1 Grundlegende Fragen

Definition 42.1. Ein Hidden Markov Model (kurz HMM) ist ein Tupel
A=(M,B,m,V)

aus einer stochastischen (k X k)-Matrix M = (p;;) der Ubergangswahrscheinlich-
keiten zwischen den Zustinden z € {1,2,...,k}, einem sogenannten Alphabet V
mit v Zeichen, einer (k X v)-Matrix B = (biy) mit biy > 0 und Y.;_; biy = 1 (den
sogenannten Emissionswahrscheinlichkeiten) und einer Anfangsverteilung m,
einem k X 1-Vektor.

Der stochastische Prozess startet, indem wir gemiif$ 7 einen Anfangszustand zufillig
wihlen und weiter zufillig gemdf$ M eine Folge von Zustinden generieren. Fiir insge-
samt T Schritte ergeben sich somit Zustinde z1, . .., zr. In jedem Zustand z; schreibt
das Markovmodell einen Buchstaben S; € V und zwar den x—ten Buchstaben mit
der Wahrscheinlichkeit biy, falls z; = i. Fiir den Beobachter ist nur die Zeichenfolge
S1,..., St sichtbar (darauf bezieht sich das Attribut versteckt im Namen).

Frage 42.2 (Die grundlegenden Fragen bei Hidden Markov Models).

Vorlesung vom:
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Qualitétsstand:
erste Version

Problem:
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1. Das Modell A = (M, B, i, V) sei bekannt. Wie konnen wir zu einem gegebenen
S =S4,...,St die Wahrscheinlichkeit P(S | A) berechnen?

2. Gegeben S und A. Welches ist die Folge von Zustinden zi,...,zr, die am
wahrscheinlichsten diese Zeichenkette generiert hat?

3. Gegeben seien nur S und lediglich einige grundlegende Annahmen iiber das
Modell, etwa die Anzahl der Zustinde oder der Graph. Welches ist das Modell
(M, B, m, V), das S am wahrscheinlichsten generiert hat?

In den folgenden Abschnitten geben wir algorithmische Losungen fiir all
diese Probleme.

Beispiel 42.3. Ein Spieler besitzt eine faire und eine gezinkte Miinze, bei der
Zahl wahrscheinlicher ist. Er setzt sie allerdings nur manchmal ein, damit es
nicht zu sehr auffallt.

e Das Alphabeth ist V = {0, 1} (0: Kopf, 1: Zahl),
e Esgibt k = 2 Zustdnde (1: faire Miinze, 2: gezinkte Miinze),

o M= (pj)= (8? 8;), die Ubergangsmatrix zwischen den Zustinden,

= N=
[[SSISTES

e B=(by) = ( ), Matrix der Emissionswahrscheinlichkeiten (erste Zeile
11
tir die faire Miinze, zweite fiir die gezinkte),
e 1= (%, % (zu Anfang wahlt der Spieler die Miinzen mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit).

Die vom Spieler tatsachlich verwendete Miinzfolge ist z = (zy, ..., zr); sie ist
dem Beobachter nicht bekannt. Er sieht nur die tatsdchlichen Ergebnisse S;
der Wiirfe.

42.2 Die Vorwirtsmethode

Fiir einen Zeitpunkt t € {1,2,...,T} und einen Zustand i € {1, 2, ..., k} setzen
wir:
a(i) := P(Sq,...,5,z = 1| A).

Dann gilt nach Definition zunéchst a;(i) = P(S1,z1 =i | A) = m; - B(i, S1) und
weiterhin

k
(i) = Y B, Sea1) - pij - ()
j=1
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furte{1,2,...,T -1}, da die Markovschritte und die Zeichenwahl unabhin-
gig voneinander sind. SchliefSlich ergibt sich:

k
P(S|A) = Z ar(i).

i=1

Wir verdeutlichen dieses Verfahren an einem Beispiel, dhnlich dem einfach
zu durchschauenden Miinzwurf-Problem von oben:

Beispiel 42.4. Wir betrachten ein Wiirfelspiel im Casino mit einem gelegent-
lich verwendeten unfairen Wiirfel (Abb.[42.1). Es gibt also genau zwei Zu-
stinde: entweder verwenden wir den fairen (z = 1) oder den unfairen (z = 2)
Wiirfel.

EEL TGO

Abbildung 42.1. Wiirfelspiel mit einem gelegentlich verwendeten unfairen Wiirfel.

Die Anfangsverteilung sei: 7 = (1,0)". Ferner nehmen wir an, dass die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten zwischen den Zustdnden der folgenden Matrix

gentigen:
[ p 1-g\_ (0905
M_(l—p q )_(0.10.5 )
Eine Moglichkeit, einen unfairen Wiirfel zu basteln, ist es, einfach statt der 6
eine 1 aufzudrucken. Dies fiihrt zu den Wahrscheinlichkeiten:

[1]2]3]4]5]6
111111
t6666¢60

unfair (2) % % % % % 0

Dies ist allerdings etwas offensichtlich. Ein zwar schwieriger herzustellender,
aber nicht so leicht zu enttarnender Wiirfel ist der folgende:

Fiir die nachfolgende Beispielrechnung nehmen wir an, dass der Croupier
entweder den fairen Wiirfel oder aber den zweiten (schwierig zu bauenden)
unfairen Wiirfel verwendet. Er wiirfelt drei Mal und erhilt die Zahlen 1,2, 6.
Die Wahrscheinlichkeit fiir diesen Ausgang (S = 126) ist: P(126 | A). Nach
obigem Verfahren miissen wir, um diese zu ermitteln, die a;(i) berechnen:
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al)=1-}=1, @ =0-1=0,
wl)=3-09-1+0=%, @2 =101,
Daraus erhalten wir
1 0.9 0.1 0.9%+0.03
0(3(1) = 609?4‘0105? = 6—3,
1 09 1 0.1 0.09+0.03 0.12
(13(2)—601?4'%05?—7—?

und damit letztendlich:

081+003+012 1
P(126 | A) = as(1) + a3(2) = & T o5

42.3 Riickwartsmethode

Wir setzen furie {1,2,...,k}und t € {1,2,..., T — 1}
Bi() := P(Stz1,-..,S1,ze =i | A) und Br(i) :=1.

Diese konnen wir rekursiv fiirt € {T —1,...,2,1} durch
k
Bii) = ) pji+ BjsSia1) - Broa(j)
=1

berechnen und erhalten schliefSlich P(S | A) = ):';:1 ;- B(j, S1) - p1())-
Fiir das Beispiel von oben ergibt sich natiirlich auch mit dieser Methode das

gleiche Ergebnis: P(126 | A) = 7=.

42.4 Raten der Zustandsfolge

Gegeben sei Sy, ..., St und A. Wir wollen die Zustandsfolge z, ..., zr raten,
die mit grofiter Wahrscheinlichkeit zu Sy, ..., St gefiihrt hat. Im obigen Bei-
spiel entspricht das der Suche nach den Zeitpunkten, zu denen der Spieler
den falschen Wiirfel eingesetzt hat.

Dazu setzen wir

yi(i) == P(z; =i]5,/)
=Pz =ilS1,...,5,4) P(zt =i| St41,..., 51, /).
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Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Zustandsfolge z, . . ., zr im Zeitpunkt
tim Zustand i war, unter der Annahme des Modells /A und der Beobachtung

S.DaP(A|B) = P%’?E)B ) lasst sich dieser Ausdruck wie folgt schreiben:

y (1) — P(Zt = ilsll"'lst IA) . P(Zf = i,St+1,...,ST |A) — at(l)ﬁt(l)
! P(S1,...,5: | A) P(Sis1,...,57 | /) P(S|A) -

Mit Hilfe der Werte (i), B(i) aus der Vorwérts- und der Riickwértsmethode
konnen wir also die y¢(i) berechnen. Der Ansatz, um daraus die wahrschein-
lichste Zustandsfolge zi, ..., zr zu erhalten, ist nun folgender: Wir wihlen z;
so, dass y¢(z) = max;(y4())).

Beispiel 42.5. . ..

Die beschriebene Methode zum Raten der Zustandsfolge ist nur eine ,lo-
kale Optimierung”. Sie kann sogar Zustandsfolgen zi, ..., zr auswihlen, die
unmoglich sind, d.h. fiir die p;,,, ., = 0 fiir ein ¢ gilt.

Eine Alternative ist der Viterbi—Algorithmus, der im Allgemeinen algorith-
misch weniger aufwendig ist und der in der Praxis sehr hdufig eingesetzt
wird. Beispielsweise kann man mit seiner Hilfe ndmlich den Optimalemp-
fanger fiir verzerrte und gestorte Kanéle berechnen.

Der Viterbi-Algorithmus wird daher heutzutage in Handys und Wireless
LANSs zur Entzerrung oder Fehlerkorrektur der Funkiibertragung verwen-
det. Siehe auch [PS05, S. 57] fiir eine originelle Sichtweise auf den Algorith-
mus. Im Internet gibt es ebenfalls viele Informationen dartiber. Auch in der
Geometrie kann man den Viterbi-Algorithmus einsetzen, beispielsweise bei
der Entstorung von Punkten, die beim Einscannen mit einem 3d-Scanner
anfallen.

42.5 Baum—Welch: Verbessern des Modells

Gegeben ist ein Modell A = (M, B, r, V) und eine Zeichenkette S. Wir wol-
len die Parameter des Modells verbessern, so dass S mit grofierer Wahr-
scheinlichkeit ausgegeben wird (,,aus Beobachtungen lernen”). Der dafiir ver-
wendete Baum—-Welch-Algorithmus ist ein Spezialfall des EM-Algorithmus
(Expectation-Maximation), siehe [PS05, Theorem 1.15, S. 19].

Expectation Step:

Zundchst bestimmen wir mit der Vorwarts—Riickwéarts—Methode die Wahr-
scheinlichkeiten a;(i) und (i) dafiir, dass die verborgene Zustandsfolge

Problem:
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Viterbi-Algo wenigs-
tens angeben? wie im
Weickert-Skript?
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Z1,...,2z7 im t—ten Schritt im Zustand i war, unter der Annahme, dass das
Modell A ist. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, im f—ten Schritt vom Zustand
jin den Zustand i zu wechseln durch

&, ]) = P(z = j,Zt+1 =i|S5A)

_ Bra(i) - B(G, Se1) - pij - au())
B P(S|A)

gegeben. Nach Definition gilt: y,(j) = Y5, &, ).
Maximation Step:

Wir verwenden die Wahrscheinlichkeiten aus dem Expectation Step, um aus
der Beobachtung S die Parameter des zugrunde liegenden Modells A zu
schitzen. Das wahrscheinlichste Modell A = (M, B, 7, V) fiir die Beobachtung
S hat, unter der Annahme, dass die Wahrscheinlichkeiten &;(i, j) und y(j)
zutreffen, die Parameter:

B Vi Et(i ]')

. Zt !—x J—
ij = B(]/x) = c yt(])

i v i i)

Fiir das intuitive Verstdndnis dieser Formeln mag es helfen, Zghler und Nen-
ner jeweils als Mittelwerte zu sehen, z.B.:

=710))-

SR zf‘féf(i )
T L S G)

Nach Theorem 1.15 aus [PS05] gilt tatsachlich, dass sich das Modell hierbei
hochstens verbessert hat:

P(S | A) > P(S | A).

Mit dem verbesserten Modell A konnen wir zuriick in den Expectation Step
gehen und das Verfahren so iterieren.

Aufgaben

Aufgabe 42.1 (Wettervorhersage). Wir betrachten eine etwas vereinfachte
Klassifikation des Wetters in die drei Zustdnde S; = regnerisch, S, =bewdlkt,
S; = sonnig. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den Zustinden
seien bekannt und durch die folgende Matrix gegeben:



42.5 Baum—-Welch: Verbessern des Modells 569

040201
030.60.1].

030208

Diese Matrix ist so zu verstehen, dass die Wahrscheinlichkeit, dass auf einen
regnerischen Tag ein sonniger folgt, 0.3 ist. Tag 0 sei sonnig. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit, dass an den Tagen 1,2,...,7 das Wetter sonnig, sonnig,
regnerisch, regnerisch, sonnig, bewolkt, sonnig auftritt?

Aufgabe 42.2 (Wettervorhersage). Wir betrachten das Wetter-Modell aus der
vorigen Aufgabe. Was ist, falls Tag 0 bewolkt ist, das wahrscheinlichste Wetter
fiir die Folge der Tage 1,2, ...,4 bzw. fiir die Folge der Tage 1,2, ...,5?

Aufgabe 42.3 (Baum—-Welch—-Algorithmus). Ein Hidden-Markov-Modell mit
3 Zustianden und 3 Buchstaben hat die folgenden Sequenzen der Lange 20
erzeugt:
(a,a,a,b,b,b,b,b,b,b,b,c,c,a,b,b,b,b,b,b)
(b,b,c,c,c,c,a,a,a,b,b,c,ca,a,a,b,cc a)
(a,b,c,c,a,b,b,b,b,b,b,c,c,c,a,ab,ccc)
(b,b,b,c,c,a,a,a,a,b,b,b,b,c,c,c,a,a,a,b)

Finden Sie mit Hilfe des Baum-Welch-Algorithmus ein Hidden-Markov-
Modell, das diese Sequenzen mit moglichst grofler Wahrscheinlichkeit re-
produziert.

Problem:
gute  Aufgabe
HMM fehlt noch!

zu
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Pseudozufallszahlen und
Monte—-Carlo-Simulation

Es gibt viele Situationen, in denen probabilistische (das heifst von Zuféllen
abhingige) Algorithmen wesentlich besser geeignet sind, ein Problem zu
behandeln, als deterministische.

Hierfiir benttigt man allerdings Zufallszahlen; da Computer heutzutage tib-
licherweise aber deterministisch arbeiten, muss man auf sogenannte Pseudo-
zufallszahlen ausweichen. Tatsdchlich gibt es deterministische Algorithmen,
die Zahlenfolgen liefern, die recht zufallig aussehen und in vielen Anwen-
dungsbereichen auch gut an Stelle von Zufallszahlen verwendet werden kon-
nen.

In sicherheitsrelevanten Situationen muss man allerdings oft auf tatsachlich
zuféllige Zahlen zurtickgreifen, wie sie beispielsweise bei Signalrauschen
auftreten: z.B. thermisches Rauschen von Widerstanden (in Serie auf Intels
i810 Chipsatz).

43.1 Lineare Kongruenzgeneratoren

Definition 43.1. Eine Folge von Pseudozufallszahlen ist eine Folge von Zahlen,
die zwar mit einem deterministischen Algorithmus generiert werden, die aber zu-
fillig aussehen. Hierbei ist zufdllig aussehen nicht exakt definiert, sondern meint
nur, dass es moglichst wenig Tests geben soll, die die Determiniertheit der Folge
erkennen.

Ein erstes Kriterium fiir einen guten Pseudozufallszahlengenerator ist sicher-
lich, dass die auftretenden Zahlen gleichverteilt sind. Dieses erfiillt schon der
einfache lineare Kongruenzgenerator: Wir wihlen Zahlen a,c, M € IN, sowie
eine Anfangszahl (auch Saat, engl. seed, genannt) xo € {0,1,...,M — 1}. Die

Vorlesung vom:
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weiteren Pseudozufallszahlen x; € {0,1, ..., M} werden nun folgendermafien
berechnet:
Xiy1 =a-x;+c mod M,

d.h. Rest der Division der Zahl a - x; + ¢ durch M (siehe dazu Abschnitt(3.2).

Es ist klar, dass sich die Folge spatestens nach M Schritten wiederholt, da es
ja hochstens M verschiedene x; gibt. Die Anzahl der Iterationen, nach denen
sich eine Wiederholung einstellt, heifst Periode des Pseudozufallszahlen-
generators (manchmal auch Periodenlinge genannt). Offenbar mochte man
diese moglichst groff machen, wenn man gute Pseudozufallszahlen haben
mochte. Auf einem 32-Bit-System wird man M daher méglichst nahe an 232
wiéhlen, allerdings unter Beachtung der Tatsache, dass die erzeugte Folge
moglichst zufillig erscheint.

Beispiel 43.2. 1969 wurde fiir das IBM System/360 ein Zufallsgenerator ent-
wickelt (der sogenannte minimal standard), fir den M =23 — 1,4 = 7° =
16807, ¢ = 0 gilt; dies ist eine recht brauchbare Wahl. Im Taschenrechner TI-59
wird a = 24298, ¢ = 99991, M = 199017 verwendet.

Bei der Wahl der Parameter ist Vorsicht geboten; so sollten beispielsweise a
und c im Verhéltnis zu M nicht zu klein gewéhlt werden, weil dann immer
lange aufsteigende Sequenzen von Zahlen erzeugt werden. Doch es gibt
auch weniger offensichtliche Fehlerquellen, die ein unbedachter Einsatz der
Algorithmen durch den Menschen hervorrufen kann:

Beispiel 43.3. Zwecks einer schnellen Laufzeit wurde in den 70er Jahren fiir
einen IBM—-Rechner der sogenannte RANDU Algorithmus verwendet, fiir
den M = 2% und a = 2'¢ + 3 gilt. Teilt man die davon erzeugten Zahlen in
3—er-Blocke ein und fasst die Zahlen als Punkte im Dreidimensionalen auf,
so liegen alle auf nur 15 Ebenen, sind also gar nicht zufillig verteilt (Abb.

43.1).

fig:RANDUebenen

Abbildung 43.1. SKIZZE FEHLT!



43.3 Testen von Zufallsfolgen 573

43.2 Der Mersenne-Twister

Der Mersenne-Twister ist ein Pseudozufallszahlengenerator, der 1997 von
Matsumoto und Nishimura entwickelt wurde. Die verbreitetste Variante ist
der MT 19937, der eine Periodenldnge von 217 — 1 aufweist (das ist eine
sogenannte Mersenne—Primzahl, d.h. eine Primzahl der Form MF -1 mitM €
IN und p prim, daher der Name des Generators). Er ist sehr schnell und liefert
sehr gleichverteilte Zahlenfolgen. Aufierdem sind alle Bits fiir sich genommen
gleichverteilt. Dieser Pseudozufallszahlengenerator ist also in nahezu jeder
Hinsicht besser als die Kongruenzgeneratoren. Recht detaillierte Information
dazu finden sich beispielsweise auf der Webseite|ucw: //de.uikipedia.org/wiki erseme- Tuister.

43.3 Testen von Zufallsfolgen

Im Laufe der Jahre wurden verschiedene Tests entwickelt, um fiir eine gege-
bene Folge von Zahlen zu tiberpriifen, ob sie zufillig aussieht oder nicht.

43.3.1 x*-Test

Mit dem x*-Test konnen wir bekanntlich die Gleichverteilung einer Menge
von Zahlen x; {iberpriifen (siehe Abschnitt|39.6). Wir teilen die Zahlen dazu
wieder in k Kategorien ein, und zwar indem wir sagen, dass x; zur Kategorie

s gehort, wenn

=1 o8
k Tk

Die Zahlen Zj, j = 1,2,...,k geben dann an, wieviele Zahlen zu welcher
Kategorie gehoren. Die Zufallsvariable

—np;)?
Z‘ npi(1 = pi)

ist dann wieder anndhernd )(ifl—verteilt, wobei n die Anzahl der Zufallszah-
len und p; = 1 fiir jedes j ist.
Leider ist der y?-Test auf Gleichverteilung kein Test, aus dem man unbedingt

auf die gute Qualitdt des Pseudozufallszahlengenerators schlieffen konnte,
wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 43.4. Fir M = 5,2 = 1, c = 1, also xj41 = x; + 1 mod 5, sind die
erzeugten Zahlen perfekt gleichverteilt, doch sicherlich keine guten Pseudo-
zufallszahlen.


http://de.wikipedia.org/wiki/Mersenne-Twister
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43.3.2 Run-Test

Mit einem Run-Test kann man die erzeugten Zahlen x; auf Unabhangigkeit
priifen. Ein Run ist eine Teilsequenz aufeinanderfolgender Zahlen, die gewis-
se Eigenschaften erfiillen. Oft verwendet man hierfiir den Run—-Up-Test und
den Run-Down-Test; fiir den Run-Up-Test verwendet man die Bedingung

Xiy1 2 X;

und fiir den Run-Down-Test
Xix1 < Xj.

Beispielsweise beginnt die Folge
(3,3,6,7,8,3,2,1)

mit einem Run-Up der Lange 5 und endet mit einem Run-Down der Lange
4. Fur die Auftrittswahrscheinlichkeit von Runs der Lange r gilt nun

P(Run der Lange r) = m

Wendet man diesen Test auf die triviale Folge aus Beispiel ein, so zeigt
sich die mangelnde Qualitat sofort, da es nur aufsteigende Runs der Lange 5
gibt.

Eine Variante dieses Tests ist der in Beispiel|39.3|verwendete, wo wir in einer
0-1-Folge Runs betrachtet haben, die nur aus gleichen Ziffern bestanden.

43.3.3 Spektraltest

Der Spektraltest liefert als Ergebnis, wieviele aufeinanderfolgende Zahlen
noch als unabhingig gelten konnen und wie gut sie unabhéngig sind. Eine
moglichst grofle Zahl ist hier also giinstig. Das geschieht durch Zahlen

V2,V3,...,

die fiir jeweils 2, 3, ... aufeinander folgende Pseudozufallszahlen deren Qua-
litdt angeben.

Beispiel 43.5. Der Spektraltest liefert fiir den schlechten Generator|43.3 auch
schlechte Werte:

Vo = 23171,1/3 ~ 10,1/4 =" =1V9 = 10.

Leider konnen wir diesen derzeit wohl besten Test aus Zeitgriinden nicht im
Detail beschreiben und verweisen daher auf Literatur, wie .
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43.4 Fehlerquelle Mensch

Wie so oft in der Informatik ist auch bei der Verwendung von Pseudozufalls-
zahlengeneratoren durch den Menschen Vorsicht geboten.

Beispielsweise wurde bei einem Online-Casino die Anzahl der Millisekun-
den seit Mitternacht zum Zeitpunkt des Einloggens des Spielers als Startwert
fur einen Zufallszahlengenerator verwendet, dessen Algorithmus veroffent-
licht wurde. Eine Gruppe von Mathematikern hat es mit dieser Information
geschalfft, die Kartenfolge bei einem Kartenspiel vorherzusagen, nachdem sie
nur die ersten wenigen Karten gesehen hatten, weil sie sich einfach moglichst
Punkt Mitternacht einloggten und daher nur wenige Pseudozufallsfolgen
moglich waren.

Ein anderer Fall ist ebenfalls sehr amiisant: Bei einem Gliicksspiel, des-
sen Gliickszahlen ebenfalls von einem Pseudozufallszahlengenerator erzeugt
wurden, und dessen Startwert die aktuelle Systemzeit des Computers war,
blieb eben diese Uhr unbemerkt stehen. Dementsprechend war die Zufalls-
folge am nichsten Tag wieder exakt die gleiche wie am Vortag. Dieses (ohne
den Systemfehler) sehr unwahrscheinliche Ereignis fiihrte dazu, dass eini-
ge Mathematiker errieten, dass obiges Uhr—Problem vorlag, und die daher
genau die gleiche Zufallsfolge am folgenden Tag wieder tippten. Tatsdch-
lich hatten die Gliicksspiel-Betreiber das Problem nicht realisiert und daher
die Systemzeit des Computers nicht verdndert, so dass auch an diesem Tag
die gleiche Zahlenfolge erschien (jetzt schon bei drei aufeinander folgenden
Ziehungen!). Erst dann wurde das Phanomen geklart.

43.5 Anwendungen

Im Gegensatz zu einem deterministischen Algorithmus verwendet ein pro-
babilistischer oder randomisierter Algorithmus Zufallszahlen (oder Pseu-
dozufallszahlen), um den Ablauf zu steuern. Solche probabilistischen Algo-
rithmen, die eher den Charakter einer Simulation haben und nicht zwingend
zu einem korrekten Ergebnis fiihren sollen, werden oft auch Monte—Carlo-
Simulationen genannt.

43.5.1 Quicksort

Damit beim Sortier—Algorithmus Quicksort der Worst Case moglichst nicht
auftritt, ist es sinnvoll, auch hier die zu sortierende Liste von Zahlen an einer
pseudozufilligen Stelle in zwei Teillisten aufzuteilen und diese dann wie-
derum rekursiv mit Quicksort zu sortieren. Dies ergibt eine mittlere Laufzeit
von O(n log n).

Problem:
Ref  Online-Casino
geknackt
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43.5.2 Buffons Nadelexperiment

Eine der geschichtlich ersten Anwendungen einer Monte-Carlo-Methode ist
Buffons Nadelexperiment aus dem 18. Jahrhundert: Ldsst man eine Nadel
der Lange 1 (idealerweise mit Dicke 0 und ohne Kopf) auf ein liniertes Blatt
Papier mit Linienabstand 1 fallen, so schneidet die Nadel eine Linie oder
auch nicht.

Es gibt dabei zwei Variablen: den Winkel 0, in dem die Nadel féllt, und den
Abstand d des Mittelpunktes der Nadel von der néchsten Linie (Abb.[43.2).

d{ s:%sine

M
Nadel

Abbildung 43.2. Bei Buffons Nadelexperiment wird eine Nadel der Lange 1 auf ein
liniertes Blatt Papier mit Linienabstand 1 geworfen. Hier sind zwei der Linien gezeigt.

0 kann zwischen 0° und 180° (bzw. 0 und 7 im Bogenmaf3) variieren und
d kann nicht mehr als die Halfte des Linienabstandes betragen. Die Nadel
schneidet die Linie, falls

1
d< Esin@.

Abbildung 43.3. Zu Buffons Nadelexperiment.

Wie oft wird dies auftreten? Abbildung zeigt den Graph von 1sin6
gemeinsam mit einem umrandenden Rechteck. Punkte auf oder unter der
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Kurve bedeuten, dass die Nadel die Linie trifft. Die Wahrscheinlichkeit dafiir
ist das Verhiltnis der Fldche unter dem Graphen zu der Flache des Rechtecks.
Die Flache unter der Kurve ist

j: %sin 0do = %[— cos G]Z = %-(—(—1) - (—1)) =1,

wihrend die Flache des Rechtecks 17 betrégt. Die Wahrscheinlichkeit, dass
eine Nadel eine Linie schneidet, ist also

Al

P(Nadel schneidet eine Linie ) = ~ 0.63662.

=
—_
5l

Demnach ist
2 - Anzahl der Nadelwtirfe

Anzahl der Linienschneidungen ~

nach dem Gesetz der grofien Zahl. Auf einigen Webseiten kann man dieses
Experiment simulieren, Z.B. http://nste.illinois. edu/reese/butfor/mufjava hnl. Dabei stellt man
fest, dass man fiir eine gute Anndherung der Kreiszahl meist doch mehrere
tausend Nadelwdiirfe benétigt, was Buffon (freilich ohne Computereinsatz)
wohl nicht allzu hdufig ausprobiert haben diirfte.

43.5.3 Numerische Integration

Die Kreiszahl 7t kann man mit einem Computer auch folgendermafien anna-
hern: Wir wéhlen pseudozufillig Punkte

P=(xy) el-1,1]x[-1,1]

im Quadrat mit Seitenldnge 2 und dem Ursprung als Mittelpunkt. Dann
tiberpriifen wir jeweils, ob P im Einheitskreis enthalten ist, ob also x> + > < 1
gilt. Da fiir die Wahrscheinlichkeit
. .. Kreisfliche =
P( Punkt im Kreis ) = Ouadratfiache ~ 4
gilt, ist
Anzahl der Punkte innerhalb des Kreises
Anzahl der gewéhlten Punkte insgesamt

eine Anndherung fiir . Wir kénnen mit gentigend Punkten 7 also nédhe-

rungsweise berechnen.

Dieses Beispiel zur Bestimmung von 7 liefert eine Methode zur ndherungs-
weisen Berechnung eines Flachenintegrals. Man kann analog auch Integrale
hoherdimensionaler Funktionen berechnen. Dies kann, insbesondere in hohe-
ren Dimensionen, tatsdchlich eine praktikable Methode zur ndherungsweisen
Berechnung des Integrals sein.

Problem:
nachlesen bei Buffon!


http://mste.illinois.edu/reese/buffon/bufjava.html

Problem:
Aufgaben zu Pseudo-
zufallszahlen fehlen!
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Aufgaben

Aufgabe 43.1 (Ndherungsweise Integralberechnung). Benutzen Sie ein Computeralgebra—
Programm oder eine geeignete Programmiersprache, um mit Hilfe von
Monte—Carlo-Simulation das Integral

f 1 e dx
32

ndherungsweise zu berechnen. Den dafiir vom benutzten System bereitge-
stellten Pseudozufallszahlengenerator diirfen Sie hierbei verwenden.
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Einfiihrung

Numerische Methoden werden es uns schliefSlich erlauben, einige der in
den vorigen Kapiteln vorgestellten Methoden tatsdchlich am Rechner umzu-
setzen — unter Berticksichtigung moglicher Rundungsfehler, die durch die
Darstellung von Zahlen im Computer hervorgerufen werden. Beispielsweise
sind die Methoden, die im Abschnitt zur linearen Algebra zur Diagonalisie-
rung symmetrischer Matrizen gegeben wurden, nicht wirklich praktikabel
und wir geben hier eine gute Alternative.

Wegen der mangelnden Zeit konnen wir freilich nicht auf alle Aspekte ein-
gehen. Fiir wesentlich detaillierte Informationen sei daher auf die Literatur
verwiesen, wie beispielsweise [Sto], [SB]. Trotzdem werden wir zumindest
einige wesentliche Bereiche beleuchten, insbesondere jene, die mit der Berech-
nung von Eigenwerten zu tun haben, was eines der grundlegenden Problem
fiir viele Algorithmen ist.

Nicht diskutieren werden wir leider die immer zentraler werdende Tatsache,
dass Parallelisierbarkeit von Algorithmen eine immer groflere Rolle spielt.
Prozessoren mit vier Kernen sind derzeit schon selbstverstandlich und Gra-
phikprozessoren mit sogar 256 Kernen wegen des grofSen Spielemarktes na-
hezu flichendeckend im Einsatz. Da diese allerdings nur mit einer Rechenge-
nauigkeit von sehr wenigen Ziffern arbeiten kénnen (z.B. 7 oder 12), ist hierftir
eine genaue Analyse der auftretenden Rundungsfehler besonders wichtig.






44

Rundungsfehler und grundlegende Algorithmen

Bei einer Verwendung von Gleitkommazahlen sind Rundungsfehler unver-
meidlich. Wir werden an einigen Beispielen sehen, wo Rundungsfehler auf-
treten und wie man sie, wenn moglich, vermeiden kann. Auflerdem gehen
wir schon auf erste wesentliche Algorithmen ein. [Sto], [SB]

44.1 Der Gaufialgorithmus mit Spaltenpivotierung

Wir beginnen unsere Untersuchungen zu Rundungsfehlern mit einem Bei-
spiel aus der linearen Algebra. Da sehr viele algorithmische Probleme sich
letztendlich auf lineare Gleichungssysteme reduzieren lassen, ist dies ein
typisches Problem:

Beispiel 44.1. Wir nehmen an, dass wir nur mit einer Rechengenauigkeit von
3 Dezimalstellen arbeiten. Gegeben sei folgendes lineares Gleichungssystem:

(1.00 -107* 1.00) _ (xl) _ (1.00)
1.00 1.00) \x2 2.00)°
Die exakte Losung (auf 5 Stellen genau) ist
x1 = 1.0001, xp = 0.9999.
Auf 3 Stellen gerundet ergibt sich:

x1 = 1.00, x2 = 1.00.

Welches Ergebnis liefert der gewohnliche Gaufsalgorithmus? Wir stellen die
erweiterte Matrix

Vorlesung vom:
15. Januar 2010
Qualitétsstand:
erste Version

Problem:
genaue Referenz Sto-
er: Vornamen, Jahr,. ..
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1.00-10* 1.00 | 1.00
1.00  1.00 | 2.00

auf und eliminieren die linke untere Position, indem wir das (1.00 - 10~%)~'—
fache, also das 10*-fache, der oberen Zeile von der unteren abziehen. Exakt

wiirde sich hierbei

1.00-107* 1.00 1.00
0 —9999 | —9998
ergeben, doch, da wir mit nur 3 Stellen Genauigkeit arbeiten, erhalten wir:
1.00-107* 1.00 1.00
0 -1.00-10* | -1.00-10* )"

Hieraus ergibt sich als Losung x, = 1.00 und damit x; -1.00- 10~#+1.00 = 1.00,
d.h. x7 - 1.00-10™* = 0.00, also x; = 0.00, was stark von der oben berechneten
tatsdchlichen Losung abweicht.

Haétten wir allerdings vorher die beiden Zeilen der erweiterten Matrix ver-
tauscht, so hiatten wir
1.00  1.00 | 2.00
1.00-107* 1.00 | 1.00

und daraus

0.00 1.00 | 1.00

erhalten, da 1.00 — 1.00 - 107 = 0.9999 auf drei Stellen wieder 1.00 ergibt
genauso wie 1.00 — 2.00 - 107* = 0.9998. Damit finden wir x, = 1.00 und
x1 = 1.00, was die richtige Losung ist.

(1.00 1.00 2.00)

Dieses Beispiel suggeriert, dass ein geschicktes Vertauschen der Zeilen nume-
risch wesentlich stabiliere Ergebnisse liefern kann. Dies hatten wir im Kapitel
zur Linearen Algebra zwar schon kurz erwéhnt; nun formalisieren wir dies
aber:

Algorithmus 44.2 (Gauflalgorithmus mit Spaltenpivotierung).

Input: Ein Gleichungssystem Ax = b, wobei A € R™" eine quadratische Matrix
und b € R" ein Vektor ist.

Output: Ein dquivalentes Gleichungssystem Rx = b, wobei R € R™" eine rechte
obere Dreiecksmatrix und b € R" ein Vektor ist.

Wir setzen A =: AD .= (af}l,)) und berechnen schrittweise A aus AW durch
Elimination nach geschickter Zeilenvertauschung:

1. Wiihle im k—ten Eliminationsschritt A® — A®D einp € {k,...,n}, so dass

)ag;)) > )aim Vi=k... n
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2. Vertausche die p—te und die k—te Zeile. Dann heifSt das neue Element in der
p—ten Spalte der k—ten Zeile Pivotelement.

3. Eliminiere die Elemente unterhalb des k—ten Eintrags in der k—ten Spalte durch
Zeilenoperationen.

Die Zeilenvertauschung im k—ten Schritt wird hierbei realisiert durch Multiplikation
von links mit der Permutationsmatrix

1 0
1
0 +vvovee 01
1 0
Pk_ : ’
0 1
10 «ovon 0
1
0 1

die von der Einheitsmatrix nur dadurch abweicht, dass in den Spalten k und p die 1
jeweils in der p—ten bzw. k—ten Zeile steht.

Die Elimination kann realisiert werden durch die Multiplikation von links mit der
linken unteren Dreiecksmatrix

1 0
1
Ly = v 1 ,
.
0 Ly 0--- 01

wobei |lij| < 1 ist, weil im ersten Schritt des Algorithmus ja der grofite Wert in der
Spalte als Pivotelement ausgewihlt wurde.

Insgesamt erhalten wir also die Matrix im (k + 1)—ten Schritt wie folgt:
ARD Z . p, . A,

Lemma 44.3. Fiir j < k gilt

Pk-L]‘-Pk Zij,
wobei sich L; von L; nur durch die Anordnung der Elemente in der j—ten Spalte
unterscheidet.

Beweis. Einfaches Nachrechnen. O
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44.2 Matrix-Zerlegungen

Als Folgerung aus dem obigen Gaufsalgorithmus erhalten wir die Existenz
einer Zerlegung einer gegebenen invertierbaren Matrix in eine linke untere
und eine rechte obere Dreiecksmatrix, genauer:

Korollar 44.4 (LR-Zerlegung). Sei A € GL(n,IR). Dann existiert eine Permuta-
tion P, eine unipotente untere Dreiecksmatrix L (d.h. mit 1-en auf der Diagonalen),

1 0

mit |l;j| < 1, sowie eine obere Dreiecksmatrix

1 T
R = ’
0 Tn
so dass
L-R=P-A.

Beweis. Nach dem Gauflalgorithmus mit Spaltenpivotierung|44.2 ergibt sich
im n—ten Eliminationsschritt eine rechte obere Dreiecksmatrix R = A™ mit

A" =L, 1Py 1Ly 2Py o+ L1P1A.
Setzen wir . )

Ly1:=Ly1, Lg:=Pyq- PralgPryr - Py,

so sind die Ly nach dem Lemma fast wieder die L (es sind nur zwei Werte in
der k—ten Spalte vertauscht) und es gilt:

Li-Pyq - Pry1 = Pucq -+ Praa - L,

daja (P;)™! = P;. Damit kénnen wir R = A® schrittweise umformen:

Ly1Py Ly 2Py LiP1A
=Ly1Ly2PyaPysLys - L1P1A
= Ly-1Ly-2Ly-3Py-1PuoPy_3Ly_s-+-L1P1A

=Ly1Lya -+ LiPyq -+ - PoP1A.

R=A"

Setzen wir nun L := L,1L,»---L; und P := P,_q---P,P;, so ergibt sich
R=L-P-AundmitL := (L) schlieflich

L-R=P-A,

wie behauptet war. O
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Ein grofSer Vorteil einer existierenden LR—Zerlegung einer Matrix ist beispiels-
weise, dass das Invertieren der Dreiecksmatrizen wesentlich einfaches ist als
das Invertieren der urspriinglichen Matrix A. Gibt es eine solche Zerlegung,
ftir die P die Einheitsmatrix ist, so sagt man, A besitzt eine LR-Zerlegung.

Fiir gegebene symmetrische positiv definite Matrizen mochte man nicht nur
eine Zerlegung, sondern aufierdem die Struktur erhalten:

Satz 44.5 (Cholesky Zerlegung). Sei A > 0 eine symmetrische positiv definite
Matrix.

1. Dann exisitert eine unipotente untere Dreiecksmatrix L und eine Diagonalmatrix
D mit positiven Eintrigen, so dass

A=L-D-L'.

2. Setzen wir

lel

NI=

Dz := VD :=

dl’li’l

und L = LND, so gilt:
A=L-I"

Beweis. Die zweite Aussage folgt sofort aus der ersten. Wir beweisen also nur

diese erste. Man kann zeigen, dass eine positiv definite Matrix A = (a;;) po-

sitive Diagonaleintrdge besitzt: a; > 0. Elimination der anderen Eintrdge der Problem:

ersten Spalte von A wird realisiert von einer Matrix L1. Mit z := (a21,...,4,1)" @i > 0 ausfiihrlich zei-

schreibt sich gen
T
Z %
und
a1 Zt 1 0
0 —n
[1-A=] . mit L; = m
. * : .
0 — dut 1

an

Die oberste Zeile konnen wir wegen der Symmetrie von A ebenfalls mit L;
eliminieren:
ap 0

Li-A-Li'= X
1 1 = A~ ’
0
wobei A wieder symmetrisch und positiv definit ist. So konnen wir fortfahren
und erhalten damit die Behauptung. O
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Abschnitt besser for-
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44.3 Fehleranalyse

Die numerische Behandlung eines Problems besteht in drei Schritten aus:
Eingabe — Algorithmus — Ausgabe.
Fehler im Resultat konnen zwei Ursachen haben
Fehler in Eingabe — Fehler im Algorithmus — Fehler in Ausgabe.

Wie stark der Fehler bei exaktem Algorithmus von den Eingabefehlern ab-
hiangt, misst die Kondition des Problems. Fehleraussetzungen des Algorith-
mus werden durch die Stabilitit des Algorithmus gemessen.

Fiir eine Zahl x € R hat ihre FlieSkommadarstellung (auch Gleitkomma-
darstellung genannt) fI(x) einen relativen Fehler

= Al _
] 5 = eps,

wenn wir auf k Ziffern im d-adischen System genau rechnen. Meist ist d = 2
oder d = 10. Es ist

k
fl(x) = +a-d° mita = Zaid*i, 0<a; <d.
i=1

a ist eine d—adische Nachkommazahl mit k Ziffern und fiir den Exponenten e
gilt e € {lin, - - -, Imax} C Z. Je nach Compiler ist eps = 1077 oder auch kleiner.
Alternativ konnte man freilich auch Fixkommazahlen einsetzen; oft kommen
allerdings FlieSkommazahlen nach dem IEEE 754 Standard zum Einsatz.

44.3.1 Kondition eines Problems

Wir fassen den Algorithmus als eine Realisierung einer Abbildung
f:E—-R,

von einer Eingabemenge E C RY in eine Resultatmenge R ¢ RM.

Definition 44.6. Die absolute Kondition eines Problems f: E — R im Eingabe-
punkt x € E C RN ist die kleinste Zahl

Kaps = 0/

so dass fiir ¥ — x gilt:
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I1f(®) = fOONl < Kaps - 11X = x| + o(|1X — x]l).

Die relative Kondition «,, eines Problems f: E — R ist die kleinste Zahl x,,; > 0,
so dass fiir ¥ — x:

) = fOIl_ - (le - xll) N O(le - xll).
I1f @)l [l [l
Offenbar sollte die Kondition moglichst klein sein. Bei Werten, die viel grofer

als 1 sind, spricht man von einer schlechten Kondition und bei Problemen,
fiir die die Kondition oo ist, von schlecht gestellten Problemen.

Bemerkung 44.7. Ist f total diffbar in x, so gilt nach Definition des Differen-
tials:

Kaps = ”Df(X)”,
die Matrixnorm des Differentials D f(x) und

et = ”JUZ‘—x”)” DI

Beispiel 44.8 (Kondition der Addition). Wir betrachten die Addition:
f:R* >R, f(a,b) =a+b.

f ist diffbar mit (Df)(a, b) = (1,1). Verwenden wir im IR? die Betragssummen-
norm und fiir D f die induzierte Matrixnorm (d.h. die Spaltensummennorm),
so ergibt sich also

al + |b al + |b
Kaps = [I[(1, DIl =1 und ) = Ila| + |bI| T |Ia| + |b||'

Fallsa ~ —bistalso k,; > 1; man spricht daher bei der Subtraktion fast gleich
grofler Zahlen von Ausléschung; diese sollte man also vermeiden.

Betrachten wir beispielsweise = 3.14159265358 . .. und 3.141 bei eine Fliefs-
kommarechnung auf 4 Stellen genau: Die Subtraktion 7t — 3.141 liefert nicht
0.0005927 = 5.927-107%, sondern 3.142 — 3.141 = 1.000 - 103, was fast doppelt
so viel ist wie das erhoffte Ergebnis.

Bemerkung 44.9. Wir haben schon im einfiihrenden Beispiel gesehen, dass
bei der Addition von FlieSkommazahlen weitere Gesetze der tiblichen Arith-
metik nicht mehr gelten. Beispielsweise dndern die Addition oder Subtrak-
tion einer betragsméflig viel kleineren Zahl eine gegebene Zahl gar nicht
(dieses Phanomen heifit auch Absorption):

1.000 - 10 + 1.000 - 1073 = 1.000 - 10% + 0.000010 - 10?
= 1.000 - 10? + 0.000 - 10%> = 1.000 - 10%.

Ebenso gelten im Allgemeinen weder das Assoziativgesetz noch das Distri-
butivgesetz.
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Beispiel 44.10 (Losung quadratischer Gleichungen). Wir betrachten die
quadratische Gleichung in x:

P +px+g=0

mit p, g € R. Bekanntlich hat sie die beiden Losungen

pe P
i)

X12 =

Ist eine der Losungen nahe bei Null, also p = + +/p? — 44, so gibt diese Formel
keine guten Ergebnisse.

Eine bessere Formel erhilt man folgendermaflen: Zunéchst ist

oo Pt sign(p) - \p? —4q
B 2

1

eine ausloschungsfreie Formel fiir x;. Wegen
(x = x1)(x = x2) = &% — (X1 + X2) - X + X1Xp

ist p = —(x1 + x2) und g = x1x,. Diese Eigenschaft heifst auch Satz von Vieta;
mit ihr kénnen wir nun x, ebenfalls ausloschungsfrei berechnen:

Xy = i
X1

Beispiel 44.11 (Kondition eines quadratischen linearen Gleichungssys-
tems). Wir betrachten Ax = b, wobei A eine invertierbare quadratische Matrix
ist. Es gibt zwei Falle:

A fest, b variabel: f: R" — R", b — A7'b = x. Diese Abbildung ist diffbar

- - b - A -
und Df =A™, also xaps = A7 | und re = ity - IA = St - AL

b fest, A variabel: Die Abbildung ist nun R™" ¢ GL(n,R) - R", A — A1,
zusammensetzbar aus A — A~! — A~1b. Die Differenzierbarkeit ist hier
aber nicht klar.

Lemma 44.12. Die Abbildung g: GL(n,R) — GL(n, R) c R™" = R"™, A+ A1
ist diffbar mit Differential

Dg: R” — R",(Dg)(C) = —A~'CA™.
Beweis. . .. O

Direkt ergibt sich daraus:
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Proposition 44.13. Die Abbildung f: GL(n,R) — R", f(A) = A~'b, hat das
Differential Df(C) = —A~'C(A™'b) = —A~Cx.
Fir A e GL(n,R) C R" gilt daher

-1 -1
Kaps = sup [|A7Cx|| < [JAT]] - [Ix],
lICli=1

also: 1Al A
rel = 7 IKapsll < ——+ - ||A_1|| lxll = ”A_l” ~NIAII.
[Ix]] [l

Deshalb definieren wir:
Definition 44.14. Die Kondition einer Matrix A € GL(n, R) ist

K(A) = Al A7

Bemerkung 44.15. 1. Insbesondere gilt nach dem Vorgehenden:

Krel < K(A) € [1100[

2. Nach Definition der zugehorigen Matrixnorm ist

llAll = max||Ax]|.
Irl=1

Man kann zeigen (siehe Aufgabe(44.4), dass

1

JA7Y = max|IA x| = ————.
lixll=1 miny—1 ||Ax]]

Bemerkung 44.16. Die zugrundeliegende Vektornorm sei die euklidische
Norm .|| = ||.llz. Die zugehorige Matrixnorm ist also die Spektralnorm.

1. Es gilt:
k(A)=1 < A=AB

fur gewisse A € R* und B € O(n). Mit anderen Worten: Genau die ortho-
gonalen Matrizen sind optimal konditioniert.

2. Ist A € GL(n, R) symmetrisch, so ist

Amﬂx
K(A) ==,

wobei

Amax = Al = max{|A| | A Eigenwert von A},
Apin := [JA7Y] = min{|A] | A Eigenwert von A}.
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Beweis. 1. Es gilt wegen Bemerkung 44.15:

K(A) =1 & max||Ax|| = min [|Ax|| =: A
[IxllI=1 [IxI=1

< B:= %A erfiillt ||[Bx]| = 1 Vx mit ||x|]| = 1

& B e O(n).

2. Klar mit Bemerkung 44.15

44.3.2 Stabilitit eines Algorithmus

Wir betrachten eine Gleitkommarealisierung

f:E-R
eines Algorithmus f: E — R. Wir messen die Stabilitit der Realisierung f
im Punkt % € E dadurch, in wieweit er bei einem unvermeidlichen Eingabe-

fehler eps den unvermeidlichen Ausgabefehler x,,; - eps noch verscharft. Im
Folgenden schreiben wir der Kiirze halber « := ;.

Der Stabilititsindex

Definition 44.17. Der Stabilititsindex o von f in X ist die kleinste Zahl o > 0,
so dass

IF® - f@I_
@I -

Lemma/Definition 44.18. Fiir eine Elementaroperation o € {+,—,-, -} und ihre

Gleitkommarealisierung & € {¥,=,7, %} gilt:

0 -k -eps + o(eps) fiir eps > ¥ —x — 0.

o-k<1.
Beweis. 3 € {+,=,7,7}. Dann gilt wegen der Definition von eps:
adb=(@ob)-(1+¢)

fiir ein € mit 0 < |¢] < eps. Also:

adb—aob| |(1+¢)-(aob)—(aob) — le| < eps
aob B la oD -l = eps.
Damit folgt: 0 -k < 1. O

Beispiel 44.19. Fiir die Subtraktion fast gleich grofier Zahlen gilt x > 0, also,
nach dem Lemma, 0 < 1.
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Zusammengesetzte Algorithmen

Bei der Vorwirtsanalyse eines Algorithmus f: E — R zerlegt man den Algo-
rithmus héufig in Schritte:

f=goh: R" 5 R 5 R,

Lemma 44.20. Sei f = h o § eine Gleitkommarealisierung des zusammengesetzten
Algorithmus f = h o g. Dann gilt:

Of Ky < O0p-Kp+0g-Kg-Kp.
Beweis. ... O

Folgerung 44.21. Unvermeidliche Subtraktionen moglichst an den Anfang eines
Algorithmus stellen.

Beispiel 44.22 (Summation). Wir setzen
n
$: R" > R, (x1,...,x,) in.
i=1

Dies berechnen wir rekursiv durch s,, = s,,_1 o ,,, wobei
. -1
ay: R" > R, (x1,...,x,) > (X1 +X2,X3,...,X4).

Kondition und Stabilititsindex von a,, stimmen mit denen der Addition iiber-
ein: Ky, = K+, 04, = 04. Wir schreiben «; := x5, 0; := 05;. Damit ist

OpkKpy < (Gn—l + K+G+)Kn—1 < (1 + Gn—l)Kn—l

wegen Lemma 44.20/ und Lemma 44.18, Auf der anderen Seite ist nach der
Definition der relativen Kondition und der Dreiecksungleichung;:

_ 21‘11 |xi|

L= ==L
|Z?:1 xil

Damit folgt mit der Ungleichung weiter oben:

b+ xal + Xitg il
-1>1 und %, = = <k

|Z:'q:1 xil

op < (1+0,-1).

Auflerdem ist, wieder wegen 44.18| 0, = 0, < K% < 1 (wegen [k4] > 1).
Induktiv erhalten wir also:
o, <n-—1.

Problem:
to do
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Definition 44.23. Eine Gleitkommarealisierung f eines Algorithmus f heifit nu-
merisch stabil, wenn ¢ < n, wobei n die Anzahl der Elementaroperationen im
Algorithmus ist.

Beispiel 44.24. Summation ist numerisch stabil (siehe Beispiel 44.22).

Fiir skalare Funktionen lésst sich die Abschitzung fiir o¢ fiir zusammenge-
setzte f, die in Lemma|44.20/gegeben wurde, verbessern:

Bemerkung 44.25. Ist f: R 5RLR zusammengesetzt und diffbar, so gilt:

<6h
Gf_K—+CTg.

Beweis. Nach Definition der relativen Kondition ist

N I GO 1 @)
= 7 PO = T g
_ lg&)I- (g x] - I8’ (x)]
[h(g(x))l 18 ()]
=Ky Kg.
Einsetzen in Lemma|44.20|liefert die Behauptung. O

Beispiel 44.26 (Auswertung trigonometrischer Polynome). Wir betrachten
sogenannte trigonometrische Polynome:

n

fx) = Z(ak cos(kx) + b sin(kx) ).

k=1
Wir verwenden die Rekursionsformeln:
cos((k + 1)x = 2 cos(x) - cos(kx) — cos((k — 1)x).

Um den Stabilitatsindex fiir die Auswertung von f in x abschédtzen zu konnen,
betrachten wir wegen der Bemerkung den Kehrwert der Kondition «, fiir
g(x) = cos(x). Per Definition der relativen Kondition ist dies:

1 | cos(x)| 1 ‘ 1

ke b Tsin(ol

| = oo
xtanx' x—0

Im Gegensatz dazu erhalten wir fiir folgende rekursive Formel eine wesent-

lich bessere Abschétzung: ...

Fiir |x| < 1ist dies tatsdchlich besser: Mit 3(x) = sinz(g) ist §’(x) =sin 3 -cos 3

2 2
und daher:
1

o X x|
)sm2 C052|

1

tan 3
% —.
x—0 2

1
Kg X
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Aufgabe 44.1 (Gaufi-Algorithmus mit Pivotierung). Gegeben sei das Glei-

chungssystems
1200\ (100
11 %71

1. Bestimmen Sie die exakte Losung des Gleichungssystems.

2. Rechnen Sie nun mit 2 signifikanten Dezimalstellen. Bestimmen Sie die
Losung ohne Pivotsuche und mit vollstindiger Pivotsuche.

Aufgabe 44.2 (Cholesky—Zerlegung). Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung
der Matrix

6 —22

-250

2 07

A=

Losen Sie mit Hilfe dieser Zerlegung das lineare Gleichungssystem Ax = b
fir b = (3,-4,13).

Aufgabe 44.3 (LR-Zerlegung). Berechnen Sie mit vollstindiger Pivotsuche
die LR-Zerlegung der Matrix

-2 7 =2
A=10 2 -1/{.
-415 0

Losen Sie mit Hilfe dieser Zerlegung das Gleichungssystem Ax = b fiir b =
(1,2,1).

Aufgabe 44.4 (Konditionszahl). Es sei A € R™" eine invertierbare Matrix.
Zeigen Sie:
maXyer,Jxj=1 IAX]l

K(A) = — .
minyere x=1 [|Ax]]






45

Iterationsverfahren fiir Eigenwerte und Rang

... schneller, genauer, einfach besser als die eher theoretischen Methoden aus

dem Abschnitt tiber lineare Algebra. .. Problem:
bessere Intro Iterati-
onsverf

45.1 Die QR-Zerlegung

Grundlegend fiir viele der folgenden Verfahren ist die Zerlegung einer Matrix
in eine spezielle orthogonale Matrix Q und eine rechte obere Dreiecksmatrix
R. Der QR-Algorithmus ist ein Verfahren, eine solche zu berechnen.

Definition 45.1. Eine orthogonale Matrix der Gestalt

€ SO(n)

mit 2 + d* = 1 heifit Givensrotation.

Satz/Definition 45.2 (QR-Zerlegung). Sei A € R™". Dann existiert ein Produkt
Q von (3) Givensrotationen, so dass

A=Q-R,

wobei R eine obere Dreiecksmatrix ist. Dieses Produkt heifSt auch QR—Zerlegung.
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Anwendung 45.3. Mochten wir Ax = b 16sen, so betrachten wir
Rx=Q'

(da Q € SO(n) ist Q7! = QY). Fiir Q € O(n) sind optimal konditioniert. Die
Gleichung Rx = Q' b ldsst sich dann durch riickwirts einsetzen losen.

Beweis (von Satz[45.2). Wir betrachten zunachst 2x2-Matrizen: Um (g, b)' € R?
auf ein Vielfaches von (1,0)! zu drehen, . .. m|

Statt Rotationen kann man auch Spiegelungen verwenden. Householder hat
dies als erster in der Numerik eingefiihrt:

Definition 45.4. Sei v # 0 € R" ein Vektor. Die Abbildung

Y
(v,v)

QR'->R", yr>y-2

heifit Householder—Reflexion (an der Hyperebene H, = {y € R" | (v,y) = 0},
siehe dazu auch Abschnitt|17.3).

Die Matrix der Householder—Reflexion ist durch

vt

Qv:En_zvt-y

gegeben, da (v, y) = v' -y und daher Q,(y) = (E, — 2%) Y.

Wir wissen aus der linearen Algebra:

1. Die Matrix Q, ist symmetrisch.
2. Q2=E.
3. Q;! = Q, = Q,! ist eine orthogonale Matrix.

Sei nun A € R"™" mit m > n. Analog zu vorher gehen wir rekursiv vor und
bezeichnen die Spalten von A mit a; € R™. Wir suchen Q; := Q,, so dass:

Da Q1 € O(n)\ SO(n) und orthogonale Abbildungen Langen nicht dndern, ist
a1 = £l|alp.

Ferner soll fiir die erste Spalte dieses Produktes gelten:
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aq
0. vt (v,a1)
0

Der gesuchte Vektor v liegt wegen dieser linearen Abhéngigkeit also in der
von e; und a; aufgespannten Ebene des IR".

Man kann leicht nachrechnen, dass tatsdchlich v = a; — aje; die gewtinschte
Eigenschaft hat: Problem:

todo
(0,0) =+

= 2a1(av1 —an)

und Problem:
to do
(v,a1)
P a—2 SV =L,
(v,0)
= (q1e1.
Numerisch ist es hier am Giinstigstens, a; = —sign(ai1) - |la1]| zu wihlen, um

in vy = a; — aje; Ausléschung zu vermeiden.

Nach diesem Schritt haben wir mit Q; - A das Problem auf eine Matrix A, €
R=DX(=D reduziert. Rekursiv fortgesetzt liefert dies:

Satz 45.5. Mit n — 1 Householder—Reflexionen lisst sich eine Matrix A € IR"™"
QR—zerlegen: A = Q- R.

Bemerkung 45.6. Um aus A die Matrizen Q und R zu berechnen, benétigt
man nur unwesentlich mehr Speicherplatz also fiir A alleine, denn: . .. Problem:
to do
Bemerkung 45.7 (Eindeutigkeit der QR-Zerlegung). Sei A € GL(n,R) und
seien A = QR = QR zwei QR-Zerlegungen. Dann gibt es ¢; € {+1}, so dass
fiir die Matrix
&1 0

0 En
gilt: o
e-R=R, Q'Q=c¢.

Beweis. Wir beginnen mit ¢ := R - R™! und bezeichnen die Spalten von ¢ mit nicht o“der nur knapp
(@1, --,9n)- Da wir aus der Konstruktion wissen, dass der linke obere Eintrag vorgefiihrt
von R und R jeweils #||a1]|, ist und da beides rechte obere Dreiecksmatrizen
sind, ist g1 = +e;. Analog hat g, € q{ = e; die Gestalt +e, usw. Tatsachlich
kann man nachpriifen, dass diese auch die Eigenschaften mit den Qs erfiillen. ~Problem:
O Eind. OR ausfiihren
nicht oder nur knapp
vorgefiihrt



Vorlesung vom:
27. Januar 2010

Qualitédtsstand:
nur teilweise getippt!

600 45 Tterationsverfahren fiir Eigenwerte und Rang

45.2 Das QR-Verfahren

Oft ist man in Anwendungen an den Eigenwerten von Matrizen interessiert,
die spezielle Struktur aufweisen. Beispielsweise kommt es hédufig vor, dass
solche Matrizen symmetrisch sind. In diesem Fall kann man die Eigenwerte
mit dem QR—Verfahren recht schnell und numerisch stabil berechnen.

Fiir eine symmetrische Matrix A € R™" existiert nach Satz tiber die
Hauptachsentransformation eine orthogonale Matrix S € O(n), so dass

A 0
S'tAS=D= .
0 A
eine Diagonalmatrix ist. Um diese mit den Methoden aus dem Kapitel tiber
lineare Algebra zu bestimmen, berechnet man zunéchst

xa(t) = det(tE — A) € R[]

und eine Nullstelle A; € R. Dann 16st man Ax = Ax, um einen Eigenvektor
v1 mit [[v1]] = 1 zu erhalten und geht induktiv zu H; = (vf), dem zu v
orthogonalen Untervektorraum, iiber.

Hierbei hat man das ernsthafte Problem, dass man eine Nullstelle eines Po-
lynoms berechnen muss, das moglicherweise grofSen Grad hat. Zwar haben
wir in der Analysis das Newtonverfahren zur Berechnung von Nullstellen
(Abschnitt[10.3) kennengelernt, doch dies ist leider nur ein lokales Verfahren,
das nur unter gewissen Voraussetzungen eine Nullstelle liefert.

Schneller, numerisch stabiler und ohne das Problem der Nullstellenberech-
nung kommt das folgende Verfahren aus, das wegen seiner Struktur auch als
Iterationsverfahren bezeichnet wird:

Algorithmus 45.8 (QR-Verfahren). Sei A € R™" symmetrisch. Wir berechnen
induktiv eine Folge (Ax) von n X n—Matrizen durch

1. Al = A,
2. Ay = QkRy, wobei dies eine QR—Zerlegung von Ay sei.
3. Ags1 = ReQk.

Bemerkung 45.9. Wegen A1 = ReQx und Ry = Q' Ay (weil die Qk orthogo-
nal sind, also Q' = Q' gilt) folgt:

A = Qi Ak Ok

Alle Matrizen Aj sind also zu A mit orthogonalen Matrizen konjugiert und
daher auch symmetrisch.
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Satz 45.10. Sei A € R™" symmetrisch mit n vom Betrag her verschiedenen Eigen-
werten Ay, ..., Ay, die betraglich der GrofSe nach sortiert sind, d.h.

A1l > A2l > -+ > A, > 0.

Dann konvergiert die Folge (Ax) aus dem QR—Verfahren gegen eine Diagonalmatrix
mit Eintrigen A1, ..., Ay, die in der Regel der Grofie nach sortiert sind. Ist Letzteres

der Fall, so gilt fiir die anderen Eintriige von Ay = (ag.()):

a® — 0 und a®

‘ ‘ eo(|%|k)ﬁirk—>ooundj>i.

Bemerkung 45.11. Man kann zeigen, dass bei mehrfachen Eigenwerten, etwa
Ak = Ags1,auchnoch Konvergenz vorliegt. Bei Ay = —Ay4q konnen 2x2-Blocke
stehen bleiben.

Beweis (von Satz|45.10). Wir zeigen zunéchst fiir die Potenzen von A:

A =01 OQkRe- Ry
—_——— ——
=Py =:U
mit Induktion nach k. Fiir k = 1 ist nichts zu zeigen: A = Q1R;.

Fiir den Induktionsschritt betrachten wir Ay.1: Wegen Bemerkung45.9]ist
Akt = Qr1 R = RiQx
= Q' Ax Qk
= Q' Qe Q' AQ - K
=P LA Py
Damit folgt mit der Induktionsvoraussetzung:

AR = AL AR AP = Py P A Py U

= PrApai Ui = PO Rir1 Uy = Pryq U1

Die Aussage {iber die Potenzen A* ist damit bewiesen.

Wir mochten nun noch eine weitere QR-Zerlegung von A* herleiten und
betrachten dazu eine Diagonalisierung von A:

SDS'=A

mit S € O(n) und D die Diagonalmatrix mit A4, ..., A, auf der Diagonalen. Da
St'S = E, erhalten wir eine weitere Darstellung von Ak

AF = (SD SH =S DF st.
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Nehmen wir nun an, dass S' eine LR-Zerlegung hat, dass also insbesondere
St = LR (andernfalls miissen wir eine Permutation der Zeilen von S vorneh-
men, was zu einer Permutation der Diagonalelemente Ay, ..., A, fithrt), so
folgt:
A*=SDFLR=SD'LD*D'R.
Da aber L = (l;;) eine linke untere Dreiecksmatrix ist, gilt:
Ak ik
kT -k, _ e
(D LD )l]_ll]A_;](_ll](A_;) fur1>].

Somit gilt, da |A;| < |A}| fiiri > j und da die Diagonalelemente offenbar 1 sind
(weil L unipotent ist):
DFLD™* = E+Fkk—> E (alsoFy — 0).
Wir erhalten also:
AF =S (E+F,) DFR.

Ist E+ F; = ékﬁk eine QR-Zerlegung von E + F;, wobei Ek strikt positive
Diagonalelemente hat (die Vorzeichen kann man in Qj unterbringen), so ist

A = S (QuRy) DFR) = (S Q1) - (R D* R)

eine weitere QR-Zerlegung von Ak,

Wir hatten zuvor gezeigt, dass AF = P.U, ebenfalls eine solche ist — bis
auf Vorzeichen (die wir leicht &ndern konnten) ist eine QR-Zerlegung nach
Bemerkung 45.7|aber eindeutig, so dass folgt:

SQk = Py und Uy = RyDFR.
Wegen E + Fi — E fiir k — oo gilt aber
ék — Eundﬁk — E fiirk — oo,
so dass folgt:
Qi =Pit' Pe=Qu1' S SQk = Qitt Qf — E,
Ry = Uy U7Y, =Ry DXRR' D™ R =R, DR, — D.

Schliefilich folgt:
Ak = QkRk k—) ED =D.

Die genauere Ausssage tiber das Konvergenzverhalten ergibt sich aus dem
von D¥ L D™ — E. Dies fiithren wir hier aber nicht aus. o
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45.3 Vektoriteration

Fiir symmetrische Matrizen gibt es auch ein iteratives Verfahren, bei dem
nicht Folgen von Matrizen, sondern Folgen von Vektoren berechnet werden.
Leider liefert es nur den grofiten Eigenwert der Matrix; doch manchmal ist
dies genau die benétigte Information.

Satz 45.12 (Vektoriteration). Sei A € R eine symmetrische Matrix mit Eigen-
werten Aj, fiir die |A1] > |[Az| > |As] > - -+ > |A,] gilt. Ist xo ¢ Eig(A, A1)*, also nicht
senkrecht zum Eigenraum zu Ay, so konvergiert die Folge von Vektoren

Axk n
X = —
ST A

falls Ay > Qist, gegen einen normierten Eigenvektor zu Ay. Ist A1 < 0, so konvergiert
die Teilfolge (xy) gegen einen normierten Eigenvektor zu Ay.

Beweis. Seivy, ..., v, eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu A4,...,4A,
(die nach Satz[25.4fiiber die Hauptachsentransformation existiert). Dann lasst
sich xp schreiben als

Xgp =101+ -+ a0y

fiir gewisse a; € R und es gilt @; # 0 nach Voraussetzung. Dann ist auch

1A %0l = || Y ai)\fvill # 0 (dav; L (vy,...,0,)) und wir kénnen A*xy nor-
mieren:
X AkXQ
k= .
[lAK x|

Da aufierdem nach Voraussetzung |A] > [A;] fiir i > 1 ist, gilt

n

Afxg = Z a,--/\i.‘-v,- = al')\]{-(vl + ;‘(:\\—i)k-z—i'vi),

i=1
—_—

—0 fiir k—oo

so dass sich fiir x; ergibt:

orea o il )
ol - 1A [Jon + o)
o+ B3] 4o

k
/\v .

[or + Za( ) 5o

U1

[[o1]]

X =

8

sign(a;) - sign(Aq) -

b sign(a) - sign(Aq) - = sign(ay) - sign(Ay) - vy,

da v1 bereits normiert war. O
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Bemerkung 45.13. Der Nachteil der Vektoriteration ist, dass wir nur den
grofiten Eigenwert bestimmen konnen. Eine Variante liefert auch Eigenwerte
in der Mitte: Ist A symmetrisch, A; ein einfacher Eigenwert und ist A~ A
eine Approximation. Dann ist (A — AE) fast singuldr und (A; — A)~! der grofite
Eigenwert von (A - AE)~'. Fiir einen allgemeinen Vektor xy konvergiert daher
die durch

Yk

Iz

iterative definerte Folge x; bis auf ein Vorzeichen gegen einen Eigenvektor
von A zu A;. Dieses Verfahren heifst inverse Vektoriteration.

(A- ;\E)yk = Xk-1, Xk =

Wir lzemerkgen dazu noch, dass wir, um (A—AE) Yk = xx—1 zuldsen, die Ma’t}‘ix
(A—AE) nur einmal LR—- oder QR-zerlegen miissen und dass, obwohl (A—AE)
fast singulér ist, die inverse Vektoriteration numerisch stabil ist.

45.4 Numerisches Losen partieller Differentialgleichungen

Wir haben bereits erwdhnt, dass viele Probleme auf (partielle) Differential-
gleichungen fiihren. Auch diese mochte man numerisch losen.

Beispiel 45.14. . ..

noch konkreter:

Beispiel 45.15. Millimeterpapier fiir 1m?, d.h. 10° - 10° = 10° Stiitzstel-
len. .. Laufzeit. ..

diinn besetzt (engl. sparse). . . sparse solver. ..

45.5 Allgemeine Iterationsverfahren

Bisher haben wir nur Iterationsverfahren fiir symmetrische Matrizen betrach-
tet, doch auch im allgemeinen Fall sind solche Verfahren einsetzbar.

Satz 45.16 (Konvergenzkriterium fiir Iterationsverfahren). . ..

Beispiel 45.17. 1. Q=E:...
2. Das Jacobiverfahren: Q = D, wobei A =L+ D +R...
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Satz 45.18 (Konvergenz des Jacobiverfahrens). Das [acobiverfahren konver-
giert fiir A = L + D + R fiir jeden Startwert xo gegen die Losung von Ax = b,
wenn die Matrix A strikt diagonaldominant ist, d.h.

laii| > Z laijl, i=1,...,n.

j#i
Beispiel 45.19. ... von oben. ..

Satz 45.20 (Gaufi-Seidel-Verfahren). Sei A = L + D + R symmetrisch zerlegt
wie oben. Dann konvergiert die Folge

X1 =—(L+D)VR-xg+(D+L)L b

fiir jeden Startwert gegen die Losung Ax = b, falls A positiv definit ist.

Beispiel 45.21. ...

45.6 Numerischer Rang und Singulirwertzerlegung

Bis jetzt haben wir numerische Methoden beschrieben, lineare Gleichungs-
systeme zu l6sen oder Eigenwerte zu berechnen. In vielen Problemstellungen
interessiert aber nur der Rang einer Matrix oder eine Approximation eines
Problems durch eine Matrix von kleinerem Rang. Solche kann die Singular-
wertzerlegung liefern.

45.6.1 Einleitung

In Kapitel 28 iiber die Singuldrwertzerlegung haben wir bereits gesehen,
dass es fiir jede Matrix A € R™" sogenannte Singuldarwerte 01, ..., 0, € R mit
01220, 2 0sowie U € O(m) und V € O(n) gibt, so dass

01 0

uAav=x:=|0 9|

Die Quadrate o7 der Singuldrwerte sind die Eigenwerte von A* A. Auerdem
ist rang(A) = #{ Singuldarwert von A # 0}.

Vorlesung vom:
3. Februar 2010
Qualitatsstand:
noch nicht begonnen!
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Wir werden sehen, dass diese Aussage tiber den Rang auch fiir die Nume-
rik Auswirkungen hat. Den Rang kann man prinzipiell freilich auch an der
Jordanschen Normalform ablesen, doch dies ist nicht numerisch stabil und
die Eigenwerte alleine reichen (auch, wenn man exakt arbeitet) nicht aus, um
den Rang zu berechnen:

Beispiel 45.22. Offenbar gilt

00 01
rang| o =0, rang 00 =1

Die beiden Eigenwerte sind in beiden Fillen jeweils 0, 0. Die Singuldrwerte
sind dagegen 0,0 bzw. 0,1, so dass sich nach der obigen Formel tatsachlich
die Rénge ergeben.

Wie im zitierten Satz ist also im Beispiel tatsdchlich die Anzahl der von 0
verschiedenen Singuldrwerte gerade der Rang. Die Eigenwerte lassen keine
solche Aussage zu. Man weif$ nur, dass der Rang genau dann voll ist, wenn
kein Eigenwert verschwindet.

Auch wenn die Eintrdge der Matrix fehlerbehaftet sind, bestatigt sich dies:

A=)

Da xa(t) = t? — ¢ ist, sind die Eigenwerte + /.

Beispiel 45.23. Wir betrachten

Die Singuldrwerte sind die Wurzeln der Eigenwerte von

2
_ata €70
B—AA_(O 1),

alsoo; =1,0, = €.

Eine naheliegende Idee ist es nun, sehr kleine Singuldrwerte als 0 anzusehen
und damit einen numerisch sinnvollen Rang zu definieren.

Ubrigens: Schon an diesem einfachen Beispiel sieht man, dass es beim Rech-
nen mit einer festen Stellenanzahl passieren kann, dass die Eigenwerte von
A' A zwar numerisch 0 sind, die Singuldrwerte es aber nicht sind. Auch aus
anderen Griinden ist es meist wesentlich besser, die Singuldrwerte auf ande-
rem Weg direkt zu berechnen und nicht iiber die Eigenwerte von A' A.

45.6.2 Berechnung der Singuldrwerte

Golub und Reinsch haben 1971 einen schnellen und stabilen Algorithmus
angegeben. Er ist ebenfalls ein iteratives Verfahren und ist eng mit der QR-
Methode verwandt. Siehe [SB80, S. 377ff] oder S. 452ff] fiir eine detail-
lierte Ausfiihrung.
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45.6.3 Zum grofiten Singuldarwert

Zur Vorbereitung auf das Hauptresultat dieses Abschnittes tiber die Appro-
ximation von Matrizen durch solche von kleinerem Rang beno6tigen wir noch
ein paar Hilfsmittel.

Wir haben bereits gesehen, dass fiir symmetrische Matrizen

A
WA _ A = max{iAl| A Eigenwert von A].

Al := max
Al N o

Fiir solche Matrizen sind die Eigenwerte gerade die Singuldrwerte: A; = ;.
Ein allgemeineres Resultat ist daher:

Satz 45.24. Es gilt:

|IAx]| _
maX ——— = Opgx = 01,
x20  ||x]|
in (| Ax]| o =g
x20  [|x]| i p

Beweis. Die Matrix B = A' A ist symmetrisch. Also exisitiert mit der Haupt-
achsentransformation U € O(n), so dass

M
UAU=D= )
An
mit Ay > --- > A,. Flir x € R" ist daher:

XBx  (U)(UBU)(U'x)  y'Dy YAy} y Yihy?

= = = < = A5
xtx (xtU) (Utx) vy iy iy
Speziell fiir einen Eigenvektor x von B zu A, ist ";Px" = A4, also:
xt Bx xtAYA x
A1 = max T = max —— —,
0#x  xtx 0#x  xtx
wie behauptet. Das Minimum ergibt sich dhnlich. O

Satz 45.25. Sei A = (a;;) € R™", 0yqx 1= 01 = max{o | o Singuldrwert von A}.
Dann gilt:
|aij| < Opmax-
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Beweis. Zunéchst zeigt man fiir I;; = e; - ejt, dass 0ux(Iij) = 1; dies fithren wir
hier nicht aus, es ist nicht schwierig.

Damit gﬂt Ii]‘AL‘]‘ = lZ,‘]‘I,‘]‘ und
llaiiLijll = lai| - LIl = lasjl.

Also:
lail = llagiLijll = AL < AN - 1P = AN = O o

45.6.4 Optimale Rang k Approximation

Wir mochten A € R™" durch eine Matrix Ay € R™" vom Rang k approxi-
mieren. Dazu betrachten wir die Singuldrwertzerlegung A = UXV" mit den

Singuldrwerten 01 > 03 > -+ 0y > 0r41 = - - = 0, = 0. Wir setzen:
01
Ok
2= 0 . e R™"
0
0
und
Ak = LIZkVt.

Satz 45.26 (Rang k Approximation von Matrizen). Es gilt:

min  [|A = B|| = [|A = A¢ll = 0k
B: rang(B)=k

Beweis. Siehe auch [GL96, S. 73]. Zunichst ist

A-A=UEZ -V, T-X = Okt

On

Problem:
SW v. [;; vorfiihren?
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und daher: ||A — Ail| = 0x.1 nach Satz[45.24]

Wir missen also noch sehen, dass alle anderen B mindestens diesen Abstand
besitzen. Dazu schreiben wir U(uy, ..., u,), V = (v1,...,v,) und damit:

Ist nun B € R™" eine beliebige Matrix vom Rang rang(B) = k, so ist
dim(ker(B)) = n—k. Da die Spalten v; linear unabhingig sind, ist dim(Spann(v;,
k + 1, so dass ein

z € ker(B) N Spann(vy, ..., V1) # 0

existiert. Wir betrachten einen solchen Vektor z mit ||z|| = 1. Dieser lisst sich
schreiben als
z= Z /\ﬂ)i
i=1

fiir gewisse A; mit Y1 A% = 1.
Nach Definition von z ist Bz = 0 und daher:
n k+1 k+1
Az = (Z aiuivit) . (Z )\]‘Uj) = Z ai)\iui,
i=1 =1 i=1

weil ja v;'v; =1, falls i = j und 0 sonst. Es folgt:

k+1 k+1

1A = BIP 2 (A - ByzlP = 1Az = ||} oidui||” = Y (0102
i=1 i=1

k+1 k+1

2_ 2 2_ 2
= Z(akﬂ)\i) =0k Z A7 = 0jyq-
i1 =1

Hierbei gilt (+), weil die u; orthonormal zueinander stehen. O

Die Matrix Ay besitzt also unter allen Matrizen mit Rang k den kleinsten
Abstand von A.

Bemerkung 45.27. Auch beziiglich der Frobeniusnorm
llle= [¥ a2 (= Vulata)
i

ist Ay die beste Rang k Approximation:

.. -/Uk+1)) =
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min |4 = Bllr = |4 = Adlr = IZ = Zillr = 4 ), o2
B: rang(B)=k Parn )

Dies ist auch nicht schwer zu zeigen; es findet sich bereits 1936 bei Eckart
und Young sowie 1965 wieder bei Golub und Kahan.

Daher definieren wir:

Definition 45.28. Fiir eine Schranke ¢ > 0 ist der numerische Rang numrang(A)
einer Matrix A € R™" die Zahl

numrang(A) := #{i | 0; > €.

Wie bereits erwdhnt, kann man nach Golub und Reinsch den numerischen
Rang schnell und stabil berechnen.

Beispiel 45.29. Sei ¢ > 0und A = (2 (1)) . Dann gilt:
2
_ata (€70
= (Y)

so dass €2 und 1 die Eigenwerte von B und damit ¢ und 1 die Singulirwerte
von A sind. Demnach ist numrang(A) = 1, falls ¢ klein genug ist.

Ein etwas komplizierteres Beispiel ist folgendes:

Beispiel 45.30. Siehe Abschnitt 9.e) in
http://epub.ub.uni-muenchen.de/4400/5/tr031.pdf.

45.6.5 Anwendungen der optimalen Rang k Approximation
Statistik

Gegeben sei eine Datenmatrix A € R™", wobei m die Anzahl der Beobach-
tungen und n die Anzahl der Variablen sei.

Kennt man die Werte a;; nur auf drei Stellen genau, so kann man sich fragen,
ob eine Matrix A € R™" existiert mit ||A — A|| < 0.001 und rang(A) < rang(A).
Ein solches A beschreibt die Situation moglicherweise wesentlich besser.


http://epub.ub.uni-muenchen.de/4400/5/tr031.pdf
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Computeralgebra und Geometrie

Auch bei algebraischen und geometrischen Berechnungen am Computer hat
die Approximation durch eine Matrix von kleinerem Rang viele Anwendun-
gen. Einige Beispiele:

e Nullstellen eines Polynoms berechnen, bei dem die Koeffizienten nur
ungefdhr bekannt sind,

e Nullstellen von polynomiellen Gleichungssystemen berechnen; insbeson-
dere solche, bei denen die Koeffizienten nur ungefdhr bekannt sind,

o fastsingulidre Punkte geometrischer Objekte bestimmen (siehe dazu Abb.
45.1); insbesondere solcher, die durch Gleichungen beschrieben werden,
die mit Fehlern behaftet sind. Fiir eine ebene Kurve f(x, y) = 0 sind fast
singuldre Punkte beispielsweise Punkte, fiir die gilt:

Fey)|<e

Tyl <e,

lf(x, yl <e,

fig:fastSingPkte

Abbildung 45.1. SKIZZE FEHLT!

Auch die Berechnung des numerischen Ranges hat viele Anwendungen. Bei-
spielsweise in den ebne erwadhnten Kontexten:

e Berechnung der Anzahl der Nullstellen eines Polynoms, bei dem die Ko-
effizienten nur ungefidhr bekannt sind,

e Berechnung der Anzahl der fast singuldren Punkte bestimmen.

All dies sind Anwendungen der Singuldrwertzerleung, die zur aktuellen For-

schung gehoren. In den meisten Fallen ist es noch nicht klar, welche Herange-

hensweise an ein Problem sich letztendlich durchsetzen wird. Singuldrwerte
sind hier nur eine Moglichkeit.

Aufgabe 451 (...)....

Problem:
Skizze fehlt:
fig:fastSingPkte!

Problem:

Aufgaben zu Itera-
tionsverfahren fehlen
noch!
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B, ,-Verteilung [484
Bogenlinge
Bolzano-Weierstrass 89
boolesche Algebra [481
Brennpunkte [351
Brouwerscher Fixpunktsatz |450
Buffons Nadelexperiment

Cantors zweites Diagonalargument 93

Cauchy-Folge

Cauchy—Kriterium

Cauchy—Kriterium fiir Reihen [98

Cauchy-Produkt von Reihen 105]

Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung
211

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
378

Charakteristik [68]

charakteristische Funktion [32]

charakteristische Kurve einer Kurve
420

charakteristisches Polynom (327

charakteristisches Polynom x(t) eines
Endomorphismus 329

Chebychev-Ungleichung [514]

Chernov-Schranke [515

x2-Verteilung [538

mit n — 1 Freiheitsgraden

Chinesischer Restsatz 53

Cholesky Zerlegung 587

Code (228

Codewort (228

Cosinus

Cotangens [162]

Cramersche Regel [316

diinn besetzt 604

de Morgansches Gesetz [11]
Dedekindscher Schnitt  [89
Definitionsbereich [127]
Definitionsmenge
Deformation [355



Determinante [221}298]

Cramersche Regel [316]

eines Endomorphismus [321

Entwicklungssatz von Laplace (313

GauB-Algorithmus 304

Multiplikativitat 309]

Determinanten-Multiplikationssatz
309

Determinanten—Satz 300

Dezimalbruchentwicklung 98

Dezimalzahlen

DGL [457

n-ter Ordnung 460

DGL n-ter Ordnung  [460

diagonaldominant

strikt

Diagonalgestalt (326

diagonalisierbar [331

Diagonalisierbarkeits-Kriterium 1332

Diagonalmatrix (326

Diagramm

kommutierendes [258

Dichte [369,/473

Dichte des Wahrscheinlichkeitsmaf3es
482

Diedergruppe [279

diffbar [137,407

partiell auf offener Menge 428

partiell nach x; 428

Differential

Differentialgleichung [161,/457

n-ter Ordnung 460

Differentialgleichungssystem 1-ter
Ordnung

Differentialoperatoren [465

Differenzenquotient [137

Differenzfunktion [16]

differenzierbar [137

Differenzmenge [26

differnzierbar 407

Diffusionsfilter (465

Diffzsionsgleichung

Dimension [234

Dimensionsformel [268

Dimensionsformeln [272

diophantische Gleichung

direkte Summe 271]

disjunkt

disjunkte Vereinigung [14
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disjunkten Zyklen 279
Disjunktion [8
disjunktive Normalform [9]
diskrete |484

diskrete Fouriertransformation [398
diskrete Werte [487
Distribution
Distributivgesetze [10,26
divergent [101

Division mit Rest [168

D, P79

Doppelkegel [355
Doppelte Verneinung [11]
dot-product [211
Dreiecksmatrix

linke untere [585

obere (301

rechte obere [584
Dreiecksungleichung 212]
Durchschnitt [24,[36]

Ebene [215

ebene Kurve

Vorzeichen der Krimmung 419

echt méchtiger als [93

echte Teilmenge [13,[24]

Echtzeit-Visualisierung algebraischer
Flachen

Eigenraum [327

Eigenschaften des hermiteschen
Skalarproduktes [364

Eigenvalue [326

Eigenvector [326

Eigenvektor [326

Eigenwert (326

eigenwerteinfach [556

Eindeutigkeit der Determinante [305

eingeschrinkt auf

eingeschriankt auf

Einheitsmatrix

Einheitsquadrat

Einheitssphdre 433

Einheitswiirfel [300]

Einheitswurzel 548

einschaliger Hyperboloid 355

Einschrankung

einseitiger Test 536

einseitiger Test 527

elementare Zeilenoperation [243



624 Sachverzeichnis

elementaren Funktionen [185]
Elementarmatrizen [308]
Elementaroperation [592
Elemente
elementfremden Zyklen
Ellipsoid
elliptische DGL 465
elliptischen Paraboloiden [356
elliptischen Zylinder (356
EM-Algorithmus [567]
Emissionswahrscheinlichkeiten [563
Endliche Uberdeckungen [467
Endomorphismus 321
entgegengesetzt orientiert (323
entier [31]
Entrauschen [465
Entwicklung [313
Entwicklungspunkt
Entwicklungssatz von Laplace (313
Entzerrung
Epimorphismus [254)282
Ereignisraum  [481]
erfilllbar [9
Ergodensatz 555
Erwartungswert [474,/482,[487]
erweiterter euklidischer Algorithmus
50
erzeugen [230
erzeugende Funktion [496
erzeugende Funktion einer diskreten
Zufallsvariablen [501
erzeugende Potenzreihe (496
erzeugende Variable 496
Erzeugendensystem [230
euklidische Bewegung
euklidische Norm [211,[376,550]
euklidischer Algorithmus [50
euklidischer Vektorraum [377]
euklidisches Skalarprodukt [211
Euler 106
Eulersche ¢p-Funktion [48
Eulersche Zahl [122
Existenz von Maximum und Minimum
stetiger Funktionen [132
Explosionsgleichung 459
Exponentialfunktion [111]
Exponentialverteilung
Exponentiation zu einer beliebigen Basis
158

Exponentielles Wachstum  [457]

Faktorenanalyse [512
Fakultat [14

Faltung

Faltung der Funktionen [508
Familie von Teilmengen 136
Fast Fourier Transform [398
fast sicher |517

fast singuldre Punkte [611]
Fehlerkorrektur |567
Feinheit

Fermats letzter Satz

FFT [398

Fibonacci-Zahlen [17,74,[336
field [63]

Fixkommazahlen [588

Fixpunkt [450]

Fixpunktsatz von Brouwer
FlieBkommadarstellung [588]
Folge [73

Folgenglied 73

Folgenkriterium fiir Stetigkeit [129]
formale Potenzreihe |503

Formel fiir die Determinante [305]
Formel fiir die Inverse
Formel von Bayes [485]

Formel von Cauchy-Hadamard

Fourierkoeffizienten [388
Fourierreihe [388
Fourierreihen [102

Fouriertransformierte 515

Fraktil 538

Fresnelsches Dreibein 420

Frobeniusnorm [549]

Fulpunkt [217]

Fundamentalsatz der Algebra [116,[333

Fundamentalsatz der Arithmetik [55

Funktionalgleichung der Exponential-
funktion [120

Gamma-Funktion [532]

ganzen Zahlen 15

ganzzahlige Anteil [31]

Gaufs-Seidel-Verfahren 605

GauB3-Algorithmus fiir Determinanten
304

GauBalgorithmus [245



zur Berechnung der inversen Matrix

264

Gaufsalgorithmus mit Spaltenpivotie-
rung [584

GaufBverteilung [482

ged 46

Gebiet [463

gemeinsame Dichte [505
gemeinsame Verteilung [505
geometrisch verteilte Zufallsvariable
546
Geometrische Reihe 100
geometrische Verteilung [546
geometrische Vielfachheit
geordneten Paare
Geraden [215
parallel [216,219
windschief [219
Gerschgorin—Kreise
Gesamtnorm  [549]
geschlossene Formel [336
geschlossenes Intervall), [75
Geschwindigkeit [409
Geschwindigkeitsvektor [409
Gesetz vom doppelten Komplement
27
Gesetze von de Morgan  [10,226
gewdhnliche DGL n-ter Ordnung  [460
gewohnliche Differentialgleichung 457

1552

ggT 46|
Givensrotation [597
glatt [444]

gleich orientiert

Gleichgewichtslésung

gleichmigig stetig 176/

gleichméfiige Konvergenz 200

GleichmaBiger Limes stetiger Funktio-
nen [200

gleichmachtig

Gleichverteilung 484

Gleitkommadarstellung [588

globale Extrema [145

globale Maxima [145

globale Minima  [145]

grofiter gemeinsamer Teiler [46]

Grad [15,116}[231]

Gradient (428

Gram-Schmidt—Verfahren 370

Graph [127,1291]
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isomorph  [292]

schleifenfrei 291
ungerichtet

Graph der Abbildung [31]
Grenzfunktion [199,200
Grenzwert [74,]133

Grofer Umordnungssatz [105,[119]
Gruppe [262

abelsch [224]226]262
unitdre (366

Gruppe der Permutationen  278]
Gruppenhomomorphismus (282
gut gewdhlter [89

halboffenes Intervall
Halbwertszeit
Hamming Code 239
Hammingdistanz (227
harmonisch [464
Harmonische Oszillator 461
harmonische Reihe
Hauptachsentransformation [341
Hauptkomponente (512
Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung 181
Hermitesch 364,368
hermitesche Skalarprodukt (364
Hesse-Matrix [429
Hidden Markov Model [563
Hilbertraum [377,/379
hinreichendes Kriterium fiir Extrema
148
Hintereinanderausfiihrung [35]
HMM
Hochpunkt [82]
homogenes Gleichungssystem 269
Homomorphismus [253
von Gruppen [282
Householder—Reflexion
Hurwitz—Kriterium (374
hyperbolische DGL  [465
hyperbolischen Paraboloiden

598

hyperbolischen Zylinder [356
Hyperboloid

einschalig  [355
zweischalig 355

Hyperebene 215
Hyperfliche [443
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iid. [535| Jacobiverfahren [604
Idempotenzgesetze [11 Jordankéstchen [337]
identische Abbildungen [266 Jordansche Normalform (337
Identitdtsgesetze [10,126]
imaginare Einheit 113 k—te Wurzel [142
Imaginarteil 113 kanonische Aquivalenzklassenabbil—
Implikation [8 dung
indefinit [435] Kanten [291
independent and identically distributed ~— « [419

535 Karatsuba [79
Index kartesische Produkt [28
einer Untergruppe [288 Kategorien [540
Induktionsanfang Kegel
Induktionsschritt Kegelschnitte
Induktionsvoraussetzung Kern
induzierte Norm 365 eines Gruppenhomomorphismus
Infimum [90] 284
inhomogenen Gleichungssystems [269 eines Homomorphismus [254
injektiv [32,43] Kette
inkommensurabel aufsteigende
inner product 211 Kettenregel [141)/431
Innere 427 Klassifikation von Quadriken im R"
innere Ableitung [141 346
innere Punkte 427 Klassifikationssatz von linearen
Integral der beschrankten Funktion Abbildungen [267

174 kleiner Satz von Fermat [48]
Integral einer Treppenfunktion [174 Kleiner Umordnungssatz  105]
Integralkriterium fiir Reihen [189] kleinste gemeinsame Vielfache [56]
integrierbar (174 kleinsten gemeinsamen Vielfaches [53]
Integrierbarkeit stetiger Funktionen Knoten [291

176 Koch-Kurve
Intervalle Kodierungstheorie [227
Intervallhalbierungsalgorithmus [131 Koeffizienten
invariant [328] eines Polynoms [231]
Inverse [261] Korper [63]223]
Matrix 261 kommensurabel [70
inverse Vektoriteration [604] kommutativ
Inverses [45][64 kommutativer Ring mit1 [224
invertierbar 261 Kommutativgesetz
Invertierbarkeit von diagonaldominan- Kommutativgesetze

ten Matrizen [552] kommutieren [258
irrational [70,/89 kompakt [427
isolierten Extremum [145 Komplement [26]
isomorph [254 komplementire Matrix [311
Isomorphismus  [254,1261,[282] komplexe Exponentialfunktion [120
Isomorphismus von Gruppen [157 komplexe Konjugation [113,[363]
Iterationsverfahren [150,/600 komplexen Zahlen [112]

Komposition
Jacobimatrix [430 Kondition



absolute |588

relative [589]
Kondition der Addition 589
Kondition des Problems
Kondition einer Matrix [591
Konfidenzintervall
kongruent modulo 40

Konjugation
Operation durch 325
Konjugationsklasse

konjugiert
konjugiert komplexe
Konjunktion [8]
konjunktive Normalform [9
konkav 149
konsistenter Schatzer |530
konstante Folge
kontinuierlich
kontinuierliche Spektrum
kontrahierend [450]
Kontraposition
konvergent [74]/97,[106/189}/199]
Konvergenzkriterium fiir Iterationsver-
fahren [604
Konvergenzradius (117
konvergiert [115
konvergiert gleichméafig [200]
konvergiert im quadratischen Mittel
395
konvergiert in Verteilung 521
konvex [149
Koordinaten [209)/329]
Koordinatensystems 209
Korrelationskoeffizient
Korrelationsmatrix
Kovarianz 510
Kovarianzmatrix [510]
Kriimmung 419
Vorzeichen bei ebener Kurve 419
Kriimmungskreis
Kreiszahl
Kreiszylinder [357
Kreuzprodukt [420]
Kroneckersymbol [261]
Kugelkoordinaten [471]
Kurve [407
Kurvendiskussion
Kurvenzweige [410
k X k-Minor 317
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l-Run 529
Lange (548

eines Vektors [211]
Losungsmenge (345
Lagrangeform des Restglieds [194
Lagrangescher Multiplikator [447
Landau-Symbole [79
Laplace-Operator [464
Laplace-Modell [482]
Laplacegleichung
Lebensdauer [483
leere Menge [13]24
leere Summe [14
Leibnizkriterium [99
Leibnizregel [139
liegt in grof O von (168
liegt in klein o von
Limes
Limes Inferior [118
Limes Superior [118
linear abhéngig 230
linear in jeder Zeile [298
linear unabhangig 230
lineare Abbildung [253
lineare Kongruenzgenerator 571
lineare Rekursion [336,/501
lineares Gleichungssystem [220
Linearfaktoren [116}/331]
Linearitat [211]

Linearitdt des Erwartungswerts 1488

Linearitat des Integrals 178

Linearkombination [230

linken unteren Dreiecksmatrix (585

Links-Nebenklasse [288]

linkshandigen Koordinatensystemen
323

Linksmodul [226]

Linksoperation [287

logarithmische Reihe 203

logarithmische Spirale [410

logische Aussage [7

logische Formeln [8

logische Operatoren [8

logische Tautologie [9

logische Variablen [9]

lokal auflosbar 445

lokales Extremum [145,/435

lokales Maximum [145,(435

lokales Minimum [145, 435|
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Lot (217
Lotto 1482
LR-Zerlegung (586

Majorante [102

Majorantenkriterium [102

Markov-Ungleichung [513

Markovkette [545]

zeitschrittunabhingig 547

Markovscher Prozess (545

Mathematische Pendel [460]

Matrix [242

Einheits- (261

hermitesch

inverse [261

speziell unitar [366

strikt diagonaldominant [552]

symmetrisch [342]

Matrix der Ubergangswahrscheinlich-
keiten [547

Matrixdarstellung 257

Matrixnorm [431}/549] Vektornorm
vertraglich550

zugehorige

Matrixschreibweise 220

Maximum

lokales 435

Maximum-Norm (377

Maximumnorm [550]

Menge (23]

Menge der Aquivalenzklassen 41

Menge der formalen Potenzreihen (503

Mengen und ihr Komplement
Mengenlehre 23
Mersenne-Primzahl (573
Mersenne-Twister [573

minimal standard [572
Minimaldistanz [228

Minimum [132

lokales 435

Minor [317

Minorante
Minorenkriterium fiir den Rang [317
mit der Eigenschaft [24
Mittelwertsatz [146]
Mittelwertsatz der Integralrechnung

179
Modul 226
Links- [226

modulo [40

Moment, k-tes  [488]
Momenterzeugende Funktion [514]
Monomorphismus 254,282
monoton fallend
monoton steigend  [80}[133
monoton wachsend [80,[133]
monotone |80

Monotonie der Quadratwurzel [87
Monotonie des Integrals [178]
Monte—-Carlo-Simulationen [575
Multiindex 434

Multiplikativitit der Determinante [309

MWS [146
nach [35

nach oben beschrinkt [80,/90
nach unten beschrankt
nach unten beschriankte
natiirliche Logarithmus
natiirliche Zahl
Nebenklasse
Links- 288
Negation [8
negativ definit [435]
negativ gekriimmt [419
negativ semi-definit [435
Negatives
Neilsche Parabel [409
Nenner [42
neutrales Element der Addition [64
neutrales Element der Multiplikation
64

Newtonsche Knoten
Newtonverfahren [150]
nicht-triviale lineare Relation 232
Niveau [426
Niveaufliche 426
Niveaulinie 426
Niveaumenge [426
Norm 376

Eigenschaften
euklidisch 376
euklidische [211
induzierte [365]
Maximum- (377

p- 1377

co- 377

zugehorige 1365)/368]



normal [213
Normalenvektor 4
einer Hyperebene

Normalform einer Quadrik

Normalverteilung

normiert [219}299
normierter (365

19
215

473,482

normierter Vektorraum [377
n—te Wurzel [103,[118]

Nullfolge [88]94
Nullpolynom [16
Nullstelle 116

Nullstellenmenge 345443

Nullvektor [210

numerisch stabil [594
numerische Rang  [610

O-Notation [78]
o-Notation [79
oE. 56

obere Dreiecksmatrix [301]

obere Schranke [90
Oberintegral [174
offen 426
offener Ball 426

offenes Intervall), [75]
ohne Einschrankung [56

Operation 285
Operation von links

287

Operation von rechts 287

Ordnung

einer Gruppe [288
eines Elementes einer Gruppe
orientierungstreu 322
orthogonal [213)276]
Orthogonalbasis [380]
Orthogonale Gruppe [276
orthogonale Projektion auf den
Untervektorraum [382
orthogonale Projektion auf die
Hyperebene 218
orthogonale Untervektorraum 382
orthogonales Komplement (382

Orthogonalsystem
Orthonormalbasis
Orthonormalsystem

p-Norm 377
parabolische DGL

380
371,380
465

288
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parabolischer Zylinder (357
Paraboloid
elliptisch [356]
hyperbolisch
parallel
Geraden
Parallelenaxiom [213
Parallelepiped [297]
Parallelogrammgleichung [211]
Parallelotop
Parameterwechsel 417
Parametrisierung nach Bogenlidnge
417
Parity Check [238]
Parsevalsche Gleichung [395
Partialbruchzerlegung [185](502
Partialsummen
partiell differenzierbar 428
partielle Ableitung 428
hohere [428
Partielle Integration [183]
Partition [295
Peanokurven [416
Periode [161,548
Periode des Pseudozufallszahlengenera-
tors [572]
Periodenldnge 572
periodisch [548
periodische Funktionen [161
Permutation [278]
Permutationsmatrizen [301
Phasenportrait [461]
Pivotelement
Pivotierung [247,[585
Pivotwahl [247]
Platonischer Korper 294
Poisson—verteilt [520,/522]
Polstellen 140
Polynom [15,/116]
Koeffizient [231
positiv definit [373
Positiv Definitheit [365,(368]
positiv gekrimmt 419
positiv semi-definit 435
Potentialgleichung 464
Potenzmenge [13
Potenzreihe [111]
formale [503
Pra-Hilbertraum [377]
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Primzahlen [12
probabilistischer Algorithmus
Produktregel [139][142]
Produktzeichen [14
Projektion

orthogonal, auf Hyperebene 218
Projektion von V auf U 382
Pseudoinverse [401
Pseudozufallszahlen [571]
Punkt
punktweise invariant (328
punktweise konvergent [199

quadratisch konvergiert 151
quadratische Gleichung [170
quadratischer Ergianzung (360
quadratischer Konvergenz [87
Quadratwurzel 85

Quadrik (345

Quantil [536

Quersumme 47

Quicksort |575
Quotientenkriterium [103
Quotientenregel [140

R® 209

Radioaktiver Zerfall [458

Rand 427

randomisierter Algorithmus

RANDU [572

Rang (309,316

Rang k Approximation von Matrizen
608

Rationale Funktionen [130

rationalen Zahlen [16,/42

Realisierung einer Abbildung [588

Realteil [113

Rechengenauigkeit [583]

Rechenregeln fiir Ableitungen

Rechenregeln fiir Grenzwerte [76]

Rechenregeln fiir komplexe Zahlen
114

Rechenregeln fiir Mengen 26

Rechenregeln fiir stetige Funktionen
130

Rechenschieber [158

rechte obere Dreiecksmatrix |584

Rechts-Nebenklassen [288

rechtshidndigen Koordinatensystemen
323

Rechtsoperationen [287
reelle Zahlen [14,63
reellwertige Funktion [127
Reflexivitat
Regel von L'Hospital 165
Regel von Sarrus 1306

Reihe [97]
rein imagindren 121
rektifizierbar (412
rekurrent
rekursiv [14
Relation
relative Kondition [589
relativen Fehler [87]/588]
Représentant (41
Restgliedabschitzung der Exponential-

reihe [155

Richtungsableitung 433
Richtungsfeld [459
Richtungsvektor

einer Geraden [215
Riemann-integrierbar [174
Riemannsche Zetafunktion [190
Riemannschen Zeta—Funktion [394
Riemmannsche Summe (174
Ring

kommutitiv mit 1

R" [209,/407

Rotationskorpers (474

RSA [48|

Run (529,674

Saat 571
Sattelpunkt [149,[436)
Satz

iiber implizite Funktionen, allgemei-
ner Fall [453]

Banachscher Fixpunktsatz |450

Umkehrsatz 449

von Brouwer

von Cartan 420

von der totalen Wahrscheinlichkeit
485

von Fubini |468

von Gerschgorin 552

Satz {iber die Existenz und Eindeutigkeit

von Losungen von DGLs 462
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Satz iiber implizite Funktionen [445 SO(n) 1276
Satz iiber Maximum und Minimum auf ~ Spaltenrang [316
einem Kompaktum 438 Spaltensummennorm  [549

Satz des Pythagoras (70,1211 Spaltenvektoren [209
Satz vom ausgeschlossenen Dritten Spann [230
Satz vom Igel [450 sparse [604
Satz vom Widerspruch [10] sparse solver [604]
Satz von Cayley—Hamilton [331 Spektralnorm  [549
Satz von Liouville [185 Spektraltest 574
Satz von Pythagoras Spezielle Orthogonale Gruppe
Satz von Rolle [146 Sphére [433
Satz von Vieta [590] Spur 330
Satz von Wiles 49 Stabilisator 286/
Schénhage-Strassen |80 Stabilitdt des Algorithmus [588
schlecht gestellten Problemen [589 Stabilitdtsindex [592
schlecht gewahlt [89 Stammfunktion [180
schlechten Kondition 589 Standard-Skalarprodukt [211]
Schnittpunkt [216] Standardabweichung (474,489

Gerade / Hyperebene [216] Starkes Gesetz der grofien Zahl [517
Schranke [80 stetig
Schraubenlinie [408 stetig auf 127
Schubladenmodell stetig diffbar [139
Schwaches Gesetz der grofien Zahl [517  stetig differenzierbar 139
seed [571 stetigin (127
Sekante [137] Stichprobe [528, 529
Selbstiiberschneidungen 410 Stichprobenmittel |528, 529
senkrecht [213}/365] Stichprobenstreuung (536
Sesquilinearitit (364,368 Stichprobenvarianz 529
sign Stirlingsche Formel

einer Permutation stochastisch gleich
Signalverarbeitung [398 stochastische Matrix  548]
Signum stochastischer Prozess [545]

einer Permutation |281] strebt gegen ¢ [167]
singular [444 streng monoton 80,133
Singuldrwerte streng monoton fallend
Singuldarwertzerlegung streng monoton steigend [133
singular value decomposition 399 streng monoton wachsend
Singularititentheorie |447 Streuung [489
Sinus strikt diagonaldominant [552
Skalar [210 Struktursatz von linearen Abbildungen
Skalare 267
Skalarprodukt [211][367 SU(n) [366

Eigenschaften Substitutionsregel [182]

hermitesch 364 Summenzeichen [14
Skalarprodukt zur hermiteschen Matrix ~ Supremum [90,[117

370 surfex 445

S, 278 surjektiv (32,43

nicht abelsch 278 SVD [399

Ordnung 278 Symmetrie [40,211
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Symmetriegruppe unitdr 366

des reguldren n-Ecks [279 unitdrer Vektorraum 377
Untergruppe 1283

t-Verteilung Unterintegral [174

mit n — 1 Freiheitsgraden [532 Untervektorraum (228

Tangens (162 aufgespannt 230

Tangente [409 Urbild [32

Tangentialraum 444 Urnenmodell [493

Tangentialvektor einer Kurve 419 Ursprung des Koordinatensystems 210

Taylorformel [434 UVR [228

Taylorpolynom [193] 434

Taylorreihe (196 Vandermondsche Matrix [251]

Taylorsche Formel [194 Varianten der Regel von L'Hospital

Teilfolge 167

Teilmatrix (317 Varianz 489

Teilmenge Vektor [209]

teilt 51 Lange [211

Teleskopreihen [98 normiert [365]

Torsion einer Kurve im R® 421 Spalten- 209

Torus [475] Zeilen- 209

total diffbar 430 Vektoren [226

total differenzierbar 430 Vektoriteration (603

Totalgrad 434 Vektorraum 225

trace [330 normiert [377]

Transformationsformel [470 Vektorraumhomomorphismus [253]

transient 547 Venn-Diagrammen 24

Transitivitat [40] Vereinigung  [26,/36]

Transitivitit der Implikation (10,11 verkniipft mit

transponierte Matrix 276 Verkniipfungstafel 225

Transposition [280 Verkniipfungstafeln [64

Trennung der Variablen 458 Verteilungsfunktion ~ 486)

Treppenfunktion vertriglich [550

trigonometrische Polynome [594] Vielfachheit [331]

trigonometrisches Polynom 389 Viterbi-Algorithmus 567

Tupel 209 vollstandig (115

Typ einer Quadrik [360 vollstindige Induktion [12
Vollstandigkeitsaxiom [69,]80, 81

Umkehrfunktion [133 Vollstandigkeitsrelation (395

Umbkehrsatz 449 Volumen

unabhingig (486,506 der Einheitskugel [469

unabhédngig identisch verteilt 535 einer Kugel [471

unbestimmte Integral [182] eines Ellipsoided 471

uneigentlich integrierbar 189, 190}/472] eines Paraboloidenstumpfes 469

oo-Norm [377 Volumen des Kompaktums [468

unendliche Produkt [106 Volumen des Parallelotops (297

Ungleichung Volumen-Verzerrungsfaktor [471

Cauchy-Schwarz’sche 21T VR 225

A- oder Dreiecks- (212
unipotente 586 W-Raum [481



Wirmeleitungsgleichung 465
Wiirfelmodell
Wabhrheitstafel [8]
Wahrscheinlichkeitsdichte
Wahrscheinlichkeitsmaf3
Wahrscheinlichkeitsraum [481

Wellengleichung
Wendepunkt
wenigstens so machtig wie 93
wesentlich grofer
wesentlich kleiner 50
Widerspruchsbeweis [11]

zwischen zwei Kurven 410
zwischen zwei Vektoren
wohldefinierte [42

Wurzelkriterium

Zihlvariable
Zackenfunktion [200,201,/390]
Zeilenoperation

Sachverzeichnis 633

Zeilenstufenform [245

Zeilensummennorm 549

Zeilenumformung

elementare 243

Zeilenvektoren [209

zeitschrittunabhéngige Markovkette
547

Zentraler Grenzwertsatz (523

zerfallt 331

Zerfallswahrscheinlichkeit (484

Zielmenge 31

zufillig aussehen 571

Zufallsvariable [486

zugehorige Matrixnorm

zugehorige homogene Gleichungssys-
tem

zugehorige Norm  365]/368]

Zusammenhang zwischen der kom-
plexen Exponentialfunktion und
Sinus und Cosinus

Zustand

zweischaligen Hyperboloiden

zweiseitiger Test [527,(536

zwischen [131|

Zwischenwertsatz [131

Zykel 279

Zylinder (356

elliptisch  [356]

hyperbolisch  [356]
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