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Logik und Beweismethoden

Vorlesung vom:
22. Oktober 2008
Qualitatsstand:
erste \Version

Die Regeln der Logik bilden die Grundlagen der mathematischen Argumen-
tation. Zu den zentralen Anwendungen in der Informatik gehdren:

e Schaltkreisentwurf,

e Entwicklung von Programmiersprachen,

= \Verifikation von Hard- und Software,

e Suchen in Datenbanken,

= Automatisches Beweisen.

1.1 Logische Aussagen

Definition 1.1. Eine logische Aussage ist ein Satz, dem genau ein Wahrheitswert
wahr (w) oder falsch (f) zugeordnet ist.

Beispiel 1.2.

1. Saarbrucken ist die Hauptstadt des Saarlandes. (w)
2.242=17.(f)
3. Im Saarland lebt es sich besser als in Rheinland—-Pfalz. (subjektiv!)

4. x + 1 = 3. (keine logische Aussage, da x nicht spezifiziert ist)
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1.2 Verkntpfungen von Aussagen

Durch logische Operatoren lassen sich aus logischen Aussagen, etwa A, B,
neue formulieren, die dann logische Formeln hei3en:

e A [BI(A und B sind wahr), Konjunktion
e A [BI(A oder B oder beide sind wahr), Disjunktion
e A (Aist nicht wahr), Negation

Weitere Verkntpfungen sind:

e A [B{dus A folgt B), Implikation,
= A [I_B{A ist genau dann wahr, wenn B wabhr ist), Aquivalenz.

Der Wahrheitswert dieser Aussagen hangt vom Wahrheitswert von A und B
ab und ist Uiber die Wahrheitstafel festgelegt:

A|B|-A|A CBIA [B|A [CBIA Bl

w|w| f w w w w
w|f| f f w f f
flwlw]| f w w f
flflw| f f w w

Die Reihenfolge bei Ausfuhrung von logischen Operationen legen wir durch
Klammern fest.

Beispiel 1.3.
(A LB LI 13A) [B) (11

Die zugehorige Wahrheitstabelle ist:

A\B\A IZE}-A\(—‘A IZ51
wW|wW| w w w
w| f f f f w
flw| w |w w w
flfl w |w w w

Um Klammern zu vermeiden, legen wir fest, dass — die hdchste Bindungs—
Prioritat, [Cuhd [die mittlere Prioritat sowie [und [T _Idle niedrigste
Prioritat haben. Die Formel (1.1) schreibt sich damit kirzer:

(A [BY CI_EA [BI
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1.2.1 Erfullbarkeit logischer Formeln

Im Folgenden fassenwir A, B, C, D ... als logische Variablen auf, also Gréen,
die entweder wahr (w) oder falsch (f) sind. Aus diesen kénnen wir dann mit
den Operationen neue Aussagen formulieren.

Definition 1.4. Eine logische Formel in den Variablen A,B,C,... ist erfullbar,
wenn es eine Belegung von A, B, C,... mit Wahrheitswerten gibt, so dass die Ge-
samtaussage wahr wird.

Die Aufgabe, algorithmisch zu entscheiden, ob eine logische Formel erfullbar
ist, ist von zentraler Bedeutung in der Informatik.

Beispiel 1.5. Die Formel
(A [B) [(A [=B) [(3A [B) [(3A [=B)

ist nicht erftllbar.

Ob Erfullbarkeit zu entscheiden schnell geht, hangt von der Struktur der
logischen Formel ab. Wir unterscheiden die disjunktive Normalform

(xu1 X b OXh,) C0G Oxd o) X)) b Cg Dxg T2 OX),
wobei xij; LA, -A, B, =B, ..., w, f} und die konjunktive Normalform:

(X1 X b [Xdhy,) C0b OX b [Xdy) b TMg EXh b D).
In der disjunktiven Normalform ist dies einfach, fur die konjunktive Normal-

form schwer, selbst im Fall n; = 3. Diese Aussage ist der Grundpfeiler der
Komplexitétstheorie.

1.2.2 Tautologien

Definition 1.6. Eine logische Formel ist eine logische Tautologie, wenn sie unab-
hangig von der Belegung von logischen Variablen mit Wahrheitswerten wahr ist.

Beispiel 1.7.

1. (A (B LI 1&A) [B).
2. (A I B) LI 1A [B) L(3A [=B). Dies zeigt die Wahrheitstafel:

Problem:
Mengen und Element
noch nichteingefuhrt!



10 1 Logik und Beweismethoden

A|B|A [Bl-A =B

(A [B) [(3A [=B)|A [T_Bl

W w| w f w w
w|f| f f f f
flw| f f f f
fl|f| f w w w

Bemerkung 1.8. Zu entscheiden, ob eine logische Formel eine Tautologie ist,
ist wenigstens so schwer wie die Entscheidung der Erfullbarkeit. Ist X eine
logische Formel, so gilt: X ist nicht erflllbar genau dann, wenn (X [f)&ine
Tautologie ist.

Beispiel 1.9. Weitere Tautologien:

3. (A BYI (B CLOICAT C)Transitivitat der Implikation)

4. Die Gesetze von de Morgan:

~(A [B) [CI_EA [=B,
~(A [B) [I_EA [=B.

Dies folgt aus der Wahrheitstabelle:

A\B\—'(A EBJ\—-A \—|(A I:BJ\(—-A [=B)
W |w f

Gesetze von de Morgan

ggszs

f

f f
f f
w w

£~

f
w| f w
flw w
f|f w
Wir fassen die wichtigsten elementaren Tautologien zusammen:

Satz 1.10. Die folgenden Formeln sind Tautologien:

1. A Bl CI_EBIA]
A [Bl [[IT_BICAl (Kommutativgesetz).

2. (A [B) [C] CI_K®I(B [O),
(A [B) CCl [CIRI(B CC) (Assoziativgesetze).
Also macht A [BICClund A [CBILCCISinn.

3.A (B [C) [T 1A L[B) (A []),
A (B [C) [1ITA [B) [{A [C) (Distributivgesetze)

4. A 11 CIB]
A [wl [CT—BI(ldentitatsgesetze)

5. A [3A) [IwkSatz vom ausgeschlossenen Dritten),
A [[(3A) [T I {Satz vom Widerspruch)
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6. (A [B) [ITEA [=B,
=(A [B) [IEA (de Morgansches Gesetz)

7. =(=A) [CIBIKDoppelte Verneinung)

8. A [Al [ITA]
A [CAl [CT—RI(ldempotenzgesetze)

9. A LB 1B (Kontraposition)

10. (A BT (B [LOIAT C)I(Transitivitat der Implikation)
11. (-A )1 CIT—B’1(Widerspruchsbeweis)

Beweis. Durch Aufstellen der Wahrheitstafeln. 1

Korollar 1.11. Jede logische Formel lasst sich mit Hilfe der Tautologien/1. -[11. aus
dem Satz in konjunktive oder disjunktive Normalform bringen.

Beweis. (A L[II1H) [T I [B) (A [=B) kdnnen wir verwenden,

um [IT1=1Zeichen zu beseitigen. (A [B)1 [CI_TdA [Blbeseitigt =1

Zeichen. Die Regeln von de Morgan =(A [B) [I_EA [=B, -(A [B) 111

-A erlauben es uns, Negationszeichen nach Innen zu ziehen. SchlieB3lich
erlauben es die Distributivgesetze (3), die Formel in Richtung konjunktiver

(disjunktiver) Normalform zu vereinfachen. —1

1.3 Beweismethoden

Beweise werden in der Mathematik verwendet, um nachzuweisen, dass ge-
wisse Satze wahr sind. Dabei haben Tautologien eine wichtige Rolle.

Wir kdnnen z.B. (A LB (B CCYIL(AT C)ybenutzen, um aus einem be-

kannten Satz A den Satz C in zwei Schritten zu beweisen. In der Informatik
werden Beweise beispielsweise verwendet, um:

< die Korrektheit von Programmen nachzuweisen,

= zu zeigen, dass Programme terminieren,

- die Laufzeit eines Algorithmus in Abhangigkeit von der Eingabegroéfie
der Daten zu analysieren,

e Zertifizierung des Outputs eines Programmes zu erreichen.
Zwei spezielle Beweismethoden heben wir heraus:

e Beweis durch Widerspruch,
* Beweis mit vollstdéndiger Induktion.

\orlesung vom:
24. Oktober 2008
Qualitatsstand:
erste Version
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1.3.1 Beweis durch Widerspruch

Der vielleicht &lteste Beweis durch Widerspruch findet sich in Euklids Ele-
menten ! Er handelt von Primzahlen, also natiirlichen Zahlen p CM,p>1,
die nur durch 1 und sich selbst ohne Rest teilbar sind.

Satz 1.12 (Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Angenommen, es gabe nur endlich viele Primzahlen, etwa p, ..., pn.
Betrachten wir g = py---pn + 1, so ist g durch keine der Zahlen p; teilbar,
da Rest 1 bei der Division bleibt. Also ist g selbst oder Primteiler von g eine
Primzahl, die in der Liste p1,..., pn nicht vorkommt. Ein Widerspruch. 1

1.3.2 Vollstandige Induktion

Gegeben sei eine Aussage A(n) fur jede naturliche Zahl n N = {1,2,...}.
Um die Aussage A(n) fur alle n zu zeigen, gehen wir wie folgt vor. Wir zeigen:
1. A(1) gilt. (Induktionsanfang),

2. Fur beliebiges n folgt unter der Voraussetzung, dass A(n) gilt (genannt
Induktionsvoraussetzung oder kurz 1.-V.), dass auch A(n + 1) zutrifft
(Induktionsschritt). Dies wird haufig auch kurz n — n + 1geschrieben.

Ist dies getan, so wissen wir:
A(1) ist wahr [CAQ@) ist wahr [CA@3) istwahr -1

Also ist A(n) wahr fur alle n. Diese Beweistechnik heif3t vollstandige Induk-
tion.

Beispiel 1.13. Wir zeigen:

nn+1
A(n):1+2+---+n=¥.

Beweis. A(1): 1 = =5, d.h. A(1) ist wahr.

Fir den Induktionsschritt n — n + 1 dirfen wir also annehmen, dass die
Induktionsvoraussetzung A(n) fur ein n [Nl wahr ist. Damit folgt:

1+2+--+n+n+1 = 1+2+---+n)+(n+1)
~v. n(n+ 1)

+(n+1)

n+2

(n+1)-T.

1Geschrieben von Euklid um 325 v. Chr. war das Buch mit dem Titel Die Elemente

uber mehr als 2000 Jahre das wichtigste Mathematik—-Buch.



Dies zeigt: A(n + 1).

Ein alternativer Beweis ist folgender:

1.3 Beweismethoden

1 +2 + +n
n +(n-1) + +1
= (n+1) +(n+1) + +(n+1)

Dies ist aber gerade: n(n +1) = 2(1 +--- + n).

13

L1

Bemerkung 1.14. Das Induktionsprinzip ist eine Aussage, die unsere Vorstel-
lung von naturlichen Zahlen prazisiert: Ist M [N,so dass giIE:

(1 CM) und (n CM {04 1)

so folgt: M = N.

L),

Eine dazu adquivalente Aussage ist: Jede nicht leere Teilmenge N [N hat ein

kleinstes Element. Betrachte N = N\M.

Definition 1.15. Sei M eine Menge. Dann bezeichnet

2M = (N |N M}

die Menge aller Teilmengen von M, die sogenannte Potenzmenge von M. Manchmal

wird 2M auch P(M)geschrieben.

Ist M eine endliche Menge, dann bezeichnet |M| die Anzahl der Elemente von M.

Satz 1.16. Sei M eine endliche Menge. Dann gilt:
|2M] = 2!,
Beispiel 1.17.

= M = [{tie leere Menge): 2= {[}Jalso 2= 1
e M={1}: 2% = {[q1}}, also [218] = 2 = 21,

=20,

e M={12} 202 = {[q1},{2}, {1, 2}}, also [2002)] = 4 = 22,

Beweis (von Satz|1.16). Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kdnnen wir

annehmen, dass M ={1,2,...,n}.

Induktionsanfang: ist bereits erbracht fir n = 0 oder n = 1.

Induktionsschrittn — n+ 1:

2 [hezeichnet eine Teilmenge, [Chézeichnet eine echte Teilmenge, d.h. eine Teil-

menge, die nicht die ganze Menge ist.

Problem:
zu knapp?
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={NLd,...np -Ilimm mﬁlinlmu

={N|N=NH{nk1}, wobei NH{I]...,.n}

Dabei bezeichnet die Notation [die Vereinigung zweier Mengen, die disjunkt
sind (also kein Element gemeinsam haben, siehe auch Abschnitt2.4). Es folgt:

|
N
=,
=
=]
=
+
N
2,
=
=]
=

..........

1.3.3 Summen- und Produktzeichen

Induktion taucht auch in rekursiven Definitionen auf:

Definition 1.18 (Summen- und Produktzeichen). Gegeben sind n M reelle
Problem: Zahlen ay,...,a, [CR. Wir setzen:
reelle Zahlen noch  —

i iniert!?
nicht definiert!” ai=a;+ - +an.

k=1

Prézise: ké=1 ax := 0 (leere Summe) und rekursiv:

] | i A |
a = ax +an.
k=1 k=1
Analog defineren wir
1
dg =a - ap
k=1

exakter durch: k6:1 ax =1 und

| I [ S
ax = dg - dn.
k=1 k=1

Beispiel/Definition 1.19. Die Zahl

1
n! = k=1.-2-3--'n
k=1

heiRt Fakultat von n (gelesen: n Fakultat). Insbesondere gilt: 0! = 1.
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Beispiel 1.20. Fur jedes n [Nl 0} gilt:

|%‘n(n +1)(2n + 1)
==

k=1

Beweis mit vollstandiger Induktion:
Induktionsanfang: n = 0 oder n = 1;

2_ 2L 14
I(zlk n 5
was richtig ist.
Induktionsschrittn — n+1:
4] S R B
K2 = K2 +(n+ 1)
k=1 k=1
LoV, n(n + 1)6(2n +1) +(n+ 1)
= (n+1)-|4_cm+n+lmznT-‘_l-E]n2+n+6n+6EI
= nT+1-E2|n2+7n+6D=nT-’_l-%ln+2)(2n+3)EI
n+1)-nN+2)-2n+1)+1)
5 ;

was die Aussage beweist.

Beispiel/Definition 1.21. Wir betrachten nochmals das Beispiel

1
h:Z - Z,nB h(n):= Kk
k=1

von eben, wobei Z = {0,1,-1,2,-2,...}die Menge der ganzen Zahlen be-
zeichnet. Wir fragen uns nun, wie wir selbst auf die Formel hatten kommen
kénnen. Es erscheint klar, dass fur n = 0 gilt:

[ — 1
hn= K= tdt= [§t3]3 =
k=1 0

1 3

=n°.

3

Daraus leiten wir die Hypothese ab, dass auch die Summe durch ein soge-
nanntes Polynom vom Grad 3 in n beschrieben wird:

1
h(n) = k? = a3n® + an? + ain + ag, fuir gewisse a; [CQ,
k=1
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wobei Q die Menge der rationalen Zahlen bezeichnet, die wir erst in Beispiel
[3.12 sauber einfuihren werden. Nattrlich kann dies nicht fur alle ganzen Zah-
lenn 4 korrekt sein, dah(n) = 0 furalle n < 0 und daein Polynom p, das fur
unendlich viele Werte den Funktionswert 0 ergibt, schon das Nullpolynom
(d.h. p(n) = 0 fur alle n) sein muss. Wir kénnen also nur hoffen, eine solche
Formel fir n = 0 zu finden. Offenbar ist h(0) = 0 und g(0) = ag, so dass sofort
ap = 0 folgt.

Eine Strategie, die weiteren a; zu bestimmen, ist folgende: Ist f: Z - Z eine
Abbildung, so definieren wir die erste Di Lerénzfunktion

Af:Z - Z, (Af)(n) = f(n) - f(n - 1).

Bezeichnen wir in unserem Beispiel g(n) = azn® + a,n? + a,n + ao, SO ergeben
sich als erste und weitere Differenzenfunktionen:

g(n) = azn® + a;n? + a;n + ag,
(Ag)(n) = az(n® = (N = 1)°) + a;(n* = (N = 1)%) + ay(n — (N — 1))
=a3(3n’ —3n+1) +a(2n—1) +ay,
(A%(g))(n) = 3az(n? — (N —1)?) + -+ = Bagn — 6ag + 2ay,
(&%(g))(n) = 6as.

Hierbei ist (A%(9))(n) := (A(- - - (A(9))))(n) die k-fache Anwendung der Funk-
tion A auf g. Wir sehen damit, dass A3(g) nicht mehr von n abhéngt, dass
wir also a3 direkt ablesen kénnen, wenn wir nur Werte (A3(g))(n) fur n geni-
gend g erechnet haben. Dazu betrachten wir folgende Tabelle fir unser
h(n) = _ k%

n|h(n)|Ah(n)| A%h(n)| A%h(n)
0| O 0 0 0
11 1 1 1 1
21 5 4 3 2
3| 14 9 5 2
4| 30 16 7 2

Ist also wirklich h(n) = g(n) firallen = 0,1,2, ..., so muss gelten (bei A3h(0),
A3h(1), A%h(2) geht h(—1) ein):

2= (B%(h)(3) = (A%(9))(3) = 6as, also a; = %

Wir betrachten nun die neue Funktion i(n) ;= h(n) — %n3, von der wir an-
nehmen, dass sie fir n = 0 durch ein quadratisches Polynom beschrieben
wird. Wir kdnnen a;, also wieder aus einem einzigen Wert aus einer Tabelle
ablesen, da A?(g) nicht von n abhéngt, falls a; = 0 ist, und genauer den Wert
2a, annimmt, wie wir weiter oben berechnet haben:
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n|i(n) = h(n) = 2n3| Ai(n) | A%i(n)
o 0-0=0 o] o
_ 2 2 2
1 1‘§—§ 3|3
7 5 —
2| 5-3=3 3 |3=1
3] 14-9=5 g 1
4| 30-%=2 | & | 1

Dies liefert: 1
1=2ay, alsoa, = 7

17

Wir fahren analog fort, definieren also j(n) := h(n) — %n3 - %nz, von dem wir
annehmen, dass es ein Polynom vom Grad 1 in n ist fir n = 0. Wir wir oben
berechnet haben, ergibt sich fur (Ag)(n) mit a = 0 und a, = 0 aber der Wert
a1, der unabhangig von n ist. Wir kdnnen demnach a; aus folgender Tabelle

ablesen:
n|j(n) = i(n) — 3n* = h(n) — 3% — 3n?| (Aj)(n)
0 0 0
1 f-i=1 :
2 1-3as :
3 5-39=4= :
a B-fae=i=y :

Insgesamt haben wir also das Polynom

15 1, 1 nnh+1)@2n+1)
g(n)_3n +2n +6n_ 5

gefunden. Wie wir im vorigen Beispiel schon bewiesen haben, ist dies

auch tatséchlich das gesuchte und es gilt fur jedes n [{0,1,2,...}:

~ 1, 1n_n(n+1)(2n+1)
3 2 6 6 '

1.3.4 Die Fibonacci-Zahlen

Wir definieren die Fibonacci—Zahlen f,rekursiv:

fo = 0, fl = 1, fn+]_ = fn + fn—l fur n= 1,2,3,. .

Die ersten Werte sind:
0,1,1,2,3,5,8,13,...

Vorlesung vom:
29. Oktober 2008
Qualitatsstand:
erste Version
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Satz 1.22. Die n-te Fibonacci—Zahl isE

g, Ve - Vs
et B 50 350

Beweis. Es gilt:

fo = av]L(l 1)
v_ v

f1—*v]’—@+ _1- SDZQVJ%-@TEDZL

Wir beweisen die Aussage

V_ V_
‘}:%+ 5@_@‘— 5 fii
5 2 2

rk=0,...,n

A(n): fy =

mit vollstandiger Induktion. Den Induktionsanfang A(1) haben wir oben
bereits erledigt.

Fur den Induktionsschritt A(n) CA{ + 1) betrachten wir:

nach Definition
S A

faer = o
|vav],_%+ 5Q 1- Ij):lav],_%"' 5@1 —\/Emllj

2 2
V_ \/_ V_
J_%+ 5hls M+ 5 D@— 5kii M- '5 !
+1 — : +1 .
2 2 2
v e vl v_ v_ v_
Nungilt: 22 +1=32und &2 "=... =32 Analog: 52 +1= 52 =
Ol v
5" und damit:

2

%+ 5@“2 L4 — \/EQL1+2I:I

fn+l:*\}§ 2\/ \%
I P Bt
G 2 '

1

Wie wir auf diese Formel kommen konnten, werden wir im nachsten Semester
(Abschnitt|24.4.2) lernen.

3Fir eine exakte Einfuhrung der Quadratwurzel siehe Abschnitt [5.6] Vorlaufjg
werden wir auf das aus der Schule bekanpte Wissen zurtickgreifen. Demnach ist  a
fur 0 < a [R eine positive Zahl, so dass a2 = a ergibt.
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Aufgaben

Aufgabe 1.1 (Wahrheitstafel). Geben Sie die Wahrheitstafel der folgenden
logischen Formel an:

A [(CI[Al- (B CCTA)).
Ist die Formel eine Tautologie, erfullbar oder unerfullbar?
Aufgabe 1.2 (Vier Zeugen). Ein Kommissar hat zu einem Verbrechen 4 Zeu-

genvernommen. Aus den Vernehmungen hat er folgende Schlussfolgerungen
gezogen:

Wenn der Butler die Wahrheit sagt, dann auch der Koch.

Koch und Gartner kdnnen nicht beide die Wahrheit sagen.

Gartner und Hausmeister ltigen nicht beide.

Wenn der Hausmeister die Wahrheit sagt, dann ltugt der Koch.

1. Modellieren Sie die Informationen des Kommissar als logische Formeln.
Verwenden Sie dazu die Variablen B, K, G und H.

2. Bei welchen Zeugen kann der Kommissar sicher sein, dass sie liigen? Bei
welchen kann er sicher sein, dass sie die Wahrheit sagen? Erklaren Sie,
wie Sie auf Ihr Ergebnis kommen!

Aufgabe 1.3 (Zwei Investmentbanker). Ein Mann ist bei einer Kurz-Beratung
mit zwei Investmentbénkern, A und B genannt, in der er herausfinden mdch-
te, ob er seine Erbschaft lieber in die Anlagemdglichkeit 1 oder in die An-
lagemoglichkeit 2 investieren soll. Leider lasst die kostenlose Beratung der
Bank nur eine einzige Ja/Nein-Frage an nur einen der beiden Berater zu.
Ein Freund hatte ihn zuvor davon informiert, dass einer der beiden immer
die Wahrheit sagt und dass der andere stets lugt. Der Freund wusste aber
ungliicklicherweise nicht mehr, welcher der beiden welcher ist. Mit welcher
Frage kann der Mann herausfinden, welche die gute und welche die schlechte
Anlagemoglichkeit ist?

Aufgabe 1.4 (Logische Verkntpfungen). Sei A das Zeichen flr nicht und, d.h.
fur zwei logische Variablen A,B ist AAB = —=(A [B).

1. Stellen Sie die drei logischen Verknupfungen =, [Cuhd [Cjdweils aus-
schlieRlich durch A dar.

2. Seien Xy, ..., X;, logische Variablen und f(Xy, ..., X;,) eine beliebige logische
Funktion mitin X; bis X, mit gegebener Wahrheitstafel. Zeigen Sie: f lasst
sich durch A darstellen.
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Aufgabe 1.5 (Induktion). Finden Sie eine geschlossene Formel, die nur von
n [Nl abhangt, fur
1
k3
k=1
(beispielsweise mit der in der Vorlesung erlauterten Methode, oder auch
anders) und beweisen Sie die Formel per Induktion.

Aufgabe 1.6 (Die Turme von Hanoi). Das Spiel Die Turme von Hanoi besteht

a1

aus 3 Spielfeldern, auf denen n [CNI Scheiben paarweise verschiedener Groéfie
gestapelt werden kdnnen. Zu Beginn des Spiels sind alle Scheiben auf einem
der Spielfelder der Grolie nach gestapelt (die unten liegende Scheibe ist die
grofte, wie im Bild zu sehen). Ziel des Spiels ist es, den Anfangsstapel auf
ein anderes Feld zu versetzen, so dass er dort wieder in der gleichen Stapel-
Reihenfolge liegt. Dazu darf in jedem Spielzug die oberste Scheibe eines
beliebigen Turms auf einen anderen Turm, der keine kleinere Scheibe enthalt,
gelegt werden.

Geben Sie einen Algorithmus an (Papierform gentigt), der dieses Problem
16st, und beweisen Sie die Korrektheit Ihres Algorithmus. Stellen Sie eine
Formel far die Anzahl der notwendigen Zige auf und beweisen Sie diese mit
vollstandiger Induktion.

Aufgabe 1.7 (Erfullbarkeit, konjunktive Normalform). Finden Sie fur die
folgenden Aussagen jeweils heraus, ob sie erflillbar oder sogar eine Tautolo-
gie sind?

L X Y2 [ IX [Y) LZ))
2. (A LB) (A LB

Geben Sie fur die zweite Aussage auch die konjunktive Normalform an.

Aufgabe 1.8 (Induktion). Zeigen Sie mit vollstdndiger Induktion, dass fur
n Nl mitn = 2 gilt:



k=2

2:

] ]
n+1

3
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2

Mengen und Abbildungen

Die Mengenlehre ist das fundamentale Hilfsmittel zur Spezifizierung ma-
thematischer Objekte. In der Informatik wird sie beispielsweise Uberall dort
verwendet, wo Alphabete, Halbgruppen, Algebren, \Verbéande eine Rolle spie-
len. Zu den unmittelbaren Anwendungen gehéren Datenbanken.

2.1 Mengentheoretische Sprechweisen

Eine Menge M ist eine Kollektion wohlbestimmter Objekte, die wir Elemente
von M nennen. Mengen lassen sich auf zwei Weisen spezifizieren:

1. Aufzdhlen der Elemente,
2. durch eine charakteristische Eigenschaft.

Beispiel 2.1.

1. {a,b,c,...,z} ist die Menge der Buchstaben des Alphabets.
2. {a,b,a} = {a, b}: mehrfaches Aufzahlen von Elementen dndert die Menge
nicht.

3. {b,a} = {a, b}: auf die Reihenfolge kommt es beim Aufzéhlen der Elemente
einer Menge nicht an.

4. Elemente von Mengen kénnen auch Stadte sein:

H = {Hauptstadte der Bundesléander}
= {Berlin, Bremen, Hamburg, Saarbriicken, Hannover, Kiel,
Schwerin, Magdeburg, Potsdam, Dusseldorf, Dresden, Erfurt,
Mainz, Wiesbaden, Stuttgart, Minchen}
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5. [ = {}, die leere Menge.

6. Alle reellen Zahlen x mit der Eigenschaft (kurz | geschrieben) x> — x — 1:

1 Vv_ V_[1
1+ 51— 5

2_x—-1=0)=
{x [R|x°—x 0} B

Dies kann man beispielsweise mit der aus der Schule bekannten p,g-
Formel berechnen.

Wichtige Mengen von Zahlen haben spezielle Notationen; einige davon ha-
ben wir bereits kennen gelernt:

e N ={1,2,3,...}, Menge der natlrlichen Zahlen,
e Z={0,1,-1,2,-2,...}, Menge der ganzen Zahlen.
= Q={2|ab [A,b# 0}, Menge der rationalen Zahlen (siehe Beispiel'3.12).

e R ={unendliche Dezimalzahlen }, Menge der reellen Zahlen (siehe dazu
auch Kapitel(4).

e C = Menge der komplexen Zahlen (siehe Abschnitt[7.1).

Ist M eine Menge und a ein Element, so schreiben wir a M. a ¢ M steht flr:
a ist kein Element von M. M [alsteht fur: M enthalt das Element a.

2.2 Teilmengen und Venn-Diagramme

Eine Teilmenge N einer Menge M ist eine Menge, fur die gilt:
a [N [Ca1Imn.
Schreibweisen:

e N [M: N ist eine Teilmenge von M.
e N ¢ M: N ist keine Teilmenge von M.
e N [M: N ist eine echte Teilmenge von M, d.h. N [CM, aber N # M.

Fur Teilmengen A, B einer Menge M bezeichnet
AnB={x[M|x CAundx [B}

den Durchschnitt. Mit Venn-Diagrammen kann man Beziehungen von Teil-
mengen oft besonders anschaulich darstellen; siehe Abb.[2.1 fuir den Durch-
scnitt. Die Menge
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4 A

AN J/

Abbildung 2.1. Der Schnitt A n B zweier Mengen A, B [CM, hervorgehoben durch die
graue Einfarbung.

Abbildung 2.2. Die Vereinigung A [B¥weier Mengen A, B [M, hervorgehoben durch
die graue Einfarbung.

A J

Abbildung 2.3. Das Komplement A = M\A einer Menge A [, hervorgehoben
durch die graue Einfarbung.
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A [Bl= {x M | x CA oder x [B}
heilt Vereinigung von A und B; siehe Abb.[2.2. Die Menge
A=M\A ={x [M|x¢A}
heilt Komplement von A in M, siehe Abb.[2.3. Die Menge
A\B = {x M | x CAund x ¢ B}

heiRt Di Lerénzmenge von A und B, siehe Abb.[2.4. Manchmal wird statt A\B
auch A — Bgeschrieben.

AN J/

Abbildung 2.4. Die Differenz A\B zweier Mengen A,B [CM, hervorgehoben durch
die graue Einfarbung.

2.3 Rechenregeln fir Mengen

Satz 2.2 (Rechenregeln fir Mengen). Es seien A, B, C [CM. Dann gilt:
1.LAnB=BnA.
A [Bl= B [CAl] Kommutativgesetze
2.(AnB)nC=An(BnC).
(A [B) [Cl= A [(B [C), Assoziativgesetze,

33An(BLC)=(AnB) ({ANnC).
A [{B n C) = (A [B) n (A [C), Distributivgesetze,

4, ALTE A, AnM=A, ldentitatsgesetze.
5. A C{WM\A) = A [Al= M,

LE)
n B, Gesetze von de Morgan.




2.4 Disjunkte Mengen 27

7. (_A-5 = A, Gesetz vom doppelten Komplement.

Beweis. Die Aussagen folgen unmittelbar aus den analogen Aussagen der

Logik. Alternativ mit Venn-Diagrammen (siehe Abb.[2.5/und[2.6): —1
4 N\
M
- J

Abbildung 2.5. AnB=ALB] hervorgehoben durch die graue Einfarbung.

A

1AL

Abbildung 2.6. An (B [C) = (A n B) [{A n C), hervorgehoben durch die graue
Einfarbung.

2.4 Disjunkte Mengen

Sind A und B endlich, dann gilt:
IA LBl = |Al +[B] —|An B,

da in der Summe |A| + |B| die Elemente von A n B doppelt gezahlt wiirden.
Besser:

|A LBI+|AnB| = |A[+B],
denn diese Formel macht auch fur unendliche Mengen Sinn: |A| = co. A und
B heiRen disjunkt, wenn An B = []
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2.5 Kartesische Produkte

Es seien A und B Mengen. Dann ist das kartesische Produkt
AxB={(ab)|a A b B}

die Menge der geordneten Paare von Elementen aus A und Elementen aus
B.

Beispiel 2.3.

1.{a,b,...,h} x{1,2,...,8}ist beim Schach gebrauchlich.

2.Mit R?> = Rx R = {(ab) | a, b [CR} lassen sich Punkte in der Ebene
spezifizieren.

Fur die Anzahl der Elemente eines kartesischen Produktes gilt:

|AxB|=|Al-B|.

2.6 Definition des Binomialkoe [ziehten

Die Potenzmenge 2M einer Menge M, die aus den Teilmengen von M besteht,
hatten wir schon eingefthrt.

Definition 2.4. Die Anzahllj—-ﬁr k-elementigen Teilmengen einer n-ele igen
Menge bezeichnen wir mit | (gelesen: n Gber k, englisch n choose k). | heit
auch Binomialkoe [zieht.

2.7 Eine Formel fur den Binomialkoe [ziehten

Der Binomialkoeffizient kann durch Fakultaten (siehe Definition|1.19) ausge-
drickt werden:

Satz 2.5. Fir0 < k < n gilt:

[
n n!

k ~ k!(n;k)!'
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Beweis. Induktion nach n. FUr n = 0 ist die Aussage richtig@e leere Menge

[Hat genau eine 0-elementige Teilmenge, namlich [L_Also: § =1 = % gilt.

Num zum Induktionsschritt n — n + 1: Fur k = 0 ist die Aussage klar: Auch
{1,...,n+ 1} hat genau eine 0-elementige Teilmenge, ndmlich [ also gilt:

O
n+1 _1= (n+1)!
0 7 0(n+1)

wie behauptet. Sei also k = 1. Wir betrachten

%:E% e 1y A = K

Die Menge auf der rechten Seite zerlegt sich disjunkt in

O O d O
ALCL,....n}|A =k CAPCA+ 13| APC, ..., n}L A=k -1

Also: T o o o A
n+1_n+ n
k — k k=1

Die Induktionsvoraussetzung gibt nun:
O OoOodoo O

n+1 n N n
k  k k—1
n! n!
T RM—K  K=D(n—k+ 1)
n!
=——(n—k+1+KkK
in—ke i KH1+k
_ (n+1)!
T K(n—k+ 1)
Der Beweis des vorigen Satzes zeigt insbesondere:
Lemma 2.6. Fur n, k [N gilt:
O oOooOood d
n+l n +
k  k k—1"
Bewveis. L1

Der Name Binomialkoeffizient kommt von folgendem Satz:
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n

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1
Abbildung 2.7. Das Pascalsche Dreieck mit deqﬂtag E; k=0,...,n. Diese
Darstellung suggeriert (siehe auch Lemmal—b Urk= 1

Satz 2.7 (Binomische Formel). Es seien a,b [CR und n [CIN. Dann gilt (siehe

auch Abb.[2.7): lﬁ

-k Kk
a"* b,
k
k=0

(@a+h)" =

Beweis (von Satz[2.7). Induktion nach n. Induktionsanfang: n = 1.

o580 o
a™ b= ~a+ . b=a+b=(@+b)
Lk 0%

Induktionsschrittn — n+ 1:

(a+b)ntt (a+b)a+ bE”
'Y a+ b)- s
— “ n —k+1 bk n k bk+l
kalolil k=0 -
n
_ N n1 Dﬁn k+1 pk FL_—E;I n—(-1) pl
= 0 + al b* + -1 a b
k=1 |:l
O O @ IZI [
_ n+1 n+1 n —k+1 Kk n n+1
= a + a b* + b
0 k-1
O O ] [ R
Lemmal26 N+ 1 n+l 4 nﬁl neikpk ., DH1 o nn
= a b* + b
0 o n+1
— “ 1 an+l k bk

k=0

Problem:
k einzeichnen.

Vorlesung vom:
31. Oktober 2008
Qualitatsstand:
erste \Version
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2.8 Abbildungen

Um Beziehungen zwischen Mengen zu studieren, benétigen wir sogenannte
Abbildungen.

2.8.1 Definition und erste Beispiele

Definition 2.8. Eine Abbildung f: M — N zwischen zwei Mengen M und N ist
(gegeben durch) eine Vorschrift, die jedem Elemente a [T ein Element f(a) [N
zuordnet. M heiflt dabei Definitionsmenge und N Zielmenge der Abbildung.

Beispiel/Definition 2.9.

1. { Studierende der UdS } — N, x B Matrikelnummer .
2. f:R - R, xB f(x) = x? (siehe Abb.[2.8)

Abbildung 2.8. Graph einer Parabel mit Gleichung f(x) = x2.

Zu einer Abbildung f: M - N heiBt die Teilmenge
Gr={(xy) LM =N |y = f(x)}

der Graph der Abbildung f. Aus dem Graphen l&sst sich die Abbildung
zurickgewinnen:

Gr n ({a} xN) = {(a f(a))}

3. Der ganzzahlige Anteil einer reellen Zahl ist durch folgende Abbildung
gegeben (siehe auch Abb.[2.9):

O O
entier:R - Z [R, x3 y=entier(X)=XFmax n[CA|n<x .

XIZF min{n 4 |n=x}.
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Trotzdem ein Bild ver-
suchen?

Problem:
hier besser schon die
Notation [3 etc. ein-
fuhren!?
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-3-2-1 12 3 X
—_—

—0-2

Abbildung 2.9. Graph der entier Funktion. Ein kleiner, leerer Kreis zeigt dabei an,
dass der umkreiste Punkt nicht zum Graphen gehort.

4. Sei A [R. Dann heilit xa: R - {0,1} [R,

1
0, fallsa¢A,
XA= 1 fallsa [A.
die charakteristische Funktion fir A.

5. Der Graph der Funktion Xq lasst sich schlecht zeichnen.

2.8.2 Injektivitat, Surjektivitat und Bijektivitat

Definition 2.10. Sei f: M — N eine Abbildungund A [CM. Dann heiltzu A M
die Menge
f(A)={f(a) |a W} [N

das Bild von A unter f. Zu B [N heil3t die Menge

f7(B) = {a [ | f(a) B}

das Urbild von B. f™1 ist eine (neue) Abbildung f=1: 2N _ 2M zwischen den
Potenzmengen von N und M. Fuir ein Element b [N schreiben wir kiirzer: f~1(b) =

= ({b}).

Im Verlaufe der Vorlesung werden wir sehen, dass die folgenden Eigenschaf-
ten von Abbildungen immer wieder eine zentrale Rolle spielen werden:

Definition 2.11. Eine Abbildung f: M - N heifit injektiv (lat. iniacere: hinein-
werfen), wenn X3, x; T, X3 # X CI0&) # f(x2) gilt. f heiBt surjektiv (lat.
suriectere: Uberwerfen), wenn f(M) = N. Eine Abbildung, die injektiv und surjektiv
ist, heilRt bijektiv.

Beispiel 2.12. f in Abb.[2.10 ist weder injektiv noch surjektiv: f(a) = f(b),
3¢ f(M).
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M N

Abbildung 2.10. Injektivitat und Surjektivitat: Die gezeigte Abbildung f ist weder
injektiv noch surjektiv.

Satz 2.13. Sei f: M - N eine Abbildung zwischen endlichen Mengen mit |M| =
IN|. Dann sind &quivalent:

1. f ist injektiv,

2. f ist surjektiv,
3. f ist bijektiv.

Beweis. [2] [13[%ei f surjektiv. Dann gilt:

I 11 1
INI= bl [f70) =M.
b [N b NI

Wegen [N| = M| muss Gleichheit gelten. Also:
[{b}| = | 1(b)| = 1 fuiralleb [N,

d.h. f ist bijektiv.

Wir zeigen nun: 1] 3 3ei dazu f injektiv. Dann gilt:

I 11 1
INI= b= [f7 )= M|
N b NI

wegen |N| = |M| gilt wieder:
[{b}| = |f~X(b)| = 1 furalleb,

d.h. f ist bijektiv.

Die verbleibenden Implikationen[3] [T 1ind[3] [1Zdind nach Definition der
Bijektivitat richtig. 1
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Mehrere wichtige Resultate folgen direkt daraus:

Korollar 2.14 (aus dem Beweis). Seien M, N endliche Mengen. Ist f: M - N

injektiv, so gilt: M| < [N|. Ist f: M - N surjektiv, so gilt: [M| = |N].

Korollar 2.15 (Schubfachprinzip). Seien M, N endliche Mengen. Eine Abbildung

f: M - N mit|M| > |NJ|ist nicht injektiv.

Eine nette Anwendung davon ist folgende:

Proposition 2.16. Unter beliebigen n? + 1 vielen Punkten Pl,\./. ., P24 in einem

Quadrat der Kantenlange n gibt es zwei Punkte mit Abstand < 2.

Beweis. Zwei Punkte in einem Quadrat der Kagtenlénge 1 haben Abstand

< 2 nach dem Satz von Pythagoras: 12 + 12 = ( 2)2. Wir zerlegen
Q={xy)|0=sx<n0=<sy<n}
disjunkt in n? Quadrate (siehe Abb.2.11):

Qj={x.y)li-1=sx<ij-1l=sy<]j}

und definieren eine Abbildung

Qll

I
Q!
1

Q!

Abbildung 2.11. Zerlegung eines Quadrates.

f{1,...,n°+1} - {1,....,n}x{1,...,n}={@i,j) CN?|i<n,j<n}

durch f(k) := (i, j), falls der Punkt P, [Qj;. Da wir eine disjunkte Vereinigung
haben, ist dies eine Abbildung. Nach dem Schubfachprinzip ist sie nicht
injektiv und die Behauptung folgt.

1
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2.8.3 Weitere Notationen zu Abbildungen

Einige weitere Notationen zu Abbildungen, die haufig verwendet werden,
sind die folgenden:

Definition 2.17. Sind M und N Mengen, so bezeichnet NM = {f: M - N} die
Menge aller Abbildungen von M nach N.

Beispiel 2.18. {0, 1}M = {f: M - {0,1}}.
Bemerkung 2.19. Es gilt fur endliche Mengen M, N:
INM| = IN[™,
daher die Notation. In der Tat mussen wir, um f festzulegen, fur jedesa M

ein Bild f(a) auswéahlen. Hierfur haben wir |[N| WahImdglichkeiten, insgesamt
also [N|MI Wahlméglichkeiten.

2.8.4 Komposition von Abbildungen

Definition 2.20. Sind f: M — N und g: N - K Abbildungen, so ist die Kom-
position (oder Hintereinanderausfihrung) g - f: M — K (gelesen: g verkntipft
mit f oder g nach f) durch (g - f)(a) := g(f(a)) definiert.

Komposition von Abbildungen ist assoziativ:

Satz 2.21. Fur Abbildungen f: M - N, g: N - Kundh: K - L gilt:

ho(gef)=(hog)et,

kurz zusammengefasst:

he(gef)

gof

(heg)- 1

Beweis. Es gilt:
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(he(g°f))(@ =h((g - f)@)
= h(g(f(a)))
= (h - 9)(f(a))
= ((h=0)-f)@)
fur alle a aus M. Also:
he(gef)=(heg)-f.

2.9 Existenz—und All-Quantor

Die Phrasen fur alle und es existiert tauchen in der Mathematik und in der
Informatik h&ufig auf. Wir verwenden daher die Notation [Tiir fir alle und
[CTilir es existiert ein.

Beispiel 2.22.
f: M - Nistsurjektiv L[CI_ITHTN [CallCWM mitb = f(a).
Bei der Negation von Aussagen mit All- und Existenzquantoren verwandelt
sich [in [Cuhd Cin [dhnlich wie bei den Gesetzen von de Morgan.
Beispiel 2.23. f: M - N ist nicht surjektiv
[T HIChICN CallCw : f(a) = b)
[T IhICN —~(CallCV : f(a) = b)
[T IChICN CallCM : —=(f(a) = b)
[T 1rbI[N &l : f(a) #b.

2.10 Indizes

Haufig werden Notationen wie ay,...,a101 4 verwendet. Was ist dies for-
mal?i 3 g ist eine Abbildung wie f: {1,...,101} - Z, f(i) = a;.

Beispiel/Definition 2.24. Sei | eine beliebige Menge und (A))ieine Familie
von Teilmengen A; [CM einer weiteren Menge M, d.h. eine Abbildung | -
2M i O A;. Dann ist der Durchschnitt

1

A ={x EMIX CA;
i
und die Vereinigung:

A = {x [\ | CCOmit x CA}
i
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Aufgaben

Aufgabe 2.1 (Schubfachprinzip und Kartesische Produkte). Gegeben seien
101 paarweise verschiedene ganze Zahlen ay,...,a;01 [_Z. Zeigen Sie: Es
gibt eine Teilfolge aj,, ai,,...,ai,, i1 < -+ < i1z, von 11 Zahlen, so dass die
Folge entweder monoton fallend (a;, > --- > a;,) oder monoton steigend
(ai, <+ <ay,)ist.

Aufgabe 2.2 (Injektivitat und Surjektivitat). Seien M und N endliche Men-
gen. Wieviele injektive Abbildungen gibt es von M nach N? Wieviele surjekti-
ve Abbildungen gibt es von M nach N, wenn N zwei, drei oder vier Elemente
enthalt? Haben Sie eine Idee fur den allgemeinen Fall |[N| = n [N?

Aufgabe 2.3 (Potenzmengen). Sei M eine beliebige Menge und 2M ihre Po-
tenzmenge. Zeigen Sie: Es existiert keine bijektive Abbildung zwischen M
und 2M.

Aufgabe 2.4 (Wege durch eine Stadt). In einem amerikanischen Stadtplan
mit n Avenues und m Streets, die ein Gitter aus gleich groen Quadraten
bilden (siehe Abbildung unten), wollen Sie von einem Eckpunkt A aus zum
gegenuberliegendem Eckpunkt B gehen. Wieviele kiirzeste Wege gibt es?

A1 2 n

1

2

Aufgabe 2.5 (Binomialkoe [ziehten). Zeigen Sie: Fur alle n, k, s, t [N gelten
die folgenden drei Gleichungen:
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oo
n nn-—
= — 2.1
k+1 k k+1’ (2.1)
—
i i =n-2"1 (2.2)
i=0
O O O
sht
= ) . (2.3)
n _ion-i

Geben Sie eine Interpretation von Gleichung Uber die Definition des
Binomialkoeffizienten.
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Aquivalenzrelationen und Kongruenzen

In der Mathematik und Informatik hat man es oft mit Relationen zu tun.

3.1 Aquivalenzrelationen

Beispiel 3.1. = (groRer gleich) ist eine Relation auf R. Fir je zwei Zahlen
X,y [R ist die Relation x = y entweder wahr oder falsch.

Definition 3.2. Sei M eine Menge. Eine Teilmenge R "Ml x M nennen wir eine
Relation. FUr x, y [ ist die Relation erfullt, wenn (x, y) [CR. Manchmal schreibt
man dann auch xRy.

Beispiel 3.3.
1. Fir = ist R> [[R x R die Winkelhalbierende des rechten oberen und lin-

ken unteren Quadranten des Koordinatensystems gemeinsam mit allen
Punkten darunter (Abb.(3.1).

Abbildung 3.1. Die Relation = auf R?.
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ausfuhrlichere Einlei-
tung zu Aquiv-Rel
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Abbildung 3.2. Die Relation = auf R?.

2. Fur Gleichheit = ist R [RIx R genau die Winkelhalbierende des rechten
oberen und linken unteren Quadranten (Abb.[3.2).

In diesem Kapitel mochten wir Aquivalenzrelationen studieren. Unser Ziel
ist es, den Begriff gleich zu dquivalent bzw. dhnlich abzuschwéachen. Zunéchst
ein paar Beispiele dazu:

Beispiel 3.4.
1.Sei f: M - N eine Abbildung. Wir sagen a,b [ sind &quivalent, in
Zeichen a [Chlwenn f(a) = f(b) gilt.

2.Seien M = Z und d [Z.;. Zwei Zahlen a,b [Z heillen kongruent
modulo d, in Zeichena=b mod d, wenn a—b durch d teilbar ist.

Welche Eigenschaften sollen Aquivalenzrelationen haben?

Definition 3.5. Eine Teilmenge R [CM x M heit Aquivalenzrelation (wir schrei-
ben a [hktatt (a,b) [CR), wenn folgende Eigenschaften erfullt sind:

1. Reflexivitat: a CallalCM.

2. Symmetrie: a [Chl1[Ch Ialla, b M.

3. Transitivitat: a [hlund b Ccl1laTIclra b, ¢ M.

Beispiel 3.6.

0. Die Relation = ist eine Aquivalenzrelation

1. Fur f: M - N, definerta Chjfalls f(a) = f(b) eine Aquivalenzrelation auf
M. Dies ist eine Aquivalenzrelation, da = auf N eine Aquivalenzrelation
ist.

2.a=b mod d ist eine Aquivalenzrelation auf Z.
a)a—a=0-d.
bya—b=k d Chda=(-k)-d.
c)a—b=k-dundb—-c=1-d Ca=k =a-b+b—-c=k-d+1-d=(k+1)-d.
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3. = auf M = R ist keine Aquivalenzrelation. Zwar gilt die Reflexivitat, da
X=X XITR,und x = y,y =z [xX3 z (Transitivitat), aber x =y [y 3 x
ist im Allgemeinen falsch.

4. Ungefahr gleich (fuzzy) ist keine Aquivalenzrelation, da die Transitivitat
nicht erfullt ist.

Satz/Definition 3.7. Sei [Ceihe Aquivalenzrelation auf M. Zu a [ heif3t
[a] :={pb C\|b [a}

die Aquivalenzklasse von M und jedes Element b [J&] heilt ein Reprasentant
von [a]. Je zwei Aquivalenzklassen [a] und [b] sind entweder gleich oder disjunkt
(d.h. sie haben leeren Durchschnitt).

Beispiel 3.8. Fir (= mod 3) sind die Aquivalenzklassen

[0]={..,—-6,-3,0,3,6,...},
[1]={..,-5-2,1,47,...},
[21={...,—4,-1,2,5,8,...}.
Es gilt:
(0] L[ O] = Z.

Beweis (des Satzes[3.7). Zu zeigen ist, dass aus [a] n [b] # CIblgt, dass [a] = [b].
Sei dazu etwa ¢ [J&] n [b] und d [[&]. Dann gilt: d [Cal [cl1[b] also wegen
der Transitivitat d [Cbhlund daher d C[b]. Dies zeigt: [a] [[H]. Die umgekehrte
Inklusion [b] [d] folgt analog. Also insgesamt: [a] = [b]. —1

Definition 3.9. Sei [eihe Aquivalenzrelation auf M. Mit
M/[={[a] | a CW} 2V

(Sprechweise: M modulo D) Bezeichnen wir die Menge der Aquivalenzklassen.
Die Abbildung
m M- M/LADB [a]

heiRt kanonische Aquivalenzklassenabbildung.

Beispiel 3.10. Fur (= mod 3) auf Z ist t: Z - {[0], [1], [2]} die Abbildung
n 3 [Rest von n bei Division durch 3].

Bemerkung 3.11. Offenbar gilt:

n(a) = n(b) LCLT4) = [b].

Jede Aquivalenzrelation ist also im Prinzip vom Typ[1 in Beispiel (3.6 mit f =
m: M -~ N = M/CDas Urbild des Elements [a] CW/ sk ti([a]) = [a] M.
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Einer der wesentlichen Anwendungen von Aquivalenzrelationen ist es, dass
man mit ihrer Hilfe aus bekannten Mengen M neue interessante Mengen M/
konstruieren kann.

Beispiel 3.12. Die Konstruktion der Menge der rationalen Zahlen, geschrie-
ben, aus den ganzen Zahlen, Z. Dazu betrachten wir M = Z x (Z\{0}) und
definieren eine Aquivalenzrelation auf M durch:

(p1,01) (o, q2), fallspy - g2 = p2 - 01

Die Aquivalenzklasse [(p,q)] wird tblicherweise mit g bezeichnet, wobei p
dann Zahler und g Nenner heif3en. Also:

O O
Q:= Zx(Z\0) /]

Wir mussen einsehen, dass Cwiirklich eine Aquivalenzrelation ist. Reflexivitat
und Symmetrie sind klar. Transitivitat: Seien (py,q1) (P2, g2) und (p2,q2) 1
(Ps, Gs), also P10z = P20y uNd paQs = Psdz. Es folgt: p1020s = p20ads = P2Usts =
P30201, also g2(p1Gs—p301) = 0. Nungilt: g, # 0. In Z folgt daher: p1g3—psg: = 0,
d.h. (p1,q1) [(fs, Gs).

Addition und Multiplikation erkléaren wir reprasentantenweise:

S+qr
p_ r._ps+q und

pr_pr

q s gs q s q-s

Diese Definition ist nicht unproblematisch, da die rechten Seiten von der
Auswahl der Reprasentanten (p, q) Eglund (r,s) [labhangen. Das Beispiel

1,1_1-3+2.1_5
2" 3 2-3 6

2 -1_2:(=3+4- (1) _-10
47 = 4-(=3) —12

suggeriert aber, dass dies vielleicht doch kein Problem ist. Um allgemein
einzusehen, dass

+: M/CXIM/CD M/Cund - M/EXIM/CD M/

wohldefinierte Abbildungen sind, mussen wir zeigen, dass das Ergebnis
nicht von der Wahl der Repréasentanten abhangt. Zum Beispiel ist fur (p1, q;) 1
(P2, 02) zu zeigen, dass (p1S + qif, 01S) [([@2S + 021, 028) gilt. Also ist

(P1S + Gur) - QoS = (P25 + Gaf) - G

Zu zeigen, was aquivalent zu piS - 28 = p2S - (18 ist. Dies folgt aber aus
p102 = p20: durch Multiplikation mits?. Die Unabhangigkeit von der Auswabhl



3.2 Kongruenzen 43

(r2,s2) [J zeigt man genauso. Die Wohldefiniertheit der Multiplikation ist
ahnlich, aber einfacher.

SchlieBlich lasst sich Z als Teilmenge von Q auffassen mit Hilfe der Abbil-
dung:

ZE-LQ,nEL%.

Dabei bezeichnet der Pfeil [3 eine injektive Abbildung. Gelegentlich verwen-
den wir auch den Pfeil —»; dieser steht fur eine surjektive Abbildung. Jedes
Element g [CQ hat einen ausgezeichneten Reprasentanten (a, b) Eg = & mit

a, b teilerfremd, b > 0.
Bemerkung 3.13. Im Allgemeinen gibt es bei Aquivalenzrelationen keine
ausgezeichneten Reprasentanten. Dies sieht man beispielsweise an ahnlichen

Dreiecken: Zwei Dreiecke heiBen &hnlich, wenn die drei Winkel (a, 3, y) und
(a5B5YY bis auf die Reihenfolge tibereinstimmen (Abb. 3.3). Einen ausge-

% 4/@&
Abbildung 3.3. Zwei dhnliche Dreiecke.

zeichneten Reprasentanten gibt es nicht (Abb.[3.4).

|\ = erhN

Abbildung 3.4. Ahnliche Dreiecke.

3.2 Kongruenzen

Im Folgenden moéchten wir die Relation (= mod n) auf Z néher studieren.
Fur Z/(= mod n) schreiben wir kiirzer Z/n. Jedes Element [a] von Z/n hat
einen ausgezeichneten Reprasentanten i [{0, 1,...,n— 1}, ndmlich den Rest i
bei Division von a durch n. Die Restklasse von i ist

[i] = {i + kn | k CA}.

Haufig wird auch die Notation

\orlesung vom:
07. November 2008
Qualitatsstand:
erste \Version
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i = [i]

verwendet. Die Menge
Z/n={0,1,...,n-1}

hat also n Elemente. Elemente von Z/n lassen sich addieren und multiplizie-
ren:

i+j=i+j,i-j=i-j

Beispiel 3.14. n = 6.

AuRerdemist:2-(2:-5)=2-10=2-4=8=2.

Diese Addition und Multiplikation gentigt den Ublichen Gesetzen von Ad-
dition und Multiplikation, z.B. den Assoziativgesetzen:

Distributivgesetze:

Kommutativgesetze:

Um dies einzusehen, zeigt man am Besten, dass in der Definition
i+j=Tv5 15=1
das Ergebnis nicht von der Auswahl i Cilund j [jlabhangt: Sind also zwei
verschiedene Repréasentanten der gleichen Aquivalenzklasse i; und i bzw. j;
und j, gegeben, d.h.
i1=i, modn, ji=j, modn.

so folgt tatsachlich:

i1+ j1i=ip+]J, modn, ii-ji=izj, modn.
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Dann vererben sich ndmlich die Rechengesetze direkt aus denen fur + und -
inZ.Seialsoi; =i; mod n,d.h.i; —i; = k- nflr ein gewisses k 4. Daraus
folgt:

ih+j—(2+j)=k-n, alsoi;+j=i,+j mod n.

Analog:

i1j —i2j = jkn LI jl=ij mod n,
d.h. bei der Verknupfung hangt das Ergebnis nicht von der Wahl eines Re-
prasentanten der Klasse i ab. Eine analoge Rechnung zeigt Entsprechendes
fur die Klasse j.

Bemerkung 3.15. In Z/6 gilt:

2:3=6=0 A/,

obwohl 2,3 # 0. Ausa-b = a- c kann man also b = ¢ in Z/n nicht schlieRen.
Eine Ausnahme bildet der Fall, dass n = p eine Primzahl ist, denn aus

a-b=0 modp

folgt: p | a- b und daher p | a oder p | b (dies werden wir in Korollar 3.32
beweisen).

Es folgt:

Satz/Definition 3.16. Sei p eine Primzahl und @ CZ/p, a # 0. Dann gibt die
Multiplikation mit @ eine bijektive Abbildung

Z/p -~ Z/p, b3 a-b.

Das Urbild von 1 bezeichnen wir mit 2~ und heilt Inverses von a. Das Inverse a !
wird also durch ein Element u A reprasentiert, so dass

u-a=1 modp
gilt. u hei3t Inverses vona mod p.

Beweis. Ista-b; =a- by, so folgt: a - (E - b_z) = 0. Da daher p | a(b; — by), aber
nach Voraussetzung p [d folgt: p | by — b, und damit: by = bs.

Also: Z/p — Z/p, b B a-bist injektiv und somit bijektiv, da Z/p endlich ist.
D.h. CWmitu-a=1 CLCIWCA: u-a=1 mod p. 1

Beispiel 3.17. In Z/5 gilt: 2 CZ/5und 21 =3,da2-3=6=1 mod 5.
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3.3 Simultanes Ldsen von Kongruenzen

Gegeben zwei naturliche Zahlen n,m [CZ-;. Dann haben wir eine Abildung
Z > Z/InxZ/m, i3 (i modn,i modm).

Wir fragen: Ist die Abbildung surjektiv? Mit anderen Worten: Gibt es fur
gegebene a,b 4 ein x A4 mit

X =a mod n,
X=b modm?

Diese Fragestellung taucht auch bei der Kalenderrechnung auf:

Beispiel 3.18. In wie vielen Tagen féllt der nachste Vollmond auf einen Sonn-
tag?

Vollmond ist alle 30 Tage (in etwa), Sonntag alle 7 Tage. Der nachste Vollmond
ist Donnerstag, der 13.11., also in 6 Tagen. Ist x die gesuchte Anzahl (heute
ist Freitag, der 8.11.), so gilt:

X=6 mod 30,
X=2 mod 7.

Beispiel 3.19. Zahnrader, die ineinander greifen:

X =2 mod 10,
X=5 mod 12.

Es gibt keine Lésung, denn aus den beiden Kongruenzen folgt:

x=0 mod 2,
x=1 mod 2,

was ein Widerspruch ist.

Wie wir eben gesehen haben, sind simultane Kongruenzen nichtimmer l6sbar
und zwar ist

X =a mod n,
X=Db mod m,
hdchstens Iosbar, wenna =b mod ggT(n, m) = grof3ter gemeinsamer Teiler

von n und m (englisch: greatest common divisor gcd). Dass diese Bedingung
hinreichend ist, ist Gegenstand des sogenannten chinesischen Restsatzes.
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Wie berechnet man den ggT? Die Schulmethode ist folgende: Seien n,m [NI.
Dann schreibt man:

 —
n=pyoopr= P
i=1
und
1

f f,
m=p'-op = p,
i=1
d.h. man ermittelt eine Primfaktorzerlegung von n und m in p; paarweise
verschiedene Primzahlen mit Vielfachheiten g;, fi (4, (einige der e; bzw. f;
dirfen 0 sein). Dann ist

min(ey, f1) min(er, fy) min(ey, fy)
ggT(nim) =p, " eeep T =

i=1

Aber: Faktorisieren ist schwierig. Nur in einigen Spezialfallen kann man
Primfaktoren leicht erkennen. Jeder kennt aus der Schule die Regel, dass
eine Zahl genau dann durch 2 teilbar ist, wenn ihre letzte Ziffer gerade ist.
Aulierdem ist bekannt, dass eine Zahl genau dann durch 3 teilbar ist, wenn
ihre Quersumme es ist. Einige weitere Beispiele:

Beispiel 3.20.

Neuner—Regel: Ist n [Nl gegeben in der Form

1
n=  a-10'", & C{D,...,9},

i=0
also im in der Schule tiblichen Zehnersystem, so gilt:

1
n=Q(n):= ai mod 9,
i=0

dal10=1 mod 9. Q(n) heiflt Quersumme von n.

Elfer-Regel: Ist n wie oben gegeben, so ist die alternierende Quersumme die
Zahl Q'(n) mit:
1
Q)= (D'

i=0
Dann gilt: n = Q%n) mod 11, da—1=10 mod 11. Beispielsweise ist

Q'(143) = 3 + (—4) + 1 = 0 [ITlst ein Teiler von 143,

genauer gilt: 143 = 11 - 13, wie wir dann leicht berechnen kénnen.
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3.4 Das RSA-\erfahren

Faktorisieren ist so schwierig, dass dieses als Grundlage eines der weit-
verbreitesten ¢ [entlichen Verschlisselungsverfahren herangezogen wird,
namlich RSA (Rivest-Shamir-Adleman, 1978).

3.4.1 O [entliche Kryptosysteme

Diffie und Hellmann haben das Prinzip sogenannter ¢ [edtlicher Kryptosys-
teme beschrieben:

Alice mochte Bob eine Nachricht x schicken. Da es sein kénnte, dass Eve
mithdrt, verschlusselt Alice die Nachricht x in eine codierte Nachricht c.
Bob mdchte dann wieder aus der codierten Nachricht ¢ in die ursprungliche
Nachricht x zurtickgewinnen, ohne dass Eve dies kann. Dies funktioniert
nach Diffie-Hellman folgendermafen:

Die Verschlisselungsmethode von Bob soll 6ffentlich zugénglich sein. Alice
kann diese anwenden, um die Nachricht zu verschlisseln. Eve soll auch dann
keine Chance zum Entschlisseln haben, wenn sie das Verschllsselungsver-
fahren kennt.

RSA ist eine Umsetzung dieser ldee, die den sogenannten Kkleinen Satz von
Fermat benutzt.

3.4.2 Der kleine Satz von Fermat

Umden kleinen Satz von Fermat, den wir erst im nachsten Semester beweisen,
zu formulieren, bendtigen wir folgende Definition.

Definition 3.21. Die Eulersche ¢-Funktion ¢: Ns; — N ist definiert durch:
o(n) = %| 1<a<nmit ggT(an) = 1%

Beispielsweise ist $(6) = 2, da nur 1 und 5 mit 6 keinen gemeinsamen Teiler
besitzen. Mit dieser Notation kdnnen wir nun den Satz formulieren:

Satz 3.22 (kleiner Satz von Fermat). Sei x 4 mit ggT(x, n) = 1. Dann gilt:
x*™ =1 mod n.
Beweis. spéter —1

Beispiel 3.23. n = 6, ¢(n) = 2, x [{1,5}. Es gilt: 52 = 25 =1 mod 6, wie vom
Satz vorausgesagt.
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Es gibt auch einen sogenannten (grofRen) Satz von Fermat, auch Fermats
letzter Satz genannt, obwohl Fermat ihn wohl nur vermutet hatte und erst
Wiles ihn beweisen konnte:

Satz 3.24 (Satz von Wiles (auch: Fermats letzter Satz), Vermutung: Fermat
(17. Jhdt.), Beweis: Wiles (1997)). Fir n = 3 hat die diophantische Gleichung
(d.h. eine Gleichung, fur deren ganzzahlige Losungen man sich interessiert)

a"+b"=c"

keine Losung (a,b,c) CA® mita-b-c # 0.

3.4.3 Das RSA-Verfahren

Der kleine Satz von Fermat erlaubt es uns nun, das RSA-Verfahren zu erlau-
tern. Bevor Alice eine Nachricht schicken kann, muss Bob seinen 6ffentlichen
und seinen geheimen Schlussel produzieren:

e Bob wahlt zwei groRBe Primzahlen pg, gg mit ungefahr 100 Dezimalstellen
und berechnet:
Ng =pg-gg und ¢(ng) = (pg — 1) (ds — 1).

Dass ¢(ng) = (ps — 1) (gs — 1) gilt, ist nicht besonders schwierig zu zeigen;
wir werden auf solche Fragen im nachsten Semester nédher eingehen.

= AnschlieBend wahlt Bob eine Zahl dg mit

g9T(ds, $(ne)) =1
und berechnet eine Zahl eg, so dass:

dg-eg =1 mod ¢(ng).

e \eroffentlicht werden die Zahlen ng und dg, geheim bleiben die Zahlen
Ps, 08, ¢(ns) und eg.

Damit kann Alice nun die Nachricht verschltsseln und Bob sie wieder ent-
schltsseln:

« Alice codiert die Nachricht in eine Zahl x < ng und berechnet daraus die
verschllUsselte Zahl c:

dg

C=X mod ng.

e ¢ wird Uber den Nachrichtenkanal an Bob gesendet.
e Bob berechnet seinerseits y = ¢® mod ng.
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Dieses y liefert tatsachlich die urspringliche Nachricht x, denn es gilt:
y = CeB = (XdB)eB = XdB-eB_

Nun ist:
dg-eg = 1+k-P(ng) und y=x- (x?M))k,
x und n sind mit nahezu 100%-iger Wahrscheinlichkeit teilerfremd:

$(Me) _Me—ps—Gs+1 _
s N

ll

da ng [(pd + gg) (d.h. ng ist wesentlich gréRer als pg + gg, ohne dass wir
das Wort wesentlich hier genauer spezifizieren, entsprechend benutzt man
[Tl wesentlich kleiner). Mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit
lasst sich der kleine Satz von Fermat anwenden, also:

y=x-(x*M)k=x.1¥=x mod ng.

Da x < ng gilt, kennt Bob also die Nachricht x, weil jax =y mod ng.

Eve musste eg kennen, um die Nachricht zu entschliisseln, wozu im Wesentli-
chen die Kenntnis von ¢(ng) = (pg — 1) - (gg — 1) bendtigt wird, was wiederum
heil3t, dass ng in pg - qg faktorisiert werden muss. Das ist aber, wie schon
erwéhnt, sehr schwierig.

3.5 Der euklidische Algorithmus

Faktorisieren von Zahlen ist schwierig, wie wir im Abschnitt[3.4 tGber das
RSA-Verfahren erfahren haben. Gemeinsame Teiler zweier gegebener Zahlen
sind im Gegensatz dazu aber recht einfach zu finden, wie wir hier sehen
werden.

3.5.1 Der Algorithmus

Algorithmus 3.25 (Der erweiterte euklidische Algorithmus).

Input: a,b 4.

Output: d = ggT(a,b) und u,v A mit d = ua + vb.

u, v nennt man Bézoutkoe [ziehten flr den groften gemeinsamen Teiler.

1. Wir setzenx; = a, X, = b.

2. Fir i = 2 mit x; # 0 berechnen wir Xj;1 = Xj-1 — ¢ix; mit ¢; X und
0 < Xij;1 < |xi], bis schlief3lich xp41 = 0.
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3. Dannistd = x, = ggT(a, h).
Der erweiterte Teil des Algorithmus ist folgender:
4. Wirsetzenu; =1,u, =0undv; =0, v, = 1.
5. Firi=2,...,n—1seidann
Ui+1 = Uj-1 — GiU;
Vit1 = Vi-1 — GjVi.
6. Dann gilt firu =u,und v = vp:

d = ua + vbh.

Zunéchst ein Beispiel dazu:

Beispiel 3.26. a = 1517, b = 1221. Gemal des Algorithmus setzen wir: x; =
a = 1517, x, = b = 1221. Wir erhalten durch Division mit Rest:

1517 :1221 =1 =c,, Rest x3 = 296,
1221 :296 = 4 = c3, Rest x4 = 37,
296 : 37 = 8 = ¢4, Rest x5 =0.

Damitistxs = d = ggT(a, b). FUr den erweiterten Teil setzen wiru; = 1,u; =0,
vy = 0, v, = 1. Weiter erhalten wir:

U3 =U;—C-U=1-1-0=1,

V3=V;—0C -V, =0—-1-1=-1,
Ug=Up—C3-U3=0—4-1=—4
Vg =Vp,—C3-v3=1-4.(-1)=5.

Zur Uberprifung der Aussage des Algorithmus berechnen wir:
(—4) 1517 +5- 1221 = —6068 + 6105 = 37,

wie behauptet.

Bevor wir die Korrektheit des Algorithmus beweisen, fihren wir noch eine
Notation ein:

Definition 3.27. Seien X,y [_Z. Dann schreiben wir x | y, falls x die Zahl y teilt
(in Z), d.h. falls es ein k [CZ gibt mit x - k =y, und x Y, falls nicht.

Beweis (der Korrektheit von Algorithmus/3.25).
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1. Der Algorithmus terminiert, da alle x, 4 und

[Xo| > X3 >+ >x,=0.

2. Wir zeigen x, | xx mit absteigender Induktion nach k. Die Falle k = n,
d.h. X, | Xn, SOWie k = n + 1, d.h. X, | Xp+1, sind klar, da x,,; = 0. FUr den
Induktionsschritt seien X, | Xk+1 Und X, | X schon bekannt. Es folgt:

Def.
Xn | Xke1 + CXk = Xk-1.
Also:
Xn | X1 =aund X, | X2 = b,
d.h. x, ist ein gemeinsamer Faktor von a und b.

3. Sei e ein Teiler von a und b. Wir zeigen sogar: e | x¢ fur alle k. Wieder ist
der Induktionsanfang klar: e | x; und e | x,. Fur den Induktionsschritt
seien e | xj—; und e | x;j bekannt, woraus folgt:

€| Xi-1 = CiXi = Xj41.
Insbesondere gilt also: e | x,, d.h. d = X, ist der grof3ite gemeinsame Teiler

von aund b.

4. Um die erweiterte Aussage zu zeigen, beweisen wir x; = uja + vib fur alle
i. Fari = 1,2 ist dies klar wegen u; = 1,v; = 0,x; =aund u; = 0,v, =
1, X, = b. Fur den Induktionsschritt betrachten wir:

Uip1d + Vipgh = (Ui—1 — Ciuj)a + (Vi1 — Civj)b
= (Ui-1a + Vi-1b) — ci(uia + vib)
V.

Xi-1 — CiXj
= Xis1.
Der Fall i =n:
d = X, = upa + vpb = ua + vb,
was die letzte Behauptung beweist.
1

Korollar 3.28. Seien a,n [CZ. Es existiert ein U CA/n mitU-a = 1 CA/n genau
dann, wenn ggT(a, n) = 1. Ist dies der Fall und sind u, v die Bézoutkoeffizienten in
ua+vn =1, dann gilt: u = [u].

Beweis. U-a=1 [I_Lid+vn =1 fiir ein gewisses v CZ. [leder Teiler von
aundnteiltl. [Cggl(ab)=1lundua+vn=1CUu-B=10CA/n. —1
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3.5.2 Der chinesische Restsatz

Satz 3.29 (Chinesischer Restsatz). Es seien n,m [A-; und a,b [CA. Die simul-
tanen Kongruenzen 1

haben eine Losung x A genau dann, wenna =b mod ggT(n, m). In diesem Fall
ist x A bis auf Vielfache des kleinsten gemeinsamen Vielfaches

n-m
ggT(n, m)

eindeutig bestimmt, d.h. ist X 4 eine Ldsung, so ist

kgV(n,m) ;=

{Xo + 1 -kgV(n,m) |l A}

die Menge aller Losungen.

Beweis. Die Notwendigkeit hatten wir bereits gesehen (vor dem RSA-
Algorithmus). Um, falls

a=b mod ggT(n,m)=d

gilt, eine Losung zu konstruieren, berechnen wir d mit dem erweiterten eu-
klidischen Algorithmus:
d=un+vm.

Ist nun a = b + kd fur ein k 4, so ist x = a — kun eine Lésung, denn x = a
mod n ist klar und

X =a—kun =a-k(d—vm)
=b+kvm=b mod m.

Ist y eine weitere L6sung, so gilt:

X—=y=0 modn und x—y=0 mod m.
Ausn,m | x—y folgt kgV(n,m) | x —y, also:

y =x+1-kgV(n,m) fur ein gewisses | [4,

d.h. y ist tatsachlich in der angegebenen Menge aller Lésungen. 1

Beispiel 3.30. Ein Himmelskorper sei alle 30 Tage gut zu beobachten, das
letzte Mal vor 5 Tagen. Ich habe leider nur sonntags Zeit, heute ist Mittwoch.
Wann kann ich das nachste Mal den Himmelskdrper sehen?

Wir modellieren dies zunachst mit Hilfe von Kongruenzen:
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x=5=a mod30=nx=3=b mod7=m.

Dann berechnen wir mit dem euklidischen Algorithmus gemal des Beweises
des chinesischen Restsatzes u und v mit

1=9gT(30,7)=d=un+vm=u-30+Vv-7.

Wir wissen nach dem Satz, dass dies geht, daa = b mod 1 fur alle ganzen
Zahlen gilt. Es ergibt sich: u = =3, v = 13. Nun schreiben wir:

5=a=b+kd=3+2-1,
woraus sich die Lésung
x=a—-kun=5-2.(=3)-30=185=-25 mod 210

ergibt. Also: in 25 Tagen kann ich den Himmelskorper beobachten (das hétten
wir Ubrigens auch zu Ful recht einfach berechnen kdénnen).

Ware heute aber ein Montag, d.h. b = 1, so wirden wir folgendes erhalten:
5=a=b+kd=1+4"1,

also: x =5-4-(-3)-30 = 365 = 155 = =55 mod 210. Ich musste also noch
55 Tage warten.

Beispiel 3.31. Oft kann man mit Hilfe des chinesischen Restsatzes ganze Zah-
len schon an wenigen Kongruenzen erkennen. Wir berechnen hier die ganzen
Zahlen, die folgende Kongruenzen erfullen:

mod 2,
mod 3,
mod 5,
mod 7.

X X X X
I}
N W NP

2,3,5,7 haben offenbar paarweise keine gemeinsamen Teiler auRer 1. Der
chinesische Restsatz sagt uns also, dass eine simultane Losung fur alle vier
Gleichungen existiert. Der Beweis des Satzes erklart auch, wie wir eine solche
Losung finden, namlich mit Hilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus.

Es gilt zunachst einmal:
g9T(2,3)=1=u-2+v-3mitu=-1lundv =1,
d.h.wegen1l=2+(-1)-1ist
Xp=1—(-1)(-1)-2=-1

eine simultane Losung der ersten beiden Kongruenzen, also eine Zahl, fur
die gilt: x;p =-1 mod 2-3 =6.
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Weiter gilt: ggT(6,5) =1 =u-6+v-5mitu =1undv = -1, d.h. wegen
—1=3+(—4) listXps =—-1—(—4)-1-6 =23 eine Lésung der ersten drei
Kongruenzen, alsox =23 mod 2-3 -5 = 30.

Zuletzt betrachten wir noch: ggT(30,7) =1 =u-30+Vv: -7 mitu = =3 und
v =13,d.h.wegen23 =2 +21-1ist

X134 = 23 —21- (—3) -30=1913 =23 mod 210

eine simultane Lésung aller vier Kongruenzen.

3.5.3 Weitere Folgerungen aus dem euklidischen Algorithmus
Vorlesung vom:

Mit Hilfe des euklidischen Algorithmus kénnen wir nun Primzahlen auf 14. November 2008

andere Weise charakterisieren: Qualitatsstand:
erste Version

Korollar 3.32. Sei p [4-;. Folgende Aussagen sind &quivalent:

1. p ist eine Primzahl.

2.d|p,d (45 CdTH{1,p}
3. [ab [(Agqilt:p|a-b [Cplhoderp|b.
Beweis. Die Aquivalenz der ersten beiden Aussagen ist die Definition einer

Primzahl; wir missen also nur noch die Aquivalenz der letzten beiden Aus-
sagen zeigen:

[3. CIZZdAngenommen, [2. ist nicht erfullt. Dann existiert ein Teiler a | p mit
l<a<p Seialsoa-b=p Danngiltp|a-b, aber p Caundp [DH, da
1 <a,b < p. Also:[3. ist nicht erfullt.

[2. [[3:1Seil2. erfullt und p | a-b. Angenommen, p [d. Wir mtissen dannp | b
zeigen. Wegen p [4 gilt ggT(a, p) < p und wegen 2| folgt: ggT(a,p) = 1.
Nach dem erweiterten euklidischen Algorithmus existieren u,v A mit
1 = ua + vp. Damit folgt:

p|ab [CpJliab Cpfuab + vphb) = (ua+vp)-b=h,
also: p | b.
1

Wir kénnen jetzt zeigen, dass jede ganze Zahl in Primfaktoren zerlegbar ist;

Satz 3.33 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Sei 0 # n [CZ. Dann existieren
€ [{1, -1}, r [N und nicht notwendig verschiedene Primzahlen py, ..., pr, S0 dass
1
N=¢gpy--pPr=¢€ Pi-
i=1

Die Darstellung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Faktoren.
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Beweis. Existenz: Induktion nach |n|. Ohne Einschrankung (oft o.E. abgekurzt)
sein>0,alsoe=1.Istn=1,s0iste =1undr = 0. Ist n eine Primzahl, dann
kénnen wir r = 1, p; = n wéhlen.

Andernfalls existieren Faktoren a,b [C4-; mita-b = n. Wegen |, |b| < |n| exis-
tieren fUr aund b Primfaktorzerlegungen nach der Induktionsvoraussetzung,
etwa

a=pi-Pr, b=010r,.
Dannistr =r, + r, und

n=a-b=pi- Pr, A 0.
Eindeutigkeit: Ohne Einschrankung sei n > 0. Angenommen,

n=pyopr=0rGs

mit p;, q; Primzahlen. Wir mussen zeigen, dass dies bis auf Reihenfolge die
gleiche Faktorisierung ist. Insbesondere mussen wir r = s zeigen. Wieder
verwenden wir Induktion, und zwar nach r. Wegen

Prin=a- 0

gilt p; | q¢ fur ein gewisses k nach Eigenschaft[3] von Korollar([3.32 tiber die
Charakterisierung von Primzahlen. Da g; eine Primzahl ist, folgt p, = g und
nach Umnummerierung der g; dirfen wir k = s annehmen. Wir haben also

P Pr-1-Pr =01 0s-1 " Pr.

Es folgt:
Pr- Pr-1 =01 Qs-1.
Dies ist ein Produkt aus weniger Faktoren, so dass nach der Induktionsvor-
aussetzung folgt:
r-1=s-1, dh.r=s
und
Pr-Pr-1 =01 Qr-1,
bis auf Reihenfolge der Faktoren. 1

Wir haben weiter oben das kleinste gemeinsame Vielfache schon kennen
gelernt; mit dem obigen Satz kénnen wir es nun formal einftihren:

Definition 3.34. Seien a,b ["Z.y. Dann bezeichnet kgV(a,b) das kleinste ge-
meinsame Vielfache (englisch: lowest common multiple lcm(a, b)) von a und b.
Das kgV existiert und es gilt:

a-b

kgV(a, b) = m
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Aufgaben

Aufgabe 3.1 (Aquivalenzrelationen). Auf M = N x N definieren wir eine
Relation Cdurch
(a,b) [(dd) [T dHAd=b+c

1. Zeigen Sie, dass [Ceine Aquivalenzrelation auf M ist.
2. Beschreiben Sie die Aquivalenzklassen [(1,1)] und [(3,1)].

3. Wir definieren eine Addition auf M/ Cdurch komponentenweise Additi-
on,d.h..
[(ab)] + [(c,d)] = [(a+c,b+d)].

Zeigen Sie die Wohldefiniertheit, d.h. zeigen Sie, dass fir (a,b) @by
und (c,d) C(@dYauch (a+c,b+d) C@H o™ dY gilt.

4. Die Menge M/ it der so definierten Addition isteine in der Mathematik
wohlbekannte Menge. Welchen Namen hat diese Menge?

Aufgabe 3.2 (Der chinesische Schafer). Ein chinesischer Schafer hat ein Her-
de von hdchstens 200 Tieren. Um sie exakt zu zéhlen, lasst er sie des Abends
immer zu zweit durch ein Gatter laufen und stellt fest, dass ein Tier Ubrig
bleibt. Am nachsten Abend lasst er die Tiere immer zu dritt durchs Gatter
laufen und stellt ebenfalls fest, dass eins Ubrigbleibt. Am dritten Tage macht
er dasselbe mit 5 Schafen und stellt wieder fest, dass eines Ubrig bleibt. Am
vierten Abend schlief3lich l&sst er 7 Schafe auf einmal durchs Gatter, und es
bleibt kein Schaf tUbrig. Wie groR ist die Herde?

Aufgabe 3.3 (Grofdter gemeinsame Teiler).

1. Sei a = 2387 und b = 2079. Bestimmen Sie ohne Computer den grof3ten
gemeinsamen Teiler d = ggT(a, b) und die Bézoutkoeffizienten u und v,
d.h. finden Sie u und v mit au + bv = d.

2.Sei a = 139651 und b = 111649. Bestimmen Sie ohne Computer das
kleinste gemeinsame Vielfache von a und b.

Aufgabe 3.4 (Gemeinsame Teiler). Verwenden Sie das Computeralgebrasys-
tem MAPLE, um folgendes Experiment durchzufiihren: Wahlen Sie zuféllig
10.000 Paare von Zahlen zwischen 0 und 10° und zéhlen Sie, wie viele Paare
einen gemeinsamen Teiler ungleich eins haben. Wiederholen Sie das Experi-
ment fr jeweils 10.000 Paare zwischen 0 und 10° bzw. 0 und 102, Geben Sie
einen Ausdruck lhres Maple-Programmes mit ab.

Aufgabe 3.5 (Inverse in Z/n).



58 3 Agquivalenzrelationen und Kongruenzen

1. Zeigen Sie: a [4/n hat genau dann ein multiplikatives Inversesu [CA/n,
wenn a und n keinen gemeinsamen Teiler haben, d.h. wenn ggT(a,n) =1
ist.

2. Zeigen Sie: Dieses Inverse u von a ist dann in Z/n eindeutig bestimmt.

Aufgabe 3.6 (Zur Qualitat von Primzahltests mit Hilfe des kleinen Satzes

von Fermat). Nach dem kleinen Satz von Fermat gilt: p ist Primzahl =["_"1

a'=1 mod p [Aiit ggT(a,p) = 1.

Verwenden Sie MAPLE, um zu zeigen, dass die Umkehrung nicht gilt, d.h.
finden Sie eine zusammengesetzte Zahl n, fir diea”™ =1 mod n furalle a
mit ggT(a,n) =1 gilt.

Aufgabe 3.7 (Kongruenzen). Sei p eine Primzahl und seien a,b [CN. Zeigen
Sie:
(@+b) =a+b” mod p.

Aufgabe 3.8 (Zahnrader). In der unten stehenden Skizze sehen Sie drei Zahn-
rader, die ineinander greifen und die sich um ihren jeweiligen Mittelpunkt
drehen lassen. Gibt es eine Einstellung der Zahnrader, so dass alle drei Zeiger
(d.h. die dicken Striche) nach oben zeigen? Falls ja, geben Sie an, um wieviele
Zacken man das linke Rad in welche Richtung drehen muss, damit alle drei
Zeiger nach oben zeigen?
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4

Die reellen Zahlen

Mit R bezeichnen wir die Menge der (unendlichen) Dezimalzahlen, der reel-

len Zahlen. Wir fassen die Eigenschaften von R in einigen Axiomen zusam-

men, auf die wir alle weiteren Sétze aufbauen werden. Problem:
mehr sinnvollen Ein-
leitungstext

4.1 Die Koérperaxiome

Auf R sind zwei Verknupfungen +, - erklart:
+: RxR 5 R, (a,bh)B a+hb,
<+ RxR 5 R, (a,b)3 a b

R ist ein Korper im Sinne der folgenden Definition:

Definition 4.1. Eine Menge K zusammen mit zwei Abbildungen

+: KxK - K, (a,b) B a+b,
o KxK 5 K, (a,b)B a-h.

heil3t ein Korper (Achtung! englisch: field), wenn folgende Axiome erftllt sind:

K1 (Axiome der Addition):
K1.1: Die Addition ist assoziativ:

(@+b)y+c=a+(b+c) [albc [K.

K1.2: Die Addition ist kommutativ:

a+b=b+a [A&lb K.
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K1.3: Existenz der 0 (neutrales Element der Addition):
[0I[K:a+0=a [allK.

K1.4: Existenz des Negativen:
[ATK [al'TKkmita™a=0.
atheiRt Negatives zu a und wird tblicherweise mit —a bezeichnet.

K2 (Axiome der Multiplikation):
K2.1: Die Multiplikation ist assoziativ:

(@-b)y-c=a (b-c) [@b,c K.

K2.2: Die Multiplikation ist kommutativ:
a-b=b-a [alb K

K2.3: Existenz der 1 (neutrales Element der Multiplikation):
[TI[K:1-a=a [allK

K2.4: Existenz des Inversen:
AT K\{0} [(aF[Kmita-“a=1.
atheiRt Inverses zu a und wird tiblicherweise mit a~* oder £ bezeichnet.
K3 (Distributivgesetze): Man kann ausmultiplizieren:
a-(b+c)=a-b+a-c [Abc [K,

und
(@+b)y-c=a-c+b-c [abc[K

Auler den reellen Zahlen kennen wir schon einige andere Korper:
Beispiel 4.2.

1. Qist ein Kdrper.
2. Ist p eine Primzahl, so ist Fp, := (Z/p, +, ) ein Korper.

3. Insbesondere ist F, ein Kdrper. Addition und Multiplikation kann man
durch folgende Verkniipfungstafeln angeben:

+\01 -\01
0j01 0|00
1110 1{01

4. (Z, +,") ist kein Korper, da das Axiome K2.4 nicht erfullt ist, d.h. es exis-
tiert nicht fur alle ganzen Zahlen ein Inverses in Z, beispielsweise fur
2 (4. Genauer existiert hier nur fur 1, —1 ein Inverses.
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4.2 Ringe

Definition 4.3. Eine Menge (R, +, -) mit zwei Verkntpfungen, fir die alle Kérpe-
raxiome bis auf K2.4 gefordert werden, heil3t ein kommutativer Ring mit 1. Wir
werden meif3t nur Ring dazu sagen, da bei uns allgemeine Ringe selten eine Rolle
spielen werden. Ein allgemeiner Ring ist eine Menge, bei der auler K2.4 auch K2.2
und K2.3 nicht gefordert werden.

Beispiel 4.4.

1. Jeder Korper ist ein Ring.
2. (Z,+,") istein Ring.

3. (Z/n,+,") ist ein Ring fur jedes n [X.;. Dieses Beispiel zeigt, dass in
Ringen aus a - b = 0 nicht unbedingt folgt, dass a = 0 oder b = 0 gilt.

4.3 Folgerungen aus den Koérperaxiomen

Aus den Kérperaxiomen kénnen wir recht schnell einige Folgerungen ziehen,
die uns im Fall der reellen Zahlen geldufig sind:

Proposition 4.5 (Eigenschaften von Kdrpern). Sei (K, +,:) ein Kdrper. Dann
gilt:
1. Die neutralen Elemente 0,1 [K sind eindeutig bestimmt.

2. Das Negative —a zu a [K und das Inverse a™* zu a [CR\{0} sind eindeutig
bestimmt. Wir schreiben a — b fiir a + (=b) und 2 fura - b
3.(-1):(-1)=1,0-a=0 [@TK.

4. In Summen und Produkten kommt es nicht auf Klammern und Reihenfolge an,
denna; +---+an unda; - - - a, haben stets den gleichen Wert, unabhéngig davon,
wie wir Klammern setzen und die Reihenfolge wahlen.

Beweis.

1. Sei 0”[CK ein weiteres Nullelement. Dann gilt: 0“4+ a = a [@IK, insbe-
sondere:
0= 0% 0 "L? 0.+ 0HL3 o

Genauso:
1=1"1=1.1F=1"
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2. Sei a~kin weiteres Negatives zu a. Dann gilt also: a~ a = 0 und daher:

—a=0+(-a) = (@7 a) + (-a)
=a% (a+(-a)) =a"% ((—a) + a)
=a+0=0+a"=a"

Fur Inverse a~! argumentieren wir analog.

3. Esgilt:
0-a=(0+0)-a=0-a+0-a

Daraus folgt:

0=-(0-a)+0-a=—-0-a+(0-a+0-3)
=(—(0-a)+0-a)+0-a=0+0"a
=0-a

Fur die andere Aussage gehen wir &hnlich vor:

0=0-(-)= (-D+D- (-]
= (-1 (D+1- (-
= (-1 (-1 + (1),

Dies zeigt: (—1) - (—1) = 1, wegen der Eindeutigkeit des Negativen.

4. Wir betrachten die Addition und fihren Induktion nach n durch. Fir
n = 2 ist nichts zu zeigen. Der Fall n = 3, d.h.

(a1 +ay) +az =ay + (a2 + a3)

ist das Assoziativgesetz K1.1.

Fur den Induktionsschritt n —1 — n nehmen wir nun an, dass n = 4 und
dass die Behauptung fir kleinere n schon gezeigt ist. Sei

(@ +- - +a)+ (e + - +an)
die dullerste Klammerung. Wir zeigen:
@+ ta)+ (@t tan) =a+ @+ (o + @-1+an) )

Im Fall k = 1 ist dies klar mit der Induktionsvoraussetzung. Sei also k = 2.
Dann gilt mit der Induktionsvoraussetzung:

a+ oty =ar+ @+ +a),

also:
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@+ Fa)+ (@t +a) = (@+@+ +ad) @t +an)

K1.1 (Ass.)
= T+ (@t +a) (A + o +an))

R )

Far die Multiplikation argumentiert man genauso.

SchlieRlich noch zur Reihenfolge: Wir wissen aus dem schon Bewiesenen

und dem Kommutativgesetz, dass
ap+a+:-+ap=ay+a;+az+ - -an.

Da wir jede Permutation der Summanden von a; + - - - + a, durch wieder-
holtes Vertauschen benachbarter Summanden erhalten kdnnen, folgt die
Behauptung.

1

Da endliche Kdrper in der Informatik von besonderer Bedeutung sind, geben
wir noch ein Beispiel dazu:

Beispiel 4.6. Der Korper F3 mit genau drei Elementen, oft bezeichnet mit
0,1,-1, d.h. F3 ={0, 1, -1}, hat folgende Verknipfungstafeln:

+

k=)
e E=1k=)
Oll‘l—\H
=N ==
k=)
oo o|o
=P ol
=l

Die Verknupfungstabellen von F, und Z/2 sind identisch und jene von F3
und Z/3 gehen durch —1 & 2 ineinander Uber, d.h. die beiden Korper haben
die gleiche Struktur. Allgemein haben wir schon gesehen, dass Z/p genau
dann ein Korper ist, wenn p eine Primzahl ist.

Gibt es einen Korper mit genau 4 Elementen? Wie wir eben bemerkt haben,
kann Z/4 kein Korper sein, weil 4 keine Primzahl ist. Die Frage wird in den
Ubungsaufgaben beantwortet werden.

4.4 Die Anordnungsaxiome

Auf R sind gewisse Elemente mit x > 0 ausgezeichnet.

Definition 4.7. Ein angeordneter Korper ist ein Korper K zusammen mit Teil-
mengen positiver Elemente
{x K| x>0},

so dass folgende Axiome erftllt sind:

Vorlesung vom:

19. November 2008
Qualitatsstand:
erste \Version
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Al: Fur jedes Element x [CK ist genau eine der Eigenschaften x > 0, x = 0 oder
—x > 0 erfullt.

A2:Sindx>0undy>0,soauchx+y>0.
A3: Sindx>0undy>0,soauchx-y>0.

Bemerkung 4.8.

1. Ist K ein angeordneter Korper, dann ist Q [3 K auf natirliche Weise,
wir kdnnen die rationalen Zahlen also als Teilmenge jedes angeordneten
Korpers ansehen.

Dies kénnen wir wie folgt beweisen. Wir betrachten zunéchst die Abbil-
dung:
1
N—>K,nQ 1K=n-1K,
i=1
wobei 1k das 1-Element im Korper K bezeichnet. Alle Bilder dieser Ab-
bildung sind positiv, denn nach A1-A3 ist:

1K:1K'1K:(_1K)'(_1K)>O! dalk # 0und 1k > 0 oder — 1k > 0.

Die Abbildung ist injektiv, da, falls n - 1x = m - 1x,n = m, folgt: (n — m) -
1k = 0 und dies ist nur fur n = m mdéglich. Endliche Kérper lassen sich
daher nach dem Schubfachprinzip nicht anordnen (N - F ist fur einen
endlichen Kérper F (z.B. fur F = Fp) nicht injektiv). Also: N [3 K.

Z 3 Kist dann durch —n 3 n - (=1k) fur n > 0 definiert. Schlielich
definieren wir

a a- 1k
3K -B .
Q "b b1k

2. Fur endliche Korper Fy = F mit q Elementen ist das kleinste Element
p NI mitp- 1 = 0 eine Primzahl.

Waére ndmlich a-b - 1x = Omita- -1k # 0 und b 1x # 0, so ergdbe
a-b-1x = (a-1k) - (b- 1) = 0 einen Widerspruch: Produkte von Elementen
ungleich Null sind in einem Kdrper stets ungleich Null, denn:

a-b=0[Ka#0[bd1-b=@'-a) b=al (@ab=al0=0,

d.h.b=0.

Diese Primzahl heit Charakteristik von Fg, notiert: char(Fq) = p. Ist
Q L[KI so schreiben wir char(K) = 0.

Bemerkung/Definition 4.9. Ist K ein angeordneter Korper, so definieren wir
eine Relation > auf K durch

x>y: LI k¥y>0.
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Die Relation < ist definiert durch: x < y : [CI_Iyl> x und die Relation =
durch:
x=y: LI k¥ yoderx>y.

= ist eine reflexive und transitive Relation: Offenbar ist namlich x = x X1IK
und ferner folgt aus x = y und y = z, dass x = z, da:

Xx—-y=20,y-z=20 [xXdy+y-z=x—-z=0.

Durch
x, fallsx=0,

=" falls —x =0

ist der Betrag von x definiert. Es gilt:

1. |x|=0.
2. |x| = 0 genau dann, wenn x = 0.
3. -yl =1Ix"lyl By [K.
4. A-Ungleichung:
X+ yl < x| +|yl.

Die ersten Aussagen sind klar oder einfach zu zeigen, die letzte zeigt man,
indem man alle Falle von Vorzeichen durchspielt: x > 0,x = 0,—x > 0,
y>0,y=0-y>0.

Definition 4.10. Ein archimedisch angeordneter Kérper ist ein angeordneter
Korper K, der zusatzlich das Axiom

A4 XK [N [N mithn=n-1k > Xx.

erfullt.

R und Q sind Beispiele fur archimedisch angeordnete Kérper. Ein Beispiel fur
einen nicht archimedisch angeordneten Kérper kdnnen wir hier noch nicht
geben. In einem nicht archimedisch angeordneten Korper gibt es Elemente
x [K, die groRer als jedes n [T, also in gewissem Sinne unendlich groR sind.

4.5 Irrationale Zahlen

Das letzte Axiom, das wir fur die Charakterisierung von R bendtigen, ist das
sogenannte Vollstdndigkeitsaxiom. Bevor wir dieses besprechen, sei daran
erinnert, warum wir mit Q nicht zufrieden waren.
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Beispiel 4.11. 1. Nach dem Satz des Pythagoras ist die Léange der Diagona-
len ¢ in einem Quadrat der Kantenlange a = b = 1 wegen a® + b? = ¢?
gerade v

c= 2.
Es gilt: v
2¢Q.
Mgn sagt auch, dass 2 irrational ist. Nehmen wir namlich an, dass
2 = 2 mitp,q CZ und ggT(p,¢) = 1, dann folgt:

2
-2 [T_Pf = p? [pidt gerade,

da p? von 2 geteilt wird. Also:

p =2k [268= (2k)? = 4k’ g’ ¥ 2k’ [gidt gerade .

2 ist daher ein gemeinsamer Teiler von p und g, was aber ein Widerspruch
zur Voraussetzung ggT(p,q) = 1 ist. Daher muss die Annahme falsch
gewesen sein.

2. Wirwollen allgemein zwei Strecken a, b vergleichen. Wir sagen, dassa und
b kommensurabel (lat. zusammen messbar) sind, falls es ganze Zahlen
k, I A4 gibt, mit:

a=k-d, b=I-d,

wobei d eine gemeinsame Teilstrecke ist (Abb.[4.1). Zwei Strecken heilRen

Abbildung 4.1. Kommensurabilitdt am Beispiel zweier Strecken a und b, die beide

von einer Teilstrecke d geteilt werden. Hier:a = 7.d, b = 5.d, d.h. % = %

inkommensurabel, wenn sie kein solches gemeinsames Teilstlick haben.
Wenn es aber eines gibt, dann kénnen wir es finden, indem wir analog
zum euklidischen Algorithmus die kirzere Strecke von der Groferen
abtragen und den Rest nehmen und mit der kleineren und dem Rest
fortfahren.

Die Pythagoraer haben die Existenz von inkommensurablen Strecken ent-
deckt: sie konnten beweisen, dass die Seite und die Diagonalen in einem
regelmaRigen Funfeck inkommensurabel sind. Das eben beschriebene
Verfahren des fortwdhrenden Wegnehmens des Restes bricht namlich
nicht ab.
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Abbildung 4.2. Die Inkommensurabilitat am regelméaRigen Fiinfeck: das Verfahren
des fortwéahrenden Wegnehmens des Restes bricht nicht ab.

Aufgaben

Aufgabe 4.1 (Endliche Korper).
1. Gibt es einen Kdrper mit genau 4 Elementen? Falls ja, so geben Sie die
Verknupfungstafeln an. Beweisen Sie lhre Antwort.

2. Gibt es einen Korper mit genau 6 Elementen? Falls ja, so geben Sie die
Verkntpfungstafeln an. Beweisen Sie lhre Antwort.

Aufgabe 4.2 (Karatsubas Algorithmus). Der klassische Multiplikationsalgo-
rithmus fiir zwei Zahlen a und b mit héchstens n = 2¥ Bits benétigt O(n?)
viele Schritte. Karatsubas Algorithmus funktioniert wie folgt:

= Input: Zwei Zahlen a und b mit héchstens n = 2% Bits.

e Zerlegea=a; +a2% und b = by + by27.

e Berechne rekursiv ¢; = ajhy, €3 = asby, ¢ = (a1 + a2)(by + by) — ¢ — 3.
e Gebe als Ergebnisc =c¢; + 227 + ¢32" zurlick.

Zeigen Sie: Die Laufzeit des Algorithmus ist in O(n'°%3) CQ(n%9).

Aufgabe 4.3 (Irrationale Zahlen). Zeigen Sie:

Vo vV V_
1. 3, 15, 45sindirrational,

2. 2istirrational,
3. vﬁ ist irrational fur jede Primzahl p.
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Konvergenz

Konvergenz ist die zentrale Idee der Analysis.

5.1 Folgen

Definition 5.1. Eine Folge (an) (= (a@n)nm) reeller Zahlen ist eine Abbildung
N - R, nE2 a,.

Ublicherweise bekommt die Abbildung keinen Namen, sondern man verwendet In-
dizes: a, heiflst n-tes Folgenglied.

Beispiel 5.2.
1. (&) = (}),d.h.a, = &
(n) (n) n n I::Il- 1 1 1 =
"2'3'4"
2. (an) = (2"):
2,4,8,16,....

Beispiele von Folgen kennen wir aus Intelligenztests. Dort besteht die Auf-
gabe oft darin, das néchste Glied einer begonnenen Folge anzugeben, z.B.:

2,4,3,6,5,10,9,18,...
Hier ist das Gesetz dazu:

2-a,, fUrnungerade,

ans1 = y
1= a,-1, firngerade.

Weitere Beispiele:

Problem:
mehr sinnvollen Ein-
leitungstext
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Beispiel 5.3.
1. Die Folge (f,) =(0,1,1,2,3,5,8,13,...), also
faor = fn+ fpmr frn=2und f; =0, f, =1,

heil3t Folge der Fibonacci-Zahlen (siehe auch Abschnitt|1.3.4).

2. Die Folge
(an) = (1,2,4,6,10,12,16,18,22,...)

gehorcht dem Gesetz: a, = n—te Primzahl —1.

In der Analysis werden Folgen verwendet, um eine gesuchte Zahl besser und
besser zu approximieren:

(3,3.1,3.14,3.141,3.1415,...)
approximiert die Kreiszahl
T = 3.141592. ..

immer besser, je grof3er n ist. Wir geben dieser Idee einen préazisen Sinn:

Definition 5.4. Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen und a R eine weitere Zahl. (a,)
heil3t konvergent gegen a, in Zeichen

lima, = a,

n-oo

wenn [£3> 0 [np = np(g) [, so dass |a, — a| < € [nl= no.
a heiRt Limes oder Grenzwert der Folge (an).

Beispiel 5.5.

1 (an) = (%). Es gilt: Iimnam% = 0, denn ist € > 0 vorgegeben, so existiert
nach dem Archimedischen Axiom ein ng mit ng > % und daher:

1 1
€>— = — [nkng.
Np N
Also gilt:
a_o%:é%:£<slﬂlzno.
n n n
2. Es gilt:
n-o N
In der Tat gilt:
%+1_1E=13i<8f[]rn0<8,
n n no

wie im vorigen Beispiel. Also: ng = I:é]l___l
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3. Die konstante Folge (a,) mit a, = a fur ein gewisses festes a konvergiert
gegen a.

4. Die Folge ((—1)") konvergiert nicht, denn: Ist lim,_ (—1)" = a fur ein a,
so existiert zu € = 1 ein ng, so dass

%—1)n - a%< 1 Mk n.

Insbesondere gilt:

2 = %ﬂ)“‘) —a+a+ (—1)”0“5

YL fayo - o 8- (cayonf

< 1+41=2

Dies ist ein Widerspruch.
Vorlesung vom:

Bemerkung 5.6. Fir jedes € > 0 liegen bis auf endlich viele Folgenglieder a, 21- November 2008

alle Folgenglieder einer gegen a konvergenten Folge in dem Intervall Qualitatsstand:
erste Version

la—€a+¢],

wobei dies wie folgt definiert ist.

Definition 5.7. Wir definieren flir a,b R mit a < b die folgenden Intervalle:

[a,b] ;= {x (R |a<x<b} (geschlossenes Intervall),
la,b[ :={x (R |a<x <b} (olendes Intervall),

[a,b] :={x (R |a<x<b} (halbo [edes Intervall),
la,b] :={x (R |a<x<b} (halbo[enes Intervall).

Manchmal schreibt man fiir ]a, b[ auch (a, b) etc.

Bemerkung 5.8. Der Grenzwert a = lim a, einer konvergenten Folge ist ein-
deutig bestimmt.

Beweis. Seia” 'R ein weiterer Grenzwert. Dann gibt es zu € > 0 Zahlen ny, ny,
so dass
lan —a| < € [AI= Ny, |a, —a'f< e CA=n,.

Dann gilt fur n = max(ny, ny):
la—af=la—a, +a, —af<|a—an| +]a, —af'< e +e=2e.

Also: |a— a'f'< 2¢ fiir jedes beliebige € > 0 und daher: a = a’ —
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Satz 5.9 (Rechenregeln fur Grenzwerte). Es seien (a), (bn) zwei konvergente
Folgen mit Grenzwerten a = lima,, b = lim b,,. Dann gilt;

1. Auch die Folge (a, +by) ist konvergent mit Grenzwert a+b. Mit anderen Worten:
lim(a, + by) = lim a, + lim by,
n— oo n- oo n- oo

falls die rechte Seite existiert.

2. Die Folge der Produkte (a, - by) konvergiert mit Grenzwert a - b bzw.:
lim(an - by) = lima, - lim by,
n-oo n-oo n-oo

falls die rechte Seite existiert.

OO
3. Istb # 0 und b, # 0 fUr alle n, so konvergiert auch die Folge g— und es gilt:

. a lima a
lim =2 = —2 =2,
n— oo bn Ilmbn b

Beweis.

1. Sei € > 0 vorgegeben. Nach Voraussetzung [ni, n, [N, so dass
€ €
lan —a| < 3 [nl=n; und |by — b < 2 [nl= n,.

Dann gilt fur ng = max(ny, ny):
A-Ungl.

9
an+b,—(@+b)| =la,—a+by,—=b] < |a,—al+|bh—b <§+§:£IIEn0.
2 2

2. Wir verwenden die A-Ungleichung in der Form:

|anbn — ab| = |anbn — anb + anh — ab|
< |anbn = anb| + |anb — ab| = |an| - [on = b[ + [b] - [an —a].
Nach Voraussetzung existiert zu € = 1 ein ny, so dass
[an —al <1 [Nk n; Call< |a| + 1 [Nk ng, |by| < |b] + 1.
Far m > ( existiert ein n3, so dass

€

a0 =8l < 2067 1)

ns.

Sei dann ng = max(ny, Nz, n3). Dann gilt:
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[anbn — ab| < [an| - [o = bn| +[b] - [an — 2
= (jal +1) - [p=bn[ +([b] +1) - |an — 2|

€ €
< 1) —— 1) ——
(la] + 1) 2@+ (Ibl + 1) 200+ D)
_E_ ¢
2 2
=€
fur alle n = ng = max(ny, ny, n3).
3. Die wesentliche Abschatzung ist dieses Mal:
|a_n_§ B anb—abnI
bn b' bnb
_ |apb —ab + ab —aby|
[bnb]
|anb — ab| + |ab — abp|
[bn| - [b]
_lan—al- bl Jal-Jb=ba|
[bn| - [b] [bn| - o

Zue =1 >0 [y sodass|b, —b| < & mEny, dh.

bl _ 1

ool > Il = 5 = 2

[nEn

wegen der Konvergenz von (b,) gegen b # 0. Also gilt fur n = n;:

o _aH ln-al ba=bl _|a=al  [al o =b]

by b= o bl S o2 T o2

77

Sei € > 0. dann existiert ein ny, so dass |a, — a| < ? [n1= n, und es

existiert ein nz, so dass |b, — b| < (|a|i1) : % - €. Damit gilt;
an a, _€-b 2 bf? 2
———|<——=+(a|+1) ——— & —
D R N e
_EL,E_,
2 2 7

fur alle n = ng = max(ny, Ny, N3).

Beispiel 5.10. Wir betrachten die Folge (an) mit

2 _ 1
_n?42n-1 l+o-%
o2 - 3 1°
2n?+3n+1 2+3+ 5

an
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und weiter???
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Nun gilt:

|~

IimE:O I:O]:Iiml-limlzlim

nooo N Noewwf Noon  nNooon2’

Es folgt:

. 2 1 . . 1 1
lIiml+--=)=Iliml+Ilim2--1lim—==1+2.0-0=1
n-oco n n2 n-oco N N nN-ooo N2

Ahnlich kénnen wir lim, (2 + 2 + &) = 2 zeigen, so dass sich insgesamt
ergibt:

5.2 Beispiele fur Folgen in der Informatik

Sei A ein Algorithmus, den wir mit Eingabe unterschiedlicher Langen n
aufrufen kénnen.

Beispiel 5.11. Addition zweier Zahlen mit n Ziffern. Sei a, := maximale Lauf-
zeit dieses Algorithmus fur eine Eingabe der Lange n. (a,) ist eine Folge reeller
Zahlen. Schriftliche Addition ist bekannt:

dn-1 **+ A2 d1 4o

bn-1 -+ b by b
Ch-1 *++ C2 Cp
dn-1 -+ do dq do.

Die Addition von zwei bzw. drei einstelligen Zahlen kann man in einer Tabelle
nachschlagen. Brauchen wir hierfur t Takte, so benétigen wir insgesamt n - t
Takte. Ist ein Takt s Sekunden lang, so erhalten wir:

ah=n-t-s.

5.3 Landau-Symbole (O- und o—Notation)

Sei (an) eine Folge positiver reeller Zahlen und (b,) eine weitere solche Folge.
Dann sagen wir:

by, [O(an) (bn) wéchst hdchstens wie (ay),
falls eine Konstante ¢ > 0 und ein ng [N existieren, so dass

|bn| < c-a, [NE ng.
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Beispiel 5.12. n-t-s [CO(n). Die Aussage, dass sich zwei Zahlen mit n Stellen
in der Laufzeit O(n) addieren lassen, ist in vielerlei Hinsicht viel besser und
informativer als die genaue Formel, da sie Uber die Laufzeit fir groRe n eine
gut vergleichbare Aussage macht.

Wir schreiben

(bn) [alan),
bn =

falls lim,_ =2 = 0, also:
an

O O
o(n) = (bn) EM@? =0.

O(n) und o(n) heilRen auch Landau-Symbole (es gibt noch weitere davon,
wir beschranken uns hier aber auf diese beiden).

5.4 Aufwandsanalyse der Multiplikation

Bei der schriftlichen Multiplikation zweier Zahlen a,b mit n bzw. m Ziffern
mussen wir n-m Gedachtnisleistungen fur das kleine Einmaleins durchfiih-
ren; der Aufwand ist also insgesamt in O(n-m) bzw. O(n?), falls n = m. Es geht
auch schneller:

Algorithmus 5.13 (Karatsuba, 1962).

Input: Zwei natiirliche Zahlen a, b mit n = 2 Binérstellen.
Output: Das Produkt a - b.
1. Schreibe a = ap + 2122, b = by + b;2"2 mit ag, a;, by, by Zahlen mit 2k1
Bindrziffern.
2. Berechne aghyg, (ag+a1)(bo+b1), a1b; durch rekursives Aufrufen des Algorithmus.
3. Gebe das Ergebnis

aobo + [(a0 + a1)(bo + b1) — aghg — ab1] - 22 + azby 2"

aus.

Der dritte Schritt involviert die Addition von mehreren Zahlen mit 2"/? Bi-
narstellen, ist also von der Ordnung O(35) = O(n). Entscheidend ist, dass im
zweiten Schritt nur drei statt vier Multiplikationen notwendig sind. Daher
ist ndmlich der Aufwand fur die Multiplikation von zwei n-stelligen Binér-
zahlen von der Ordnung

()(nlog2 3) I:G(nl.SQ)’

wie wir in einer Aufgabe zeigen werden. Dies ist viel besser als O(n?).
Multiplikation geht noch wesentlich schneller; es gilt namlich sogar:
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Satz 5.14 (Schonhage-Strassen, 1971). Zwei n-stellige Zahlen lassen sich mit
Aufwand O(n log n log log n) multiplizieren.

Naheres dazu in Veranstaltungen zu Datenstrukturen und Algorithmen oder
Computeralgebra.

5.5 Das Vollstandigkeitsaxiom
\Vorlesung vom:
26. November 2008 Wir méchten das sogenannte Vollstandigkeitsaxiom von R formulieren.
Qualitatsstand: Grob gesehen sagt das Axiom, dass jede Folge, die so aussieht wie eine
erste Version konvergente Folge, tatséchlich konvergiert.

Definition 5.15. Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen. (a,) heift nach oben be-
schrankt, nach unten beschrankt bzw. beschrankt, wenn es eine Konstante k [R,
genannt Schranke, gibt, so dass

ap < k I,
an = k [MICN bzw.
|an] < k [MICWL.
(an) heiBt monoton fallend bzw. monoton steigend (auch monoton wachsend

genannt), wenn a, = any; [N bzw. a, < ap1 M. Eine monotone Folge
ist eine Folge, die monoton steigend oder monoton fallend ist.

(an) heilt streng monoton fallend, streng monoton wachsend bzw. streng mo-
noton, falls die entsprechenden Ungleichungen strikt sind.

Bemerkung 5.16. Jede konvergente Folge ist beschrankt.

Beweis. Sei (an) eine konvergente Folge mitlima, = a. Dann gibteszue =1
ein ng, so dass |a, —a] < 1 [Ml= ng. Es folgt: |a| < |a] + 1 M= ng. Also:
M = max{a, ..., |an-1l, [a] + 1} ist die Schranke fur |a,|. —1

Definition 5.17. Eine Folge (an) heifst Cauchy—Folge, wenn
(£ 0 [nd [V, so dass |a, — am| < € [,m = no.

Bemerkung 5.18. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei (a,) eine konvergente Folge mit lima, = a und sei € > 0 vorgege-
ben. Da (a,) gegen a konvergiert, [0g, so dass |a, —a] < § [0 ny. Also:
A-Ungl.

€ €
|an —am| =lan—a+a—ay| < |an—a|+|a—am|<§+§=sIEImzno.

1
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Das Vollstandigkeitsaxiom von R kénnen wir nun so formulieren:

Satz 5.19 (Vollstandigkeitsaxiom (Cauchy-Kriterium)). Jede Cauchy-Folge
reeller Zahlen konvergiert in R, d.h. ist (a,) eine Cauchy-Folge, dann [al R,
so dass (an) gegen a konvergiert.

Das Volistéandigkeitsaxiom lasst sich auch anders formulieren:

Satz 5.20 (Vollstandigkeitsaxiom, 2. Version). Jede monotone beschrankte Folge
konvergiert.

Beweis (nur eine Plausibilitatsiiberlegung). Diese Version machen wir uns

fur R, definiert als Menge der unendlichen Dezimalzahlen, plausibel: Sei

R = { Dezimalzahlen }. Es genuigt, die Aussage fir monoton fallende Folgen

positiver Zahlen zu zeigen. Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen mit a, = ap;1 [Nl
und a, = 0 [MIWir bestimmen sukzessieve die Dezimalzahlentwicklung des

Grenzwerts a. Sei dazu [@ [ k der ganze Anteil von a;. Dann liegen al-

le Glieder der Folge in dem Intervall [0,k + 1], was wir in k + 1 disjunkte

Teilintervalle

[0, 1[ (TTJ2[ -} LRk + 1[

zerlegen. Da (an) monoton fallend ist, gibt es genau ein Teilintervall [i, 1 + 1],
das unendlich viele Glieder der Folge enthalt. Dann ist i der ganze Anteil des
Grenzwerts. Anschliel3end zerlegen wir [i, i+ 1] wiederum in 10 Teilintervalle:

[i,i + 1[= [i.0,i.1[ CJL1, i.2[ =} L9, i + 1[.

Wieder gibt es genau ein Teilintervall [i.is, i.(iy + 1)[, welches unendlich vie-
le Elemente der Folge enthalt. Dann ist i; die erste Nachkommastelle (bzw.
Nachpunktstelle in der obigen Notation) des Grenzwerts. Als néchstes zer-
legen wir [i.iy, i.i; + 0.1[ in 10 Teilintervalle, um die zweite Nachkommastelle
i» zu bestimmen usw. Auf diese Weise kdnnen wir samtliche Dezimalstellen
iy des Grenzwertes

a= ||1|2|3 L

bestimmen. 1

Warum ist das Vorige kein Beweis? Der Grund ist, dass in der Definition
der unendlichen Dezimalzahlen schon der Begriff Konvergenz eingeht. Dass
Folgen, die durch Dezimalbruchentwicklung definiert werden, wie

3.14,3.141,3.1415, ...

konvergieren, kdnnen wir so nicht zeigen.
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Definition 5.21. Sei (a,) eine Folge und
nN<n<- <n<---

eine streng monoton wachsende Folge naturlicher Zahlen. Dann nennen wir die
Folge (an, )k €ine Teilfolge von (ay).

Satz 5.22. Jede Folge besitzt eine monotone Teilfolge.

Beweis. Sei (a,) eine Folge. Wir nennen das Glied an,, einen Hochpunkt der
Folge, wenn
am > a, [k m.

Hat die Folge (a,) nur endlich viele Hochpunkte, dann besitzt (a,) eine mono-
ton wachsende Teilfolge. Ist ndmlich a,, der letzte Hochpunkt, so setzen wir
ni = m+1und zu a,, gibt es nach Voraussetzung ein n, > n; mita,, <an,,, zu
an, €N N3 > Ny mit ap, < a,, und rekursiv ein a,, ein N1 > N Mita,, < ap,,.
(an,) ist dann die gesuchte monoton wachsende Teilfolge.

Hat andererseits (a,) unendlich viele Hochpunkte, so bildet die Teilfolge der
Hochpunkte, ny < ny < -.- < ng < .- mit ng definiert durch a,, ist der k-te
Hochpunkt eine monoton fallende Teilfolge. 1

Satz 5.23. Die zweite Version (Satz|5.20) des Vollstandigkeitsaxioms impliziert die
erste (Satz/5.19).

Um diesen Satz beweisen zu kdnnen, benétigen wir folgende Aussage:
Satz 5.24. Jede Cauchy—Folge ist beschréankt.

Beweis. Sei (an) eine Cauchy—Folge. Dann gibt es zu a = 1 ein ng, so dass
|an — am| <1 [nJm = ny.

Insbesondere gilt also:
lan — an,| <1 M ng

und damit:
lan| < |an,| + 1 [0 ng.

Mit ]
M =max |ai,...,|an,-1], [an,| + 1

haben wir dann eine Schranke fur die Folge (a,) gefunden. 1
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Beweis (von Satz/5.23). Jede Teilfolge einer Cauchy—Folge (a,) ist ebenfalls eine.
Insbesondere gibt es eine monotone beschrankte Teilfolge (a,,) von (a,). Nach
der zweiten Version des Vollstandigkeitsaxioms hat (a, ) einen Grenzwert

lima, =a.
k- oo

Wir zeigen, dass auch lim,_ .« a, = a gilt. Sei dazu € > 0 vorgegeben. Dann
existiert ein kg mit .
lan, —a] < 3 [KI= ko
und es gibt ein ng mit
€
Sei nun N = max{ko, no}. Fir n = N gilt dann:

g€ €&
lan —al = |an — an, | + [an, —al < 7 + 5

N

was zu zeigen war. —1

Satz 5.25. Das Vollstandigkeitsaxiom (Satz|5.19) impliziert die zweite Version des
Vollstandigkeitsaxioms (Satz|5.20).

Beweis. Wir verwenden das Argument der Plausibilitéatstiberlegung fur die
Richtigkeit der zweiten Version. Sei (a,) eine monotone, beschrénkte Folge.
Sei M eine Schranke, also |a,| < M [MI[IN. Wir zeigen zunéchst, dass (a,)
eine Cauchy-Folge ist. Sei € > 0 vorgegeben. Wir wahlen N [N mit N > %
(N existiert nach dem archimedischen Axiom, siehe Def.[4.10). Dann ist

NEL_1
[-M,M[C[3FM,—M + 2eN[=  [-M +ke,—M + (k + 1)g[
k=0

eine disjunkte Zerlegung. Wegen der Monotonie der Folge (a,) gibt es genau
ein Teilintervall
[-M + ke, =M + (k+ 1)e[,

das alle bis auf endlich viele a, enthélt. Gilt etwa
an [IFM +ke, —M + (k+1)e[ [k ny,

so folgt:
|an — am| < € [Mm = ny.

Nach dem Cauchy-Kriterium hat die Folge (a,) einen Grenzwert a [IR.
Somit ist gezeigt, dass jede monotone, beschrankte Folge konvergiert, wenn
das Cauchy-Kriterium erfullt ist. —1
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Weitere Axiome zur Charakterisierung der rellen Zahlen benétigen wir nicht:

Satz 5.26. Seien R und R™zwei archimedisch angeordnete Korper, die beide das
Vollstandigkeitsaxiom erflillen. Dann gibt es genau eine bijektive Abbildung

¢:R - RY
die alle Strukturen erhdlt. Etwa: ¢(a + b) = d(a) + ¢(b), a > b [hE) > b(b) usw.

Beweis. Da R und R™angeordnet sind und die Charakteristik 0 haben, l4sst
sich Q als Teilmenge von R und Rtauffassen:

Ry Ry

]

Wir werden ¢ so konstruieren, dass
¢%IQ4»R9 ¢%a)=¢u>

(man sagt ¢ eingeschrankt auf Q) die Identitat idg auf Q ist, d.h. ¢% = idg.
Seidazua [Rgegeben.Zue = % waéhlen wir eine rationale Zahl a, [a—¢,a+
€[. Zum Beispiel kénnen wir a, in der Form T wahlen mit einem geeigneten

m [A4, denn da der Durchmesser des Intervalls (a + €) — (a—€) = 2¢e = % ist,
enthalt es wenigstens eine der Zahlen &

Die Folge (an) konvergiert dann gegena [R: Zu € > Q existierteinng > = nach
dem archimedischen Axiom und |a, —a] < ; < - < & [M no. Die Bllder
¢(ay) @ [CR%sind schon definiert, da a, IZ(D Die Folge (¢(an)) ist eine
Cauchy-Folge in RY da das Cauchy—Kriterium fiir € der Gestalt € = % Q
mit m I erftllt ist. Nach dem archimedischen Axiom genugt es, solche €
Zu betrachten.

Sei a= lim,,_ o ¢(a,) CRY der Grenzwert a“existiert nach dem Vollstandig-
keitsaxiom in RY Wir definieren dann ¢(a) := a~ CR"~ Man kann sich ohne
allzu groRRe Muhe folgendes Uiberlegen:

1. Dieso definierte Abbildung ¢: R — RMstwohldefiniert, d.h. unabhangig
von der Wahl der Cauchy-Folge (an) in Q mitlima, = a.

2. ¢ ist bijektiv.

3. ¢ respektiert samtliche Strukturen. Also: ¢(a + b) = (@) + ¢(b), d(a-b) =
$@@) - d(b), a<b Lp@) < d(b).
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5.6 Quadratwurzeln

Q/e Einfuhrung der reellen Zahlen haben wir bei\;pielsweise motiviert durch

2 ¢ Q. Fur jede reelle Zahl b > 0 existiert a = b [R, d.h. eine reelle Zahl
a = 0, genannt die Quadratwurzel von b, mit a?> = b. Wir kénnen dies aus den
Axiomen folgern:

Satz 5.27. Sei b > 0 eine reelle Zahl. Die durch

rekursiv definierte Folge konvergiert fir jeden beliebigeQ/Startwert ap > 0 und der
Grenzwert a = lim,,_ o a, (> 0) erfiillta> =b,d.h.a= b.

Beweis. Wir gehen schrittweise vor;

1. Zuné&chst einmal ist a, # 0 zu beweisen, damit die Folge Uberhaupt
definiert ist. Wir zeigen: a, > 0 [nmit Induktion. ag > 0 ist nach Voraus-
setzung richtig. Induktionsschritt: a, > 0,b > 0 I;‘i:b 0 Ca ¥ aﬂ >0

Cand = 3(@n + ) >0.
2. Esgilta?=b [b% 1, denn:

nach dem vorigen Schritt.

Vorlesung vom:

28. November 2008
Qualitatsstand:
erste \Version



86 5 Konvergenz

4. (an)n=1 ist also eine monoton fallende Folge positiver Zahlen. Nach dem
Vollstandigkeitsaxiom (zweite Version) existiert daher der Grenzwerta =
limp . o an.

5. Wir zeigen: a> = b. Wegen dem vorigen Schritt konvergiert die Folge
(an+1 - an) ebenfalls und es gilt:

lim(an - @ns1) = lima, - liman,, = a2

Andererseits ist 1 Dz m
an " an+l = E an"‘b )
also:
| | 10
a® =lim a, - ans = Iimz a’+b
1|:] ] 1|:| ]
=5 (limay)?+b = > a’+b

nach den Rechenregeln fir Grenzwerte. Schlie3lich folgt damit: %az = %b
bzw. a? = b.

—1

Beispiel 5.28. Wir wenden den im Beweis von Satz|5.27/angegebenen Algo-
rithmus zur Berechnung der Quadratwurzel an:

1.b = 4, ag = 1. Der korrekte Grenzwert ist also b = 2. Es ergibt sich
folgende Tabelle:

b

n a.n a

01 4

1|25 1.6

212.05 1.95121

3(2.0006097

) V_

2. Fur b = 2 und ag = 1 erhalten wir als Grenzwert 2:

n|an %

01 2

1|15 1.3333...

2(1.41666... 141176

3(1.4142 1.414211

411.414213
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Bemerkung 5.29. Sei b > 0. Die Konvergenz der Folge

1t opUd
an+l=§an+a

V_
gegena = bist bemerkenswert schnell: Wir definieren den relativen Fehler
f, von a,, durch die Formel

an=a-(1+ fp).
Dannist f, = 0 fir n = 1. Einsetzen in die Gleichung an;; = %(an + %) ergibt:

2

1 a

1+ f =—(a(l+ f _

a( + n+l) 2(a( + n) + a(l + fn)
bzw. O O i
1 11 2+ 2+ f]
1+fn+l—§(1+fn)+l+fn —5' 1+fn .

Es folgt:
11

fii=5 1 S5 Mt £2).

Ist also der relative Fehler f, = 1, so halbiert er sich wenigstens in jedem
Schritt. Ist nun f, < 1, dann ist f,1 = % - f2. In diesem Fall verdoppeln
sich die relevanten Stellen mit jedem Iterationsschritt. Man spricht daher von
quadratischer Konvergenz.

Bemerkung 5.30 (Monotonie der Quadratwurzel). Seien X,y [Rsg. Dann
gilt: v y
x>y [LIk>y,

denn:
O

(\/" \/‘) gﬂ;ﬁ/&b I:EV_ Vis0 CTKHy>o0
X— y)-( x+ =x-y = X— 'y y .
>0

5.7 Zur Existenz der reellen Zahlen

Nach Satz ist es egal, wie wir uns von der Existenz von R Uberzeugen.
Zwei Konstruktionen von R aus Q sind gebrauchlich:

e Cauchy-Folgen modulo Nullfolgen,
- Dedekindsche® Schnitte.

Beide werden wir kurz erlautern.
!Dedekind: Deutscher Mathematiker (1831-1916)
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5.7.1 Cauchy-Folgen modulo Nullfolgen

Definition 5.31. Eine Nullfolge (a,) ist eine Folge, die gegen 0 konvergiert. Wir
betrachten jetzt

M = {(an) | (an) ist eine Cauchy—Folge rationaler Zahlen }
1
={(an) | (NI>0[nd: an — am| < N [ = No}.

Offenbar ist
M QY ={N - QL

Wir definieren auf M eine Aquivalenzrelation durch

(an) C@,) L[CI—Ta} — by) isteine Nullfolge .
Dann kénnen wir
R =M/
als Definition von R verwenden:
Addition und Multiplikation definieren wir reprasentantenweise auf M/ L]

[(@n)] + [(bn)] = [(@n + bn)].

Dies ist wohldefiniert, da die Summe zweier Nullfolgen eine Nullfolge ist. Die Mul-
tiplikation

[@n)]- [(bn)] := [(@n - bn)]
ist wohldefiniert, da Cauchy—Folgen beschrankt sind und da das Produkt einer be-
schrankten Folge mit einer Nullfolge eine Nullfolge ergibt.

Mit diesen beiden Verknupfungen wird M/ Ceih Korper:

= Die 0 ist die Aquivalenzklasse, die aus allen Nullfolgen besteht.
< Die 1 wir von der Konstanten Folge (1), reprasentiert.

e st [(an)] # 0, also (a,) ist eine Cauchy—Folge, die keine Nullfolge ist, so existiert
eina = ﬁ > 0 und ein ng, so dass
1
|an| = N [nE ng.

Die Folge |:1| e <
s alls n No,
(bo) Mitby = °

3 fallsn=n,
n

reprasentiert das Inverse.

= SchlieRlich zum Vollstandigkeitsaxiom fiir M/ [kt (ax) eine Cauchy—Folge in
M/ Cmit a, représentiert durch die Folge ax = [(ay,)nm], S0 ist die Diagonalfolge
(an,) ebenfalls eine Cauchy-Folge in Q und man kann recht einfach zeigen, dass
tatséchlich gilt:

r!LrDo ax = [(@nn)]-
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5.7.2 Dedekindsche Schnitte
Problem:

Definition 5.32. Eine disjunkte Zerlegung mandlich: Griechen?

Q=ULVmity,V £0undu <v QO undv M

heiRt Dedekindscher Schnitt.

Ein gut gewahlter rationaler Dedekindscher Schnitt ist ein Dedekindscher
Schnitt der Gestalt

U ={[Q|x<r1} Vi={x [Q[x>r},

wobei r Q.
Den Schnitt
Urs x CQ|x <1}, V= {x [Q|x =1}
nennen wir schlecht gewahlt.
Alle anderen Dedekindschen Schnitte nennen wir irrational.

Gut gewahlte Schnitte sind entweder irrationale Schnitte oder gut gewahlte
rationale Schnitte. Dann kdnnen wir

R := { gut gewahlter Dedekindscher Schnitt} 2% x 2°

zur Definition von R nehmen. Der Nachweis samtlicher Axiome ist langlich,
aber nicht schwierig. Problem:
Referenz angeben?

5.8 Der Satz von Bolzano-Weierstrass

Vorlesung vom:
3. Dezember 2008
Qualitatsstand:
erste \ersion

Nun forumulieren wir noch eine sehr nitzliche Aussage:

Satz 5.33 (Bolzano-Weierstrass). Jede beschrankte Folge reeller Zahlen (an) hat
eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei M eine Schranke fir (a), etwa
-M<a, <M.
Wir zerteilen sukzessive das Intervall
[-M,M] = [-M, 0] L]0, M]

in jeweils halb so groR3e Intervalle. Wir setzen N; := —M, M; := Mund n; = 1.
Sukzessive wahlen wir
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Ny < an, = My,

so dass unendlich viele Glieder der Folge (an) im Intervall [Ny, M] liegen. Ist
dies fur k getan, dann zerlegen wir

Ny + M + M
[Nk, M = [N, ] CEE M g

und wahlen
%, wenn [M2% M,] oo viele Glieder der Folge enthalt,
N1 =
Ny, sonst,
ks wenn [W, M] oo viele Glieder der Folge enthélt,
Mk+1 = +M
sonst.

2 i

Schliellich wéahlen wir

Nk+1 > Ny, SO dass ay,,, [[Nky1, Myi1].

Dann ist (an,) eine Cauchy-Folge und damit die gesuchte konvergente Teil-
folge. —1

Definition 5.34. Sei M [Rleine Teilmenge. Eine reelle Zahl A heil3t obere Schran-
ke von M, wenn a < A [a T M gilt. M heilRt nach oben beschrankt, wenn es eine
obere Schranke gibt.

Satz/Definition 5.35. Jede nicht leere nach oben beschrankte Teilmenge M [CR
besitzt eine kleinste obere Schranke, d.h. [Cabere Schranke A [CR von M, so dass
A < AHr jede andere obere Schranke A=von M gilt. Wir nennen A das Supremum
von M, geschrieben:

sup M := A = Kkleinste obere Schranke von M.
Analog definieren wir fir nach unten beschrankte nicht leere Teilmengen M [CR:
infM := grofite untere Schranke von M,

das Infimum von M.

Beweis (der Existenz des Supremums). Sei Ag eine obere Schranke von M und
ap [, also ag < Ag. Wir definieren zwei Folgen

(an) mita, W

und
(An) obere Schranke von M,
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so dass (ay) monoton wéchst, (A,) monoton fallt und
0<A,—a, <2 "(Ay—ag)
gilt. Dann konvergieren beide Folgen und es gilt:
lima, = limA,.

Dieser Grenzwert ist das Supremum von M.

Seien an, A, schon gewdahlt. Dann wéhlen wir

I__K!+an An+an
-, falls=

eine obere Schranke ist,

Ay =
n+l AP' sonst.

o _ einElementvon M > Botto - falls®2t keine obere Schranke ist,
LT A sonst.

Die Folgen (a,) und (A,) haben dann die gewlinschte Eigenschaft, wie man
leicht nachprifen kann. Das Infimum ergibt sich analog. 1

Beispiel 5.36. Sei
1
M={-D"-(1- ﬁ) | n NI}
Dann gilt: sup(M) = 1, inf(M) = —1.

5.9 Méchtigkeit

Wieviele reelle Zahlen gibt es?

Definition 5.37. Sei M eine Menge. M heilit abzahlbar, wenn es eine surjektive
Abbildung ¢: N - M gibt.

Beispiel 5.38.

1. Jede endliche Menge ist abzahlbar.
2. Zistabzéhlbar: Z = {0,1,-1,2,-2,...}, genauer:

n=1,
¢:N - Z, ¢(n)= , n gerade,
=3(n—1), nungerade = 3.
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3. N x N ist abzéhlbar. Wir definieren ¢: N - N x N durch

@1 ﬁ 2)

(4.1)

Bemerkung 5.39. Ist M abzéhlbar unendlich, dann gibt es auch eine bijektive
Abbildung ¢: N - M.

Beweis. Sei ¢: N — M surjektiv. Wir definieren n; = 1,

W(1) = d(n1)
und rekursiy, falls Y(1), ..., Y(k) schon definiert sind,
O O
Neer = min n | ¢(n) & {Y(d), ..., wK)}
und Yk + 1) = d(NMis)- -

Satz 5.40. Es sei M = k;:; 1 M eine abzéhlbare Vereinigung von abzahlbaren Men-
gen My. Dann ist auch M abzéhlbar.

Beweis. Sei

YN - NxN, n3 g(n) = (Y(n), Y2(n))
die Abzéhlung von N x N und ¢y: N - My eine Abzahlung von My. Dann
ist die Abbildung

 —
N> M, ®(N) = by, (Wa(n))
k=1

eine Abzahlung von M. 1

Korollar 5.41. Q ist abzahlbar.

T
N

Beweis. SejMi= {} | n [} [Q. Dann gilt: My Z N ist abzahlbar, also
auchQ = 2; My. —
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Definition 5.42. Eine Menge, die nicht abzahlbar ist, heilt Gberabzahlbar.
Satz 5.43 (Cantors zweites Diagonalargument, 1877?). R ist Uberabzéhlbar.

Beweis. Es genugt zu zeigen, dass [0, 1[ CR Uberabzé&hlbar ist.

Angenommen,
N - [0,1], nB a,

ist eine Abz&éhlung. Wir betrachten die Dezimalbruchentwicklung der a:
an =0.an1an2 ... ank . - -

mit ape [0, ...,9} die k-te Nachkommastelle von a,. Dann sei die Zahl
¢ =0.c1Cy...Ck... mit Ziffern ¢, durch

(I
o = 1, am#1,
k= 2, ay=1

definiert. Offenbar gilt dann ¢ # a,, da ¢, # an,. Also ist
N - [0,1[, n B a,

nicht surjektiv. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. —1
Die Mengenlehre von Cantor beschéftigt sich mit beliebig groBen Mengen.

Definition 5.44 (Cantor). Zwei Mengen M, N heif3en gleichméchtig, wenn eseine
bijektive Abbildung ¢: M - N gibt. M heil3t wenigstens so machtig wie N, wenn
es eine surjektive Abbildung ¢: M - N gibt. M heilt echt méchtiger als N, wenn
es eine surjektive Abbildung M — N, aber keine bijektive Abbildung M - N gibt.

Man kann unter Verwendung des sogenannten Auswahlpostulats (auch
Auswahlaxiom) zeigen, dass M wenigstens so machtig wie N und N we-
nigstens so méchtig wie M impliziert, dass M und N gleichméchtig sind. Das
Auswahlpostulat ist dabei folgendes Axiom der Mengenlehre:

Definition 5.45 (Auswahlaxiom). Sei (M;)i—gine Familie von nichtleeren Men-
gen. Dann existiert eine Abbildung
1
a:l - M,
i
so dass a(i) [CW; fur alle i [CTIgilt. Mit anderen Worten kann man aus den nicht
leeren Mengen M; gleichzeitig je ein Element auswahlen.

Man kann zeigen, dass die Potenzmenge 2M einer Menge M stets echt méch-
tiger als M ist.

21874 gab er schon einen anderen Beweis. Sein erstes Diagonalargument zeigt,
dass die rationalen Zahlen abzahlbar sind.
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Aufgaben

Aufgabe 5.1 (Die Landau-Symbole). Welche der folgenden Aussagen gilt?

3
1. 2L CO(n).

2. 20+l [q[n),

—&5 [
3. 20n  n+1000

V_
20n  n+1000

Aufgabe 5.2 (Quantoren und €). Sei (a,) eine Folge in R und a [CR. Welche
Implikationen bestehen zwischen den folgenden sechs Aussagen?

[0 [nd: [NEngla, —a <kg,

[EP0[nd: [NMkngla, —a <kg,

[EP0[nd: [NEngla, —a <¢g,

[P0 [nd: [NEngla, —a <kg,

[nd [+ 0: [NkEngla, —a <kg,

[nd [eE>0: [NEngla, —a<e.

o g k~ w DN

Geben Sie Beispiele von Folgen an, die zeigen, dass weitere Implikationen
nicht bestehen.

Aufgabe 5.3 (Quantoren und €). Fir n [Nl definieren wir die Folgen:

v 000 Vi

an = 1 - n,
V- V_
bh= n+ n-— n,
V.

Ch = n+ m = n

Zeigen Sie: Fur 1 < n < 1.000.000 gilt a, > b, > ¢y, aber

. . 1
lima, =0, und limb, ==
N — oo 2

n- oo

und die Folge (cy)nmn ISt unbeschrankt.

Aufgabe 5.4 (Nullfolgen). Eine Folge (an) heil3t Nullfolge, falls lim,_ « a, =
0. Sei (an) eine Nullfolge, (b,) eine Cauchy-Folge und (c,) eine beschrankte
Folge. Zeigen Sie:
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1. (an + by) ist eine Cauchy-Folge.

2. (an + ¢n) und (b, + cp) sind beschrénkte Folgen.

Aufgabe 5.5 (Konvergenz von Folgen). Wir definieren die Folge (an)nm,
durchay =1 und 1
ahn= l+a,—; [kl

Zeigen Sie, dass die Folge konvergiert, und bestimmen Sie den Grenzwert.
Aufgabe 5.6 (Infimum und Supremum). Seien
My ={x [Q|x*<2} CRund M, = {x [Q|x*>2} [R.

Welche dieser Mengen besitzt ein Supremum, welche ein Infimum? Geben
Sie es jeweils an, wenn es existiert.

Aufgabe 5.7 (Abzéhlbarkeit). Zeigen Sie:

1. Die Menge aller endlichen Teilmengen von N ist abz&hlbar.
2. Die Menge aller Teilmengen von N ist Gberabzahlbar.

Aufgabe 5.8 (Grenzwerte von Folgen/ Teilfolgen). Zeigen Sie, dass die Folge
Ov_[O O O
a, =sin ™ n +cos mlog,(n)

eine konvergente Teilfolge hat und geben Sie eine solche an.

Aufgabe 5.9 (Méchtigkeit). Zeigen Sie, dass die Potenzmenge 2R von R echt
machtiger ist als die Menge R selbst.






6

Reihen

Vorlesung vom:
5. Dezember 2008
Qualitatsstand:
erste \ersion
Problem:

6.1 Definition und erste Eigenschaften sinnvollen  Einlei-
tungstext

Definition 6.1. Sei (ax)xm, eine Folge. Die Folge (s,) der Partialsummen

1
Snh = a.k
k=0

nennen wir eine Reihe, die wir mit

1
ak
k=0

bezeichnen. Ist die Folge (sp) konvergent, so verwenden wir flr den Grenzwert
s = limy,_ « Sy die Notation

und nennen die Reihe konvergent.

Also: k;iO ax hat zwei Bedeutungen:

1. die Folge der Partialsummen s, = | _ &,

2. der Grenzwert limy, _ « Sn, falls er existiert.

Haufig treten Folgen in der Form von Reihen auf;
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Beispiel 6.2.
L1,

Loy
2. n=0 2%’
3. Dezimalbruchentwicklung: dy 0,...,9}:

de - 107 = 0.d1d,ds. ...
k=1
Wir werden sehen, dass solche Reihen stets konvergieren.

4. 1st (Cn)nm €INE bqlzfl_glige Folge, dann ist mit a; = ¢; und ax = ¢ — ¢y fUr
k =2 eine Reihe _; ax gegeben, deren Partialsummen gerade die Folge

(ck) bilden.

Eigentlich sind Reihen also gar nichts Neues. Gelegentlich lasst sich dies
verwenden, um Grenzwerte auszurechnen:

Beispiel 6.3 (Teleskopreihen). Wir zeigen:

| S

=1
oy NN+ 1)

Idee:

11 1
nn+1) n n+1
Also:
Sk = = g -
K N+l n on+l
PR S S S S S |
T 22 3°3 k+1
.1
k+1

Tatsachlich ist demnach limy _ o Sx = 1.

Satz 6.4 (Cauchy-Kriterium ftr Reihen). Eine Reihe k;i o a konvergiert genau
dann, wenn [£73> 0 ein ng existiert, so dass:

E ak%s [, n = ng.
k=n

1
Insbesondere ist also bei einer konvergenten Reihe  ay die Folge (ax) eine Nullfolge.

Beweis. Klar. 1
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6.2 Konvergenzkriterien fur Reihen

Die Konvergenz von Reihen einzusehen ist manchmal sehr einfach, wie wir
gleich an Beispielen sehen werden. Einige Kriterien fiir ihre Konvergenz sind
besonders leicht anzuwenden. Wir gehen hier auf die wichtigsten ein.

Definition 6.5. Eine alternierende Reihe ist eine Reihe der Gestalt

N |
(—1)a,
k=0

wobei a, = 0 [k

Satz 6.6 (Leibnizkriterium). Ist (a,) eine monoton fallende Nullfolge, so ist die

alternierende Reihe
| |

(—1)*a
k=0
konvergent.

Beweis. Wir betrachten die Teilfolgen (szn) und (S2n+1) der geraden und unge-
raden Partialsummen. Dann gilt:

Son+2 = Son — @2n+1 + A2n+2 < Son, 0adzni1 = A2ns2, UN
S2n+1 = Sgn-1 + alﬁm]]ll_lilajmm%l San-1-
=0
Ferner ist
Son+1 = Son — A2n+1 = Son.
Es folgt:

Sp=S) = =Sy =Spngc - und - -Sppg = =53 =8y,

Dabher ist (syn) eine monoton fallende, nach unten durch s; beschrénkte Folge
und (szn+1) ist monoton wachsend, nach oben beschrankt durch sq. Daher
existieren die Grenzwerte lim sy, und lims;n,1 und

lim sy — limszniy = lim(Son — Sone1) = limagny = 0.

Daher sind beide Grenzwerte identisch, d.h. lims,, = limsy,.1 = s fUr ein
gewisses s [R, also:

1
limsy=s, also  (-1)"a, =s.
n=0
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Beispiel 6.7. Die Reihen
(-1)”*’11:1—E+£—£+...
- n 2 3 4
und
ST B S S
2n+1 3 5

n=0

konvergieren nach dem Leibnizkriterium.
Schwieriger ist es, ihre Grenzwerte zu bestimmen. Es gilt:

1 4
(-1)"™= =1n2
n=1 n
und
a1 SRS S SUE S
3 5 7 T4

—1\" -
(=1) 2n+1
n=0

Wir werden dies erst zu einem spéteren Zeitpunkt beweisen kénnen.
n;;:O q" konvergiert genau

Satz 6.8 (Geometrische Reihe). Sei ¢ [R. Die Reihe
dann, wenn |g| < 1. In dem Fall ist

n_

1
q T1-q

Beispiel 6.9. Es gilt:
=2.

Q‘_ - @_ 1
- 2 T 1-1
n=0 n=0 2

Die ersten Glieder dieser Reihesind: 1+ 5 + 2 + 2 +....

Beweis (des Satzes[6.8] Uiber die geometrische Reihe). |g < 1 ist notwendig, da
sonst (q") keine Nullfolge ist. Wir zeigen zunéachst (q # 1 vorausgesetzt):
. _ I%l 1— qn+1
N = =
k=0 1-g

mit Induktion nach n. Es gilt:

— 1—
SO: qk:qozlz—l_g_
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Induktionsschrittn - n+ 1:

v 1l- n+1
Sn+1=5n"'qn+1 = 1jq qn+1
~ 1_qn+1+(1_q)qn+l
= 1_q
1_qn+2

Wegen |g] < 1 gilt limp_« q"** = 0 und daher:

l%ll_qn+1 noco 1

o 1-q 1-q
Beispiel 6.10. Wie man aus der Schule weif3, gilt tatséchlich:
0.99999...=:09= 9 L _ s : o _1
. v =, Ud = e = - :—'—l:
oy 10m 10 o 10 10 1-5%
Beispiel 6.11. Die Reihe
-=1+ E + 1 +
n ~ 2 3
n=1
heiflt harmonische Reihe. Sie konvergiert nicht, denn:
1 1 1 1 1
1 4+ 4+ 4= Z
+2+(+)+(+++)+(+ + =)+,
=4

also:

S 1_1é_>ll+l+ +1>1+k K+2

2k = == ST TS = 5= 5

1 " fmrmmt— 2 2
k Summanden

Die Folge der Partialsummen ist daher unbeschrankt und damit,die Reihe

divergent (d.h. nicht konvergent). Beispielsweise ist die Reihe |_(—1)* auch
divergent.

Die Idee, eine Folge mit einer einfacheren zu vergleichen, wollen wir genau
ausformulieren:
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L1 L1 1
Definition 6.12. gien ;1 0bn, —;an zwei Reihen. Dann heiBt  a, eine
Majorante von n, falls
|bn| < an.

1 . . C 1
an heillt Minorante von by, wenn

an < bn.

Satz 6é§jl\/lajorantenkriterium). Sei @;; eine konvergente Majorante der
Reihe .., by. Dann konvergiert die Reihe  _; by.

Beweis. Das Cauchy-Kriterium fur Reihen liefert: Fur jedes € > 0 existiert ein
no mit

E'ﬁ Ol b 1 b 1
b |hls  a<s

k=n k=n k=n

falls n, - No, da a, konvergiert. Nun zeigt das Kriterium auch, dass die
Reihe b, konvergiert. 1

In logischer Negation heil3t dies:
Korollar 6.14. Eine Reihe n;;ﬂ ap Mit einer divergenten Minorante divergiert.

Beispiel 6.15. Wir zeigen, dass

konvergiert:

Es reicht, zu zeigen dass _; iy

manden nicht ankommt. Nun gilt:

konvergiert, da es auf den ersten Sum-

m < m also ist die Teleskopreihe

l - -
n=1 ey €iNe konvergente Majorante.

Schwieriger ist es, den Grenzwert zu bestimmen. Es gilt:

Der Beweis verwendet sogenannte Fourierreihen (siehe dazu Kapitel27/bzw.
genauer Korollar|27.8).

Vorlesung vom: Weitere Kriterien lassen sich aus dem Majorantenkriterium herleiten:
10. Dezember 2008

Quialitatsstand:

erste \ersion
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Satz 6.16 (Quotientenkriterium). Sei n;’:l an eine Reihe mit a, # 0 [Nk ng fur
ein gewisses ng [N, Existiert ein g mit 0 < g < 1, so dass

%;—H%q [nE no,
n

so konvergiert die Reihe. Insbesondere gilt:

1
lim ;” E: q<1 [1a, konvergiert.
n

n - oo
n=1

Bemerkung 6.17.
1. %%i&k Np reicht nicht: Beispielsweise divergiert die harmonische

Reihe 1 aber
n+1

n=1n:
2. Die Reihe n—é konvergiert, obwohl

S|+ |-

1
a) _
L (n+1)

n2

- 1flrn - oo,

3. Offensichtlicherweise divergiert eine Reihe n;;=l an, falls gilt:

|iméﬁ1§: q>1

n- oo an

Beweis (des Quotientenkriteriums, Satz |6.16). Ohne Einschrankung sei |ag—:1| <
q <1 [nE 0. Mit Induktion folgt dann: |a,| < |ag| - q". Der Induktionsanfang
ist klar, wir zeigen also den Induktionsschrittn — n + 1:
lan+1| < |an| - g (nach Voraussetzung)
<lag|-q- 9" nach I.-V.
— |a0| . qn+l.
. L1, . . . .

Alsoist |ag| - -p " eine konvergente Majorante (geometrische Reihe). —1

V_
Wir definieren fir x [CRso und n [CIN die n—te Wurzel "X =: x" als die
Umkehrfunktion der Funktion f: Rsy — R, f(x) = x", sieche Abb.[6.1. Damit
kénnen wir folgendes nutzliches Kriterium herleiten:

Satz 6.18 (Wurzelkriterium). Sei n;;:O an eine Reihe, fir dieeseingmit0 <g <1

gibt mit —1

"lan| < q )]
g —

soist - an konvergent.

Beweis. Nach Voraussetzung ist|a,| < q" [mJAlso ist n;:o q" eine konvergente
Majorante (geometrische Reihe). —1
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Abbildung 6.1. Die dritte Wurzel als Umkehrfunktion.

6.3 Umordnung von Reihen

Bei endlichen Summen spielt die Reihenfolge des Addierens keine Rolle. Bei
Reihen ist dies anders. In manchen Féallen, darf man dennoch umordnen, wie
wir sehen werden.

Beispiel 6.19. Die alternierende harmonische Reihe ist:

(_l)n+1l:1_}+l_
n 2 3

+

Bl
gl =

n=1

Nach dem Leibnizkriterium konvergiert diese gegen einen Wert s [CR. Es
gilt:s = 1 -2 = 3. Wir andern nun die Reihenfolge der Summation

-2
11 1 1 1 1 1

17273%37 6 85 10"
Also:
I A
- 2k—1 4k-2 4k~

In dieser Reihe taucht jeder Stammbruch % genau einmal mit dem richtigen
Vorzeichen auf. Nun gilt 325 — 25 = 715, also:

*E_L‘I 1 1D_(@_L‘I 1 4

2k—1 4k-2 4k k=2 4k
O

das > 0. Bei der alternierenden harmonischen Reihe kommt es daher auf die
Reihenfolge der Summanden an.
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Bei gewissen Reihen darf man aber doch umsortieren:

Definition 6.20. Eine Reihe n;;:o an heillt absolut konvergent, wenn

1
[an]
n=0

konvergiert.

Bemerkung 6.21. Aus dem Cauchy-Kriterium folgt, dass aus absolut kon-
vergent schon konvergent folgt, denn:

EW—%IUngI. 1
ay = |ak|.
k=n

k=n

Satz 6.22 (Kleiner Umordnungssatz). Sei n;;=l an eiﬁiﬁsolut konvergente Reihe
undt: N - NeineBijektion. Dannistauchdie Reihe |Z; an) absolut konvergent

und es gilt:
; N

an = ar(n)-

Satz 6.23 (Grof3er Umordnungssatz). Sei n;;=l an eine absolutlﬁ;_ryergente Reihe
und (l)xm eine Familie von disjunkten Teilmengen Iy, CN mit - 2, Iy = Nlﬂei

I, sowohl endlich als auch abzéhlbar sein darf. n ist jede der Rei imad
absolut konvergent und fur die Grenzwerte s, = jp53; ist die Reihe 7, sy absolut
konvergent mit Grenzwert ebenfalls
¢ 1¢ 1
Sk = an.
k=1 n=1

Satz 6.24 (Cauchy-Produkt von Reihen). Es seien iioai und J;iO b; zwei ab-
solut konvergente Reihen und die Folge (di) durch die Formel

1
de = aiby—
i=0

definiert. Dann ist auch die Reihe k;:; o i absolut konvergent mit Grenzwert

) S | N i
dk = aj - bj .
k=0 i=0 j=0
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Beweis. Wir betrachten die bijektive Abzahlung
¢: No — Nox No, n 3 ¢(n) = (a(n), B(n))

und die Reihe n;=o ag(n)bpny. Wir zeigen zunéchst, dass auch diese Reihe
absolut konvergiert. Hierfur reicht es,

| N | I 2 [ 2 |
leambeml < lail - Ibjl <o
n=0 i=0 j=0

fur beliebiege N zu zeigen (beschrankte monotone Folgen konvergieren).
Dazu sei N gewahlt; wir betrachten:

ip = max{a(0),...,a(N)},
Jo = max{(0),..., B(N)}.

Dann gilt:
| U | 1P 1
oyl = ail - [bjl
n=0 i=0 j=0
[ 2 [ N |
< lai] - |bj| < oo
i=0 j=0
nach Voraussetzung. Die Reihe Lo ] = %‘ I%‘aibk_i ist eiﬁquﬁﬂu

ng

qﬁﬂﬁﬂ“ konvergenten Reihe | _; agnbpm), das Produkt  Z,ai- 2o bj =
20 j0 ajb; ebenfalls. Nach dem groen Umordnungssatz sind q{;le:fiiese
Rﬁiﬁn aﬁoe_lpt konvergent und haben den gleichen Grenzwert |\, dq =

( i2oa)( jZobj) L1
inition 6.25. Sei (qn) eine Folge reeller Zahlen. Das unempdliche Produkt
w1 Ok heit konvergent, wenn der Grenzwert g = lim, i1 Ok der Parti-

alprodukte existiert. Wir bezeichnen den Grenzwert mitq = 2, Q.

Satz 6.26@0. Sei s eine natdrliche Zahl = 2 und py die k-te Priﬂﬁhl. Das

Produkt 7, 1= konvergiert und hat den gleichen Grenzwert wie 7, . Fir
k

s = 1 divergiert das Produkt und die Reihe. Inshesondere gibt es unendlich viele

Primzahlen.
\Vorlesung vom:
12. Dezember 2008
Qualitatsstand:
erste Version

Beweis. Wir zeigen dies in mehreren Schritten:

1. Furs=2ist & < . Also konvEWI:g_ileren alle Reihen n;;ﬂ < absolut nach
dem Majorantenkriterium, da .., # konvergiert.
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2. Die Reihe

t
—1- (E)
o I=0

konvergiert absolut furr jede Primzahl p, da (%)S < % < 1giltund die Reihe
daher eine geometrische Reihe darstellt.

to do: siehe Mitschrift

3. Das endliche Produkt Problem:
Oy  E—
e = ns
ket e=0 P n [N, n hat die

Primfaktoren pq,...,pr
mit Multiplizitat <N

nach dem Satz Uber die eindeutige Primfaktorzerlegung. Es folgt, indem
wir N — oo betrachten:

s I S—

k=1 n [N, n hat die
Primfaktoren py,...,pr

nach dem groBen Umordnungssatz. SchlieRlich ergibt sich:

i 1' I T 1
s hs'
k=1 1 Py n=1 n

nochmals wegen des GroRen Umordnungssatzes.
1

Korollar 6.27. Sei N eine groRe Zahl und wy die Wahrscheinlichkeit, dass zwei
zufallig gewahlte Zahlen a,b N mit 0 <a < N, 0 < b < N keinen gemeinsamen
Faktor haben. Dann gilt:

lim wy = % =0.60792 - = 60%.
N - oo Tt

Beweis (nur Beweisidee). Als gemeinsame Primfaktoren kommen nur Prim-
zahlen p < N in Frage. Fir p [Nlist die Wahrscheinlichkeit, dass p ein

Teiler eines zufallig gewahltena [{1,...,N} X % =1- % Die Wahrschein-

2__
lichkeit, dass a und b beide p als Teiler haben, ist 2 ppzl =1- p% Es folgt:
WNR pen(l- p—lz) bzw. oy ﬁ 2 wyt. Daher:
P

lim 1 _ 1 Euler i I:ourieLreihen G
Nooo N -1 a
= WN p Primzahl 1 p? n

_2 .
N 6
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Es folgt:

. 6
lim wy = —= = 0.60792...
N - oo TU

Leider kdnnen wir den Teil, der Fourierreihen verwendet, hier noch nicht
erklaren, siehe dazu wiederum Kapitel[27 bzw. genauer Korollar[27.8. —1

Aufgaben

Aufgabe 6.1 (Grenzwerte von Reihen). Untersuchen Sie folgende Reihen auf
Konvergenz und geben Sie, falls er existiert, den Grenzwert an:

o

1 n=0 zn+T
2 ; 2
©n=2 p—1
Aufgabe 6.2 (Konvergenz von Reihen). Untersuchen Sie, ob folgende Reihen
konvergieren;

I;I n+4

L . TS
, ey
* n=1lnpn
Aufgabe 6.3 (Konvergenz von Reihen). Sei (a,) eine monoton fallende Folge

Zeigen Sie: o, a, konvergiert genau dann, wenn ., 2Xa, konvergiert.

Aufgabe 6.4 (Umordnung). Sei n;;:O an eine konvergente, aber nicht absolut
konvergente Reihe. Zeigen Sie:

1. Die Teilreihe der positiven Glieder wachst unbeschrankt, die Teilreihe der
negativen Glieder fallt unbeschrankt.

2. FUr jede r ahl a [CR gibt es eine Umordnung T: Ng — Ny, so dass
die Reihe 2, agn den Grenzwert a hat.

Aufgabe 6.5 (Konvergenz von Reihen). Untersuchen Sie folgende Reihen
auf Konvergenz:
1 Ly
* n=03=2n
5 o dascry iy

n=1 n2

Loy

3. n=1 3n
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Aufgabe 6.6 (Reihen: Konvergenz / Grenzwerte). Fir welche a > 0 konver-

giert die Reihe
| -

a
o n(Inn)

Hinweis: Integralkriterium.
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Potenzreihen

Viele aus der Schule bekannte Funktionen wie exp, sin, cos werden am Besten
Uber Potenzreihen definiert. Hier werden wir die wichtigsten Eigenschaften
dieser Reihen kennen lernen. Insbesondere zadhlen dazu Resultate tiber deren
Konvergenz und Umordnungsmaoglichkeiten. Da dies Uber den reellen Zah-
len nicht gut zu behandeln ist, beginnen wir nach ersten Beispielen mit einer
Einfuhrung in die sogenannten komplexen Zahlen.

Definiti@ﬁ.l. Sei (an)nmy, eine Folge reeller Zahlen und x [CR. Eine Reihe der
Gestalt |, anx" heiBt Potenzreihe.

L1

Beispiel 7.2. 7, x" = £, falls|x| < 1.
Potenzreihen werden haufig herangezogen, um Funktionen zu definieren:

Beispiel 7.3. Man definiert die Exponentialfunktion
exp:R - R
durch die Potenzreihe

exp(x) := o
n=0
Wir mussen uns noch Uberlegen, dass diese Reihe fur jedes x [R konvergiert.
Mit dem Quotientenkriterium

xn+l
n+1)! |X| -0
£ N+1n-o

folgt dies leicht.
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Sinus und Cosinus (Abb.[7.7) definiert man durch die Formeln

. 12:::::] X2k+1 X3 X5
W= VG g
1 % 2 4

X X X
cos0) = (N G =lT T

k=0

Der Bereich, in dem Konvergenzreihen konvergieren, hat eine einfache geo-
metrische Beschreibung. Am pragnantesten wird diese, wenn wir auch kom-
plexe Zahlen betrachten.

7.1 Komplexe Zahlen

Definition 7.4. Die komplexen Zahlen C sind als Menge definiert als C = R2.
Addition und Multiplikation sind auf C wie folgt erklart (siehe auch Abb.[7.1):

(a,b) + (c,d) := (a+c,b+d),
(a,b) - (c,d) := (ac — bd, ad + bc).

i-1Im(2)
Z+w=X+U)+i(y+V)
W= Uu+iv
iy Z=X+1iy

X Re(z)

Abbildung 7.1. Die Addition komplexer Zahlen.

Das Nullelement ist damit 0 = (0, 0) und das Einselement der Multiplikation ist
1=(1,0) a.

Das Element
=(0,1) A
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ist dann ein Element mit
i2=(-1,0)=-1

und hei8t imaginare Einheit. Jede komplexe Zahl hat damit die eindeutige Darstel-
lung
z=x+iy=(Xy)mitx,y [R.

x heillt Realteil von z und y Imaginarteil. Notation:

x=Re(z), y=1m(2).

Fur das Rechnen mit komplexen Zahlen muss man sich nur i2 = —1 merken
und distributiv ausmultiplizieren:

(a+ ib)(c + id) = ac + ibc + aid + ibid
= ac + i(bc + ad) + ihd
= (ac — bhd) + i(bc + ad).

Satz 7.5. (C, +, ) ist ein Korper.

Beweis. Nur die Existenz der multiplikativen Inversen ist nicht vollig trivial
nachzurechnen. Sei also z = x +iy [T, z # 0, d.h. (x,y) # (0,0). Was ist
z1t=17
’ 11 x=iy x-—iy
z  x+iy x—iy x2+y?’

also:

1 X 1 -y
Re(Z) = ——, Im(Z) = ——.
e(z) X2 +y?’ m(z) X2 +y?2
In der Tat gilt:
1 X =iy ) X2 + y?
2Py KT = ey

Definition 7.6. FUr z = x + iy heil3t
Z=x-1ly

die konjugiert komplexe Zahl (die Abb. z 3 2z heiRt entsprechend komplexe
Konjugation) und '
lzZl = x2+y? [Rxo

der Betrag von z (s. Abb. 7.2).
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i-Im(2)
iy Iz Z=X+1iy
X Re(z)
—iy Z=Xx-ly

Abbildung 7.2. Die konjugiert komplexe Zahl.

Proposition 7.7 (Rechenregeln flur komplexe Zahlen). Seien z = x + iy, w =
u + iv 3. Dann gilt:

1.Re(2) = 3(z+2), Im(2) = (- 2).
2.1z =27
3. Eigenschaften des Betrags. Fur z,w [Q gilt:

a) |z =0, auBerdem: |zl =0 [CIT—F#* 0,

b) [z~ wl = z| - [wl,

¢) |z +w| < |z| + |w|. (A-Ungleichung, s. Abb.[7.3)

i 1Im(z)
zZ+w
Y
2|
W - |z +w|
||

Re(z)

Abbildung 7.3. Eigenschaften des Betrags komplexer Zahlen. Das Bild veranschau-
licht die Dreiecksungleichung |z + w| < |z| + |w].

Beweis. Wir zeigen nur die A-Ungleichung, die anderen Regeln sind einfach
nachzuweisen:
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lz+wW[? = (Z+w)@Z+W)
=77+ \ﬁﬁlﬁﬁﬁ_—_u{vw' W W
2-Re(wz)
= 7Z + 2Re(WZ) + ww
< |z’ + 2Jzl|w| + [wf®
= (Iz| + Iwl)°.

Da die Wurzelfunktion monoton ist, folgt: |z + w| < |z| + |w]|. 1
\orlesung vom:

Definition 7.8. Eine Folge (z,,) komplexer Zahlen konvergiert gegen z [Q, falls ~ 17. Dezember 2008
Qualitatsstand:

(>0 [} : |z, —2z| <e [MEnp. erste Version

Bemerkung 7.9. Aquivalent dazu, dass die Folge (z,) komplexer Zahlen den
Grenzwert z [Q hat, ist:

r!irrol Re(zn) = Re(z) und r!Lngo Im(z,) = Im(2).

Beweis. FUr eine beliebige Zahl w [Q gilt, wegen der Dreiecks—Un\gIeichung
und da die Diagonale in einem Quadrat mit Seitenlange a gerade 2-mal so
lang ist wie die Seite:

V_ O | (| O
2max |Re(w)|, [Im(w)| = |w| = max |[Re(w)|,|Im(w)| ,

wie die Abbildung(7.4 verdeutlicht. Daraus folgt die Behauptung. 1
i- Re(w)
&
A/q,’
|w| bW
Re(w)

bbildung 7.4. Obere und untere Schranke fiir den Betrag einer komplexen Zahl:
2 max{|Re(w)|, [ImWw)[} = |w| = max{|Re(w)|, |[Im(w)[}. Im Bild ist der Fall |[Re(w)| =
Im(w) veranschaulicht.

Satz/Definition 7.10. Cist vollstandig, d.h. jede Cauchy—Folge komplexer Zahlen
konvergiert gegen ein z Q.
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Formal: Ist (z,) eine Folge komplexer Zahlen, so gilt:

(R0 [N :|zh —Zm| <€ MM =ng I:I]]EO:r!imzn=z a.

Beweis. (z,) ist eine Cauchy-Folge [IT_11Re(zy)) und (Im(z,)) bilden
Cauchy-Folgen reeller Zahlen. Sie konvergieren jeweils gegen x bzw. y. Der
Grenzwert der Folge (z,) ist daherz = x +y. —1

Bemerkung 7.11. C lasst sich nicht anordnen.

Beweis. Angenommen, > sei eine Anordnung auf C. Da Quadrate immer =0
sind, folgt: i = -1 >0und1=12>0 [_=1+1= 0> 0, was nicht sein
kann. 1

Ein ganz wesentlicher Grund, aus dem man komplexe Zahlen in der Mathe-
Problem: matik betrachtet, ist das folgende Resultat:
Referenz fir Funda-

mentalsatz der Alge- Satz/Definition 7.12 (Fundamentalsatz der Algebra, ohne Beweis). Seip(z) =
bra? anz" + -+ a1z = ag ein Polynom mit a; 3 vom Grad n, d.h. a, # 0. Dann hat p
eine Nullstelle, d.h. [z CQ: p(z;) = 0.

Fur den Grad von p aus dem Satz schreiben wir auch deg(p) := n. Die Menge
aller Polynome in einer Variablen z und Koeffizienten in einem Korper K
bezeichnen wir mit K[z], also hier p [Q[z]. Die Teilmenge der Polynome in
einer Variablen z mit Koeffizienten in K vom Grad < n schreiben wir K[z]<p.

Wir geben fur diesen Satz in dieser Vorlesung keinen Beweis. Man kann aber
leicht einsehen, dass aus der Existenz einer Nullstelle induktiv schon folgt:

Korollar 7.13. Jedes Polynom p(z) = anz" + -+ + a;z = ag vom Grad n > 0 mit
a; [ faktorisiert in Linearfaktoren:

P(2) =an-(z—21) (2 zn),

fur gewisse z; [CQ, wobei die z; nicht unbedingt paarweise verschieden sein mussen.

In der Physik ist ein Hauptgrund, komplexe Zahlen zu verwenden, dass sich
die Quantenmechanik ohne komplexe Zahlen nicht beschreiben l&sst.

7.2 Der Konvergenzradius

Satz 7.14. Sei n;;=o anz" eine Potenzreihe. Wenn diese Reihe fur ein zo [CC\{0}
konvergiert, dann konvergiert die Reihe fur alle z [{2 [Q | |z| < |zo|} absolut.
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Beweis. Wir verwenden das Majorantenkriterium. Da die Reihe n;;:(, anzg
konvergiert, bildet die Folge (anz;j) eine Nullfolge. Sie ist daher beschrankt,
etwa [ayzg| < M [N 0. Fur z [CQ mit |z| < [zo| ergibt sich:

lanz"| = lan| - |z5] - %E =M- %LE
Zp Zp

Da |£| < 1 gilt, ist die geometrische Reihe n;;:O M:|Z|" eine konvergente
Majorante. 1

Definition 7.15. Sei n;;:O anz" eine Potenzreihe. Dann heif3t

O geE_—1 O
R:=sup 2z anzg konvergiert L[]0, co]
n=0

(sup A = oo, falls A nach oben nicht beschrénkt ist) der Konvergenzradius der
Potenzreihe. Es gilt: Die Reihe konvergiert fur alle z [z [T | |z] < R} und
divergiert fur alle z (42 Q| |z| > R} wegen Satz|7.14|

Auf dem Kreisrand {z [Q | |z| = R} kann Konvergenz vorliegen, muss aber

nicht (Abb.[7.5).

Abbildung 7.5. Der Konvergenzradius einer Potenzreihe.

Beispiel 7.16.
L1

1. .., z" hat Konvergenzradius R = 1.

2. Die Reihe [ .; % konvergiert im Punkt zo = —1 und divergiert fir z; = 1
(alternierende) harmonische Reihe, daher folgt: R = 1.

3. o % hat Konvergenzradius R = oo, da sie fur beliebig groRe x R
konvergiert.

Satz 7.17. Sei (an)n Dﬂoéij Folge komplexer Zahqu:ﬁit ap # 0 [NlExistiert der
Grenzwertq = limp _ o ;:Eso hat die Potenzreihe _, a,z" den Konvergenzradius

% fallsq >0,
R =
fallsq = 0.
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Beweis. Quotientenkriterium. 1
Vorlesung vom:

Die obige Formel ist nicht immer anwendbar (z.B. beim Sinus). Eine Formel, 19- Dezember 2008

die dagegen immer funktioniert, ist folgende: Qualitatsstand:
erste Version

Definition 7.18. Sei (ay) eine Folge reeller Zahlen. Dann heil3t

O E |
limsup(by) := r!im sup by bk=n

n- oo

der Limes Superior von (by). Ist (by) nach oben nicht beschrénkt, so setzen wir:
limsupby, = +oo.

Analog ist
liminfb, := r!im inf{by | k = n},

n— oo

der Limes Inferior, erklart.

Satz 7.19 (Formel vap Cauchy-Hadamard). Seien - anz" eine Potenzreihe
und q = limsup,, (" lan]). Dann hat die Potenzreihe = [, a,z" den Konvergenz-
radius

falls q = oo,
R = falls 0 < g < oo,
, fallsq =0.
Beweis. Wurzelkriterium. 1

7.3 Der Umordnungssatz

Satz 7.20. Sei n;;=1 an eine Reihe komplexer Zahlen.

1. Ist n;;:l an absolut konvergent und ist T: N — N eine bijektive Abbildung,

dann ist auch die Reihe
.

aT(n)
n=0

absolut konvergent und es gilt:
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2. (GroRer Umordnungssatz) Sei (I )k eiﬁﬁamilie von endlichen oder unend-
lich disjunkten Teilmengen I, [N mit - 2, Iy, = N. Dann ist fur jedes k die
Reihe 1

Ski= 4
jd
absolut konvergent und die Reihe der Grenzwerte IE‘sk ebenfalls und zwar
mit Grenzwert

Beweis. Die Aussage von[l] ist ein Spezialfall von2. mit I, = {Tt(k)}; wir miissen
also nur (2] beweisen. Zunachst zur absoluten Konvergenz von
1 OrCm
aj = ’\Ilim aj ,
i T imgjsN

wobei wir in einer beliebigen Reihenfolge summieren. Im Fall von I, endlich
und bei der[1. Teilaussage ist dies klar. Fir den anderen Fall verwenden wir,
dass[1] schon gezeigt ist.

Da die Partialsummen 1 01
lajl = Il
j=10 jow
monoton steigen fiir endliche Teilmengen |- CIT 1Y, gentigt es zu zeigen,
dass sie beschrankt bleiben. Dies ist klar, da

I 1 F 1 ¢ 1
|aj| = lan| < |an| < oo,
jog n=0 n=0

wobei N = max{j | j CII}. Fur die absolute Konvergenz von k;:;lsk gehen
Wir genauso vor:

| 1 1 % | m
k| = ’\Illm aj B

-

(oo}
k=1 k=1 jOdjsN

| I I

< lim i
AR [aj]
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Fir die Gleichheit der Grenzwerte betrachten wir s = n;’:l aanundzue >0

ein ng, so dass
i
|an] < € und %— an%e
n=1

N=nNg

gilt. Sei nun O]

k():_ X k {,...,n()_ } Ik¢|:|

H- %% % ™

k=1 nJn=ng

<§ % lan] < 2€.

n=ng

7.4 Die komplexe Exponentialfunktion

Eine der wichtigsten Potenzreihen ist jene, die die sogenannte Exponential-
funktion definiert. Beispielsweise existiert ein interessanter Zusammenhang
zu Sinus und Cosinus.

Definition 7.21. Die Abbildung

exp: C - C, 230 exp(z) = —
n=0

heiRt komplexe Exponentialfunktion.

Satz 7.22 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Fir z, w [Q gilt:
exp(z + w) = exp(z) - exp(w).

Beweis. Wir betrachten das Cauchy-Produkt der absolut konvergenten Rei-

hen
| B . L 2
" n”
k=0 n=0

Es ergibt sich mit der binomischen Formel:

_ b 1 nk B '%-W”‘k (z+w)"

H'(n—k)!‘k=0 k  nl n!

dn
k=0
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Nach dem grolen Umordnungssatz gilt nun:

Ay

exp(z +w) = -
n=0
- _2 . _55
o k! o Il
= exp(z) - exp(w).
1
Korollar 7.23. Es gilt:
1. exp(0) = 1,
2. exp(-z) = m und daher inshesondere exp(z) CC™[ZICCT, wobei C™:=

C\{0}. Die komplexe Exponentialfunktion ist also eine Abbildung C - CY
(siehe auch Abb.[7.6).

Abbildung 7.6. Die Wirkung von exp auf C.

Beweis. 1 = exp(0) = exp(z + (—2)) = exp(z) - exp(—2z). 1

Setzen wir fiir z einen rein imaginaren Wertein,d.h.z = iy, y [R, so erhalten

wir:
o Py
exp(iy) = e
n=0 ’
P 1% 1 %k
- (—1)k% i (L 2312 ~
k=0 ’ k=0 (2k+ 1)t

cos(y) + isin(y),

also einen Zusammenhang zwischen der komplexen Exponentialfunktion
und Sinus und Cosinus. Man schreibt haufig auch
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g% == exp(z)

bzw. fiir reelle x R entsprechend e*. Die Zahl e = e! = exp(1) wird auch
Eulersche Zahl genannt. Mit dieser Notation gilt:

Satz 7.24 (Zusammenhang zwischen der komplexen Exponentialfunktion
und Sinus und Cosinus). Fur z = x + iy [Q gilt:

exp(x +iy) = € (cosy +isiny).

Die Additionstheoreme fur Sinus und Cosinus folgen mit Hilfe der obigen
Formel aus denen der Exponentialfunktion:

Satz 7.25 (Additionstheoreme fur Sinus und Cosinus). Seien a, 3 [CR. Dann:

cos(a + ) = cosa-cosP —sina - sinf,
sin(a + B) =sina-cosf + cosa - sin .

Inshesondere gilt (mit der Notation sin o := (sin a)* und entsprechend fiir den cos):
1 =sina+ cos? a.
Beweis. Es gilt:

cos(a + B) +isin(a + B) = exp(i(a + B))

= exp(ia) - exp(iP)

= (cosa +isina) - (cosP +isinp)

= (cosacosf —sinasinf)

+i(cosasinf + sinacosf),

wobei sich die letzte Gleichheit geméf der Definition der Multiplikation in C
ergibt. Realteil und Imaginarteil dieser Formel ergeben die Behauptung.
Fur den Zusatz betrachten wir

| |
1 =cos(0) = cos a+ (—a) = cos(a) cos(—a) — sin(a) sin(—a).

Da cos(—a) = cos(a) und sin(—a) = —sin(a) gilt, weil die Potenzreihe des
Cosinus nur gerade Terme und jene des Sinus nur ungerade Terme hat, folgt
1 = cos? a + sin? a, wie behauptet. —1

Mit Hilfe des Satzes von Pythagoras kann man Sinus und Cosinus nun auf
dem Einheitskreis einzeichnen (Abb.[7.7).

Die Multiplikation der komplexen Zahlen ergibt sich direkt. Seien dazu z,w []
C. Dann existiert ein Winkel ¢, genannt Argument von z und entsprechend
W, so dass
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b/
1
1
a
sin(a)
-1 1 X
cos(a)
-1

Abbildung 7.7. Sinus und Cosinus am Einheitskreis; a istim Bogenmald eingezeichnet.

z=|z| - (cosd +isind) und w=|w|-(cosy +isiny).

Damit erhalten wir mit Hilfe der Additionstheoreme fir Sinus und Cosinus
fur das Produkt von z und w:

ZW = |z:w] - %oscb +isin®) - (cosy +isiny)
=|z-w| - (cl%sq) -cosy —sind - sin L|J|):|+ i(sing - cosy + cos ¢ - sinY))
=1z| - |w|- cos(d + ) +isin(p + ) .

Mit anderen Worten:

O

Bemerkung 7.26. Bei der Multiplikation zweier komplexer Zahlen multipli-
ziert sich der Betrag und es addieren sich die Argumente (Abb. 7.8).

Abbildung 7.8. Multiplikation zweier komplexer Zahlen.

Aufgaben

Aufgabe 7.1 (Komplexe Zahlen). Bestimmen und zeichnen Sie fur r = %
r=1undr = 2 jeweils die Menge:
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] -1 ]
z [(a: r.
+1

Aufgabe 7.2 (Grenzwertvertauschung, lim sup und lim inf).

1. Sei
aix = .
b i<k

Bestimmen Sie:
imlimaj und  lim lim a;y.

I
K00 j— oo joookooo
2. Sei (ap) die Folge mita, ;= (=1)" + % Berechnen Sie

limsupa, und liminfa,.
n- oo

n-— oo

Aufgabe 7.3 (Kombinatorik).

1. Wir definieren a, durch:

1

axk.

k=0

(L+x*+x3)0 =

Zeigen Sie: g ist die Anzahl der Mdglichkeiten, k identische Kugeln in
10 Urnen so zu verteilen, dass in jeder Urne anschlieRend 2, 3 oder keine
Kugel liegt.

2. Bestimmen Sie ayy mit Hilfe von Maple.

Aufgabe 7.4 (Konvergenzradien). Bestimmen Sie die Konvergenzradien der
folgenden Reihen:

1. %";—
2. L"Tz_lnzxn
3. ., 2"x"
4 s

Koénnen Sie den Grenzwert im Falle der Konvergenz bestimmen?

Aufgabe 7.5 (Cauchy-Rrodukt von Reihen). Fir n [N sei = by =
(=1 ”-% und ¢, = |_,an—bk. Zeigen Sie, dass die Reihen [~ a, und

n=o0 Pn konvergieren, ihr Cauchy-Produkt ., c, aber nicht.
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Aufgabe 7.6 (Additionstheoreme fir Sinus und Cosinus).

1. Zeigen Sie, dass fur jedes n [CTN Polynome pn(X, y) und gn(X,y) in zwei
Variablen x, y mit reellen Koeffizienten existieren, so dass

sin(nt) = pp(sin(t), cos(t)) und cos(nt) = gn(sin(t), cos(t))

fur alle t [R gilt.
2. Berechnen Sie pn(X, y) und gn(x, y) firn = 2,3, 4.

Aufgabe 7.7 (Konvergenzradius von Potenzreihen). Bestimmen Sie den
Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen:

[

L (= 3nd)x,

g et gy
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Stetigkeit

Vorlesung vom:
7. Januar 2008

Qualitatsstand:
erste \Version

e . . Problem:
8.1 Definition und Folgenkriterium sinnvollen  Einlei-

tungstext
Definition 8.1. Sei D [CRI. Eine reellwertige Funktion auf D ist eine Abbildung

f:D - R.

D heillt Definitionsbereich von f. Typischerweise ist D ein Intervall oder eine
Vereinigung von Intervallen.

Die Menge 0 % ]
Gi:= (xy) Ex [D,y=f(x) [R?
heillt Graph der Funktion.
Beispiel 8.2.

1.y = f(x) = X, siehe Abb.[8.1.

2. y = [XI'Z entier(x), siehe Abb.[8.2]

Im zweiten Beispiel hat der Graph ,,Spriinge”; stetige Funktionen sind im
Wesentlichen solche, fiir die das nicht der Fall ist. Prazise definieren wir dies
wie folgt:

Definition 8.3. Sei f: D — R eine Funktion und xo [CD ein Punkt. f heil3t stetig
in Xq, wenn

[0 [ 0: |f(X) — f(Xo)| <€ XA D mit [X — Xo| <&
gilt. f heil3t stetig auf D, wenn f in allen Punkten xo D stetig ist.
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Abbildung 8.1. Graph einer Parabel mit Gleichung f(x) = x2.

y
3 —0
2
1

-3-2-1 123 X
—_

—0-2

—0 -3

Abbildung 8.2. Graph der entier Funktion. Ein kleiner, leerer Kreis zeigt dabei an,
dass der umkreiste Punkt nicht zum Graphen gehort.

Im Englischen heif3t stetig continuous; auch im Deutschen werden wir gele-
gentlich den Begriff kontinuierlich statt stetig verwenden.

Beispiel 8.4.

1. f(x) = x ist stetig. Zu € kbénnen wir 6 = € wahlen.
2. f(x) = x? ist stetig in allen Punkten. Die wesentliche Abschitzung ist
)2 = x| =[x+ Xol - [x = Xo
< |2%0 + 1] X —Xo| DIXdmit |x — Xp| < 1.
Entsprechend ergibt sich [x* —x¢| < & DXinit [x —Xo| < 557 Also kénnen
wir | e O
d=min 1, ———
2|Xo| + 1
wahlen. 4 hangt sowohl von € also auch von x, ab.
3. entier: R — R ist nicht stetig in Xo = 0: Zu € = 1 und 6 > 0 beliebig klein

existiert ein Punkt x mit |[x — xo] < 0 und =1 < x < 0. Fir diese gilt:

|entier(x) —entier(0)] =|—-1-0/=1=¢.
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Allgemein gilt: entier ist in allen Punkten x, [CR\Z stetig und in allen
Punkte xq 4 unstetig.

4. Die konstanten Funktionen f: R - R mit f(x) = ¢ sind stetig.
Satz 8.5 (Folgenkriterium fur Stetigkeit). Sei f: D — R eine Funktion und

Xo [CID ein Punkt. f ist stetig in Xo genau dann, wenn flr alle Folgen (x,) mit
Xn (D und lim,_ o Xy = Xg gilt:

f(xc) = lim f(xo).

Das Folgenkriterium ist oft gut geeignet, um Unstetigkeit zu zeigen, wie wir
am folgenden Beispiel sehen werden. Der Nachweis der Stetigkeit ist in der
Regel einfacher mit der e-0-Definition.

Beispiel 8.6. Wir betrachten die Funktion (Abb.8.3):

Abbildung 8.3. Die Funktion sin(i) in der N&he von 0.

fallsx =0
f(x) = !
%) %@), falls x # 0.

Bekanntlich gilt (wir werden in|11.14 und [11.15/die Zahl 1 [CR definieren
und die Aussage beweisen):

n |
1=sin§=sin §+2kn

fiir jedes k [Z. Also gilt fur x = 15 zwar
2

limx, =0, aber kIim f(x) =1=+0.

-0

i 3 — 1 H ¥ O_ 1 H [
Da lim(3m + 2km) = -1 ist, gilt far x = T2k zwar limy_ . X, = 0, aber
lim f(x5 =-1

Es folgt, dass man keinen Wert fur f(0) finden kann, so dass f im Nullpunkt
stetig erganzt wird.
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Beweis (fuir das Folgenkriterium fiir Stetigkeit, Satz[8.5). f sei stetig in X, und
(xn) eine Folge in D mit limx,, = Xq. Da f in Xq stetig ist, existiert zu € > 0 ein
0 > 0, so dass:

[f(X) — f(Xo)| < € BXOD mit |[x — Xg| <.

Wegen lim x, = Xg gibt es zu & > 0 ein ng, so dass |x, — Xo| < 6 [N E ny. Also:
[f(xn) = f(%0)| < & [E= Ny,

d.h. limp_ o F(Xn) = f(Xo).

Umgekehrt nehmen wir nun an, f sei nicht stetig. Dann existiert ein € > 0, so
dass fiir jedes 6 > 0 ein x [ existiert mit |x — Xo| < & mit |[f(x) — f(Xo)| > €.
Wir wenden diese Aussage fur alle d = % an und erhalten eine Folge (x,) in
D mit lim x, = xq, aber

[f(xn) = f(Xo)| > € [N

Also konvergiert (f(xn))nma nicht gegen f(Xp). 1

Wir geben nun noch einige einfache Satze, mit denen wir aus stetigen Funk-
tionen weitere bilden kbnnen:

Satz 8.7 (Rechenregeln fur stetige Funktionen). Es seien f,g: D - R Funk-
tionen.

1. Sind f, g in Xq stetig, so sind auch f + gund f - g in X, stetig.
2. Sind f, g in X stetig und ist g(xo) # 0, dann ist auch

f
—:D"L R
g

mit D™= {x [D | g(x) # 0} [Distetigin xo [D"
Beweis. Analog zu der entsprechenden Aussage flr Grenzwerte. —1
Daraus folgt sofort:

Korollar 8.8.

1. Polynome
f(X) = anx" + ap_1x"?

+ 4 aX + ag
mit Konstanten a, ...,a, [R sind stetige Funktionen f: R - R.

2. Rationale Funktionen, d.h. Abbildungen der Form é : D — R mitPolynomen
f, g, sind stetig im Definitionsbereich D = {x [R | g(x) # 0}.
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8.2 Der Zwischenwertsatz und Anwendungen

Einer der ganz zentralen Satze Uber stetige Funktionen ist folgender:

Satz 8.9 (Zwischenwertsatz). Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion und ¢ ein
Wert zwischen f(a) und f(b), d.h. f(a) < ¢ < f(b). Dann existert ein & [[h,b]
(siehe auch Abb.[8.4), so dass

f(&) =c.

Inshesondere folgt, dass jede stetige Funktion mit f(a) < 0 und f(b) > 0 eine
Nullstelle in [a, b] hat.

Abbildung 8.4. Offenbar ist im Bild f(a) < ¢ < f(b), so dass hach dem Zwischenwert-
satz ein & mit f(&) = c existiert.

Beweis. Indem wir zu *f(—c) Ubergehen, genigt es, die zweite Aussage zu
zeigen. Sei also f(a) < 0 und f(b) > 0. Wir konstruieren induktiv monotone
Folgen, die gegen die Nullstelle konvergieren mit dem sogenannten Inter-
vallhalbierungsalgorithmus: Wir setzen zunéchst xo = a und yg = b. Sind x,

und y, schon konstruiert, so betrachten wir X = X”er—y” und f(x). Dann seien

% falls f(x) <0,
Xnt1 =
, sonst,

A, falls f(X) <0,

=z sonst.

Dann gilt offenbar:

1. f(Xn) <0 [mund f(y,) =0 [Nl

2. [yn=xn| =27"(b—a).

3. (Xp) ist monoton steigend und (y,) monoton fallend.
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Beide Folgen konvergieren also und wegen
1im (Yo = xq) = lim 27"(b =) = 0

ist & = limp_ o Xn = limy_  Yn. Wegen der Stetigkeit von f gilt:

f(€) = lim f(x) <0,
da f(x,) <0 [mund

f(&) = lim f(yn) 20,
da f(yn) = 0 [nl]Also folgt: f(&) = 0. 1

Satz/Definition 8.10 (Existenz von Maximum und Minimum stetiger Funk-
tionen). Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen,
beschrénkten Intervall. Dann existieren Xmax, Xmin CJ&, b] mit
O |
f(Xmax) = sup_f(x) | x L4, b] ,
O O

f(Xmin) = inf f(x) | x C]&,b] .
Insbesondere ist f beschrankt.

Wir sagen: f nimmt in Xmax das Maximum an, geschrieben:

Qg@aé f(X) = f(Xmax)-
Analog fir das Minimum: miny rap; f(X) := f(Xmin).

Bemerkung 8.11. Dass [a, b] abgeschlossen ist, ist wesentlich: Die Funktion
f(x) = L nimmt auf ]0, eo[ kein Maximum an.

Beweis (der Existenz von Maximum und Minimum, Satz(8.10). Sei
[ 1
M =sup f(x)|x LJa,b] [R [{cb}.

Wirwahlen eine Folge (xp) mitx, [, b],sodasslim,_« f(Xn) = M (bzw. f(xn)
unbeschrénkt wéchst, falls M = o). Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass
5.33 hat (x,) eine konvergente Teilfolge (Xy,). Sei Xmax := limy_, & Xp,. Dann gilt:

f(Xmax) = lIM (xn,) = M
wegen der Stetigkeit von f. Insbesondere ist M < co. 1

Bemerkung 8.12. Im vorigen Beweis kann man den Ubergang zu einer Teil-
folge im Allgemeinen nicht vermeiden. Dies zeigt das Beispiel: f(x) =
1 - (x? — 1)? auf [-2, 2] (Abb.[8.5). Die Ausgangsfolge () kénnte zwischen
den zwei Maxima Xmax = 1 hin und her springen.
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Abbildung 8.5. Eine Funktion mit zwei Maxima auf dem selben Niveau.

Definition 8.13. Eine Funktion f: I — R auf einem Intervall heiit monoton
wachsend (oder monoton steigend), wenn f(x;) < f(xp) fir x; < Xp; streng
monoton wachsend (oder streng monoton steigend), wenn f(x;) < f(xp) flr
X1 < Xz. Analog sind monoton fallend und streng monoton fallend definiert.

f heilt streng monoton, falls f streng monoton wachsend oder streng monoton
fallend ist.

Satz 8.14.

1. Sei f: 1 - R eine stetige Funktion auf einem Intervall. Dann ist J = f(I) (R
ebenfalls ein Intervall.

2. Ist f auBerdem streng monoton, dann ist die Abbildung f: 1 — J bijektiv. Mit
f1:J) - | [Rbezeichnen wir dann die Umkehrfunktion, d.h. die Abbildung
mit f71(f(x)) = x X1

Beweis. 1. Jistein Intervall, wenn mit y;,y, [Cllauch alle Punkte zwischen
y; und y, in J liegen. Dies ist der Fall nach dem Zwischenwertsatz|8.9|

2. Ist f streng monoton, so ist f: I —» R injektiv. Alsoist f: 1 - J injektiv
und surjektiv, d.h. insbesondere bijektiv, so dass die Umkehrfunktion
f=1:J = lerklart ist.

1

Definition 8.15. Sei f: D - R eine Funktion und xo CR\D ein Punkt, fir den es
eine Folge (x,) mit x, D und lim,,_ » X, = a gibt. Existiert fur jede Folge (xn) auf
D mit limp_ «» X, = a der Grenzwert limy,_ « f(X,), so sind alle diese Grenzwerte
gleich und wir bezeichnen mit

lim f(x) := lim f(x,)

X—a n-oo

den gemeinsamen Grenzwert.

Beispiel 8.16. Die Funktion

Vorlesung vom:

9. Januar 2008
Qualitatsstand:

noch der Mitschrift an-
zupassen
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x2—1
x—1
ist zunachst nur auf D = R\{1} definiert. Da aber

(x=1)(x+1)
x—1

f(x) =
lef(x) :le :lem(x+1) =2

ist, lasst sich die Funktion f: D — R zu einer stetigen Funktion fR - R
fortsetzen: f(x) = x + 1.

Definition 8.17. Die Notation limy zf(x) verwenden wir, wenn wir nur Folgen
(Xn) mit x, < a betrachten. Analog: limy =(x).

Aufgaben

Aufgabe 8.1 (Stetigkeit). Bestimmen Sie, in welchen Punkten die folgende
Funktion stetig ist:

+1, X< -1,
f(x) = +5x+7, -1<x<0,
7, x> 0.

Aufgabe 8.2 (Stetigkeit). Die drei Funktionen f,g,h: R - R seien folgen-
denmalen definiert:

T ==
%_x’ X¢Q5
£ x [,

X) = 4

9(x) ol X0,

h(x) = % X=§ [Q mit p,q CA teilerfremd, q > 0,
67 x¢Q.

Zeigen Sie: f istnurin % stetig, g ist nirgendwo stetig und h ist genau in allen
irrationalen x stetig.

Aufgabe 8.3 (Leinenwurf). In einem Raum ist eine Leine von der Fenster-
wand zur gegenuberliegenden Wand gespannt. Jetzt wird die Leine an beiden
Seiten gel6st und irgendwie in die Mitte des Raumes geworfen.

Zeigen Sie: Es gibt einen Punkt auf der Leine, der genauso weit von der
Fensterwand entfernt ist wie zuvor.
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Aufgabe 8.4 (Stetige Funktionen).

1. Gibt es eine stetige Funktion f: R - R, die jeden ihrer Werte genau
zweimal annimmt?

2. Gibt es eine stetige Funktion f: R - R, die jeden ihrer Werte genau
dreimal annimmt?
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Di [eréntiation

Problem:
sinnvollen
tungstext

9.1 Di Lerénzierbarkeit

Definition 9.1. Sei f: | - R eine Funktion auf einem Intervall und xo, [CTI f heilt
in Xo di Cerenzierbar (kurz auch: di [bar), falls der Grenzwert

_ f(x) = f(x0)
lim ——=
X - Xo X —Xo

existiert.

Geometrisch l&sst sich der Di Lerénzenquotient

f(x) — (Xo)
X—Xo
als Steigung der Sekante durch die Punkte (X, f(Xo)) und (x, f(x)) des Gra-
phen Gy interpretieren (Abb.[9.1). Der Grenzwert lasst sich also als Steigung
der Tangente an G im Punkt (X, f(Xo)) interpretieren und f ist in Xo diffe-

renzierbar, wenn Gs in (Xg, f(Xo)) verninftig eine nicht senkrechte Tangente
zugeordnet werden kann.

Definition 9.2. f: 1 — R ist auf | differenzierbar, wenn f in jedem Punkt x, 1l
differenzierbar ist. Die Funktion

f(x+h)— f(x

91 L R, f?x):!]ing%

nennen wir dann die Ableitung von f auf I.

Einlei-



138 9 Differentiation

Abbildung 9.1. Differenzenquotient als Sekantensteigung. Gezeigt ist die Sekante

durch (Xo, f(X0)) und (x, f(x)) mit Steigung 100-1bg)

X=Xo

Bemerkung 9.3. 1. Differenzierbarkeit ist fundamental, um Begriffe wie Ge-
schwindigkeit in der Physik Uberhaupt definieren zu kénnen. Beschreibt
f:1 -~ R, t 3 f(t) die Bewegung eines Punktes f(t) in R, so ist f'{t) die
Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t.

2. Von Newton stammt die Notation fx) bzw. f(t) bei Ableitungen nach
der Zeit. Leibniz hat die in gewisser Weise bessere Notation

df
&(Xo) = f'xo)
verwendet.

Satz 9.4. Sei f: | - R eine Funktion und X, [Tl Dann gilt: f ist differenzierbar in
Xo [Tt stetig in Xo.

Beweis. Existiert limy_ x, %;éx") dann auch der Grenzwert

- (I
lim M ~(X—=Xg) = lim(f(x) — f(xo))
X — 00 X — Xo X—Xo

und ist

- fO) = f(xo) .

= lim ——— = limx—x, =0.
X — 00 X —Xo X - Xo

Also: limy_y, f(X) = f(Xo), d.h. f iststetig in X nach dem Folgenkriterium. [

Beispiel 9.5.

1. f(x) = x? ist in jedem Punkt xo [R differenzierbar:

) = f(xo X2 -x .
lim M = lim =—22 = lim (X + Xg) = 2Xo.
X—Xo X — Xo X-Xo X — Xp X Xo

Also: fHx) = 2x.
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2. Konstante Funktionen f(x) = c¢ sind differenzierbar mit f(x) = 0.

In den Ubungsaufgaben werden wir Funktionen kennen lernen, die zwar
stetig, aber an einigen Stellen nicht differenzierbar sind. In vielen einfachen
Fallen kann man solche Stellen dadurch erkennen, dass der Graph einen
Knick hat, wie z.B. die Betragsfunktion im Ursprung (siehe Abb.[9.2).

fig:Betragsfunktion

Abbildung 9.2. SKIZZE FEHLT!

Es gibt aber auch Funktionen, wie beispielsweise die sogenannte Koch-
Kurve, die zwar Uberall stetig, aber nirgends differenzierbar sind.

Definition 9.6. Sei f: 1 — R eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall
und Xo CII f heiBt in X stetig di Cerknzierbar (kurz auch: stetig di [bar), falls die
Ableitung fstetig ist.

In den Ubungsaufgaben werden wir eine Funktion kennen lernen, die zwar
differenzierbar, aber nicht stetig differenzierbar ist.

9.2 Rechenregeln fur Ableitungen

Satz 9.7 (Rechenregeln fur Ableitungen). Seien f,g: | - R in X, COdifferen-
zierbare Funktionen. Dann sind
f+g:1 > Rundf-g:1 - R

in Xo ebenfalls differenzierbar mit Ableitungen

(f +9)"(x0) = f'x0) + g'(xo)
(f - 9)' o) = f'x0) - 9(Xo) + g'xo) - f(Xo).

Die zweite Regel hei3t auch Leibnizregel oder Produktregel.

Problem:
Skizze fehlt:
fig:Betragsfunktion!
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Ist g(Xo) # 0, so ist auch
f
a: IN{x]g(x) =0} - R

in Xo differenzierbar und es gilt die Quotientenregel:

Ld g fig—f
5 o= %(0)

Beweis. Die Aussage zu f + g folgt direkt aus der Definition. Zum Nachweis
der Produktregel betrachten wir

fO)90) — f(x0)g(x0) _ F(X) — f(xo) 009 + (0 )g( ) ~ 9(Xo)

X — Xo X — Xo — Xo

e f'%0)a(x) + (X0)g"(xo).

Far dﬁ@ssage Uber den Quotienten untersuchen wir zunachst den Spezi-
alfall - =
211
o9 _ 1 gx)—9() _
X = Xo g()g(X0) X=X  x% 92(X )

(=9'(x0))-

Die allgemeine Regel folgt aus dem Spezialfall mit der Produktregel:

|:f| 18 0l -g~ fig-fg~

g g g 9
Beispiel 9.8.
1. Die Funktion f(x) = x"ist fUr beliebige n A aufihrem Definitionsbereich
diffbar mit
fix) = nx" L.
FUr n = 0 haben wir dies schon gesehen. Sei also n = —k, k > 0, d.h.
f(x) = 1. Die Quotientenregel ergibt:
_ka—l
fifx) = —— = —kx ! = nx"L,
) o

2. Rationale Funktionen r = é sind auf ihrem Definitionsbereich diffbar. Ist

der Bruch gekurzt, so heiBen die Nullstellen von g auch Polstellen der
rationalen Funktion.
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Satz 9.9 (Kettenregel). Es seien f: | - R, g: J — R diffbar mit f(I) [_I1Dann
ist auch die Komposition

gefil - R, (g° )X = g(f(x),

diffbar mit
(g ) = g{f(x) - ).

Den Faktor f{x) nennt man hierbei innere Ableitung.

Beweis. Es gilt:

(ge Hx+h)—(g=H) _ g(fx+h)—g(f(x)) flx+h)-f(x)
h T i+ - f(®) h '

Damith - 0auch f(x+h) - f(x) gilt, da f stetig ist, folgt:

g(f(x + h)) — g(f(x))
FX+h) =00 noo g(f09)

und dann: Fox+ ) = £(0)
X+ h) = f(x
f e f?X).
Dieses Argument ist gultig, sofern f(x+h)—f(x) # 0. Istaber f(x+h,)—f(x) =0
fur eine Nullfolge (hy), so folgt f{x) = 0 und w =0, also gilt auch
in diesem Fall
f hn)) — g(f
i QUG+ hn) — g(F(0) _

n-oo hn

g{f(x) - ftx) = 0.

1
Vorlesung vom:

14. Januar 2008
Qualitatsstand:
erste \ersion

Beispiel 9.10. Wir betrachten fiir f(x) = x? + 1 und g(x) = x die Hintereinan-
derausfuihrung (g © f)(x) = (x? + 1)%. Die Kettenregel ergibt:

2 2
=3(x“ + 1) - 2x.

O
% +1)°
Wenn wir zunéchst ausmultiplizieren, erhalten wir:
(x5 + 3x* + 3x% + 1)M= 6x° + 123 + 6x.
Beide Ergebnisse stimmen Uberein.

Satz 9.11 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei f: | — R eine streng monotone
diffbare Funktion, J = f(l) und xo [T ein Punkt mit f'{xo) # 0. Dann ist die
Umkehrfunktion f~1: J - | CRin yo = f(Xo) diffbar mit

1 1

o
(700 = 28—
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Zunéchst eine Merkregel fir die Formel: Da f o 71 = id;, gilt: (f o 1) = 1.
Andererseits liefert die Kettenregel 1 = f¢f~2(yo)) - (f™)"y,) und die Formel
folgt. Dies benutzt allerdings schon die Differenzierbarkeit der Umkehrfunk-
tion, so dass hierfur noch ein Beweis nétig ist.

Beweis (des Satzes|9.11|Uiber die Ableitung der Umkehrfunktion). Nach Voraus-
setzung ist f{xg) # 0, also %;sx") # 0 fur x nahe xo. Da mit x - X auch
y = f(X) - yo = f(Xo) folgt, erhalten wir:
Ay - ' o) X=X 1
Y= Yo f(x) = f(xo0) y-vo ko)’

1

Beispiel/Definition 9.12 (k-te Wurzel). Sei g(x) = \/i = x¥k k [N, die
Umkehrfunktion von der streng monotonen Funktion f: Rsg — R, f(x) = x*.
Dann erhalten wir: f{x) = kx*"! # 0 fiir x # 0. Es folgt: g: R — R ist auf
R diffbar mit

1-k

IR S AP E R
900 = ol T TR

Erneut ist die Exponentenregel gultig.

Aufgaben

Aufgabe 9.1 (Produktregel). Seien D [CR und f,g : D - R zwei n Mal
differenzierbare Funktionen. Zeigen Sie:

(f- g)(n) = ‘ f(n—k)g(k)l
k=0

Aufgabe 9.2 %pproximierung). Schreiben Sie zwei Programme (z.B. mit
Maple), um “a zu berechnen; verwenden Sie dabei einmal das Intervall-

Halbierungsverfahren und einmal das Newtonverfa\?ren. Zahlen Sie, wievie-
le Iterationen Ihre beiden Verfahren bendtigen, um * 3 mit einer Genauigkeit
von mindestens 10~° zu berechnen. Verwenden Sie [1, 2] als Startintervall fir
das Intervall-Verfahren und 1 als Startwert fur das Newtonverfahren.

Aufgabe 9.3 (Optimierung). Eine Konservendose von 320 ml Inhalt soll so
dimensioniert werden, dass der Blechverbrauch minimal ist. Wir nehmen
dabei an, die Konservendose sei ein perfekter Zylinder. Welche H6he und
welchen Durchmesser hat die Dose?

Hinweis: Dabei durfen Sie die aus der Schule bekannten Formeln fiir Volumen
und Mantel eines Zylinders verwenden.
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Aufgabe 9.4 (Mehrfache Nullstellen). Fiirwelchea, b [R hat f(x) = x3—ax+b
eine doppelte Nullstelle (d.h. eine Stelle xo mit f(xo) = o) = 0)? Fiir welche
a,b hat die Funktion genau eine, zwei bzw. drei reelle Nullstellen?

Aufgabe 9.5 (Di [erénzierbarkeit). Zeigen Sie:

1. Die Betragsfunktion |.|: R - R, x B [x|, ist in x # 0 differenzierbar, in
x = 0 aber nicht.

2. Die Funktion
.sinl, fallsx 0,
X3

X!

fallsx =0,

ist differenzierbar, aber nicht zweimal differenzierbar.
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Mittelwertsatz und lokale Extrema

Ableitungen werden haufig eingesetzt, um lokale Extrema, d.h. Minima oder
Maxima, zu bestimmen. Eines der bekanntesten Verfahren zur Bestimmung
einer Nullstelle einer differenzierbaren Funktion, das Newtonverfahren, be-
nutzt ebenfalls Ableitungen.

10.1 Die erste Ableitung

Definition 10.1. Seien f: | - R eine Funktion und x, [TI f hat in Xq ein lokales
Maximum bzw. lokales Minimum, wenn [hl> 0, so dass ]xo — h, Xg + h[ CILind

f(Xo) = f(X) bzw. f(Xg) < f(X) XIJXo — h, %o + hl.
Ein lokales Extremum ist ein lokales Maximum oder Minimum. Gilt
f(Xo) > f(X) bzw. f(xo) < f(x) XA R — h, Xg + h[, X # Xo,

so spricht man von einem isolierten Extremum.

Absolute Maxima (auch globale Maxima) sind Stellen Xxq, fir die f(xg) =
f(x) A gilt. Absolute Minima und absolute Extrema (auch globale Mi-
nima und globale Extrema) sind analog definiert.

Satz 10.2. Hat f: Ja,b[—» R in Xo [J&,b[ ein lokales Extremum und ist f in X
diffbar, so gilt f'¢xo) = 0.

Beweis. Wir betrachten den Fall eines lokalen Maximums. Es gilt:

f(x) — f(x f(x) — f(x
MSOfUrX>X0 und MZOfUrX<X0.
X = Xo X~ Xo
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Abbildung 10.1. Die Ableitung in einem lokalen Extremum verschwindet.

Es folgt

F) — f
0= lim 1700 5o
X - Xo X —Xo

und damit die Behauptung. 1

Bemerkung 10.3. f{x) = 0 ist notwendig, aber nicht hinreichend fur lokale
Extrema einer diffbaren Funktion, wie das folgende Beispiel (Abb.[10.2) zeigt:
f(x) = x erfullt f5(0) = 0, aber xo = 0 ist kein lokales Extremum.

Abbildung 10.2. Eine verschwindende Ableitung ist kein hinreichendes Kriterium
fur die Existenz eines lokalen Extremums, wie die Abbildung zeigt. Hier ist f(x) = x°.

Satz 10.4 (Satz von Rolle). Sei f: [a,b] - R eine stetige und auf Ja, b[ diffbare
Funktion mit f(a) = f(b). Dann existiert ein & [Ja, b[ mit f(€) = 0 (Abb.[10.3).

Beweis. Ist f konstant, dann hat jedes & []&, b[ diese Eigenschaft. Anderen-
falls verwenden wir, dass f auf [a, b] sowohl Maximum als auch Minimum
annimmt. Da f(a) = f(b) und f nicht konstant ist, kbnnen Maximum und
Minimum nicht beide die Randpunkte sein. Es folgt, dass f auf ]a, b[ ein Ex-
tremum an der Stelle & annimmt, das also f'(€) = 0 erfiillt. 1

Satz 10.5 (Mittelwertsatz (MWS)). Sei f: [a,b] — R stetig und auf ]a, b[ diffbar.
Dann existiert ein & [CJa, b[ mit (siehe auch Abb.10.4):
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Abbildung 10.3. Der Satz von Rolle.

f(b) - ()
—— = 1®,

a

"
FIE

Abbildung 10.4. Der Mittelwertsatz.

Beweis. Wir betrachten

f(b) — f(a)
F(X) = f(X) - W(X - a).
Dann gilt:
F(a) = f(a) = F(b).
F ist diffoar mit F{x) = f'¢x) — w Nach dem Satz von Rolle existiert ein
£ T4, b[ mit F(€) = 0. -

Korollar 10.6. Sei f: [a,b] — R stetig und in ]a, b[ diffbar. AuRerdem nehmen wir
an, dass m, M [R existieren mitm < f'¢x) < M [XIJa, b[. Dann gilt fiir x; < x,
mita < x; < X < b (Abb.[10.5):

m-(xz = x1) < f(x2) = f(x1) < M-(xz = x1).

Beweis. Nach dem Mittelwertsatz gilt fir x; < X;:m < w <M. 1

27X1
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= Ml ) o Ll

'
B
i

Abbildung 10.5. Schranken fur die Differenz zweier Funktionswerte.

Korollar 10.7. Sei f: [a,b] — R stetig und in Ja, b[ diffbar. Gilt fi¢x) = 0 O[]
]a, b[, so ist f konstant.

Beweis. Ware f nicht konstant, so gébe es X1, X, mit f(x;) # f(xz) und dann
mit dem Mittelwertsatz ein & [Jh,b[ mit f5€) # 0, im Widerspruch zur
Voraussetzung. 1

Satz 10.8. Es sei f: [a,b] — R stetig und in Ja, b[ diffbar. Gilt f'¢x) > 0 (bzw. = 0,
<0,<0) X4, b[,dannist f streng monoton wachsend (bzw. monoton wachsend,
streng monoton fallend, monoton fallend).

Beweis. Wir verwenden den Mittelwertsatz: Angenommen, es existieren Xy, X,
mit x; < Xp, aber f(x1) = f(xo), so existiert & mit (&) < 0 im Widerspruch zur
Voraussetzung. 1

10.2 Hohere Ableitungen

Definition 10.9 (héhere Ableitungen). Sei f: | - R diffbar. f heift 2-mal
diffoar, wenn = 1 - R ebenfalls diffbar ist. f@ := f™= (f5 bezeichnet dann die
2—-te Ableitung. Allgemeiner ist f n—mal diffbar, wenn

f0) . — (f(n—l))\:'
existiert.

Satz 10.10 (hinreichendes Kriterium fur Extrema). Sei f: Ja,b[-» R zweimal
diffbar. Ist ko) = 0 und f™xo) # 0, so hat f in X, ein isoliertes lokales Extremum.
Dieses ist ein Maximum, wenn f™xo) < 0 und ein Minimum, wenn f™x) > 0.

Beweis. Wir betrachten den Fall, dass f'{xp) = 0 und f™Xx,) < 0. Dann gilt:
fx)— f
fim 1= 00)

X Xo X — Xo
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Es folgt, dass ein € > 0 existiert, so dass

fi0x) > 0 fur x CJXo — €, Xo[ und f'¢x) < 0 fiir x CJXo, Xo + €[.

Es folgt, dass f in ]xg — a, Xo] streng monoton wachsend und in [Xg, Xo + €[
streng monoton fallend ist. Xq ist also ein isoliertes Maximum. —1

Beispiel 10.11. Sei f(x) = x%. Dann ist fix) = 2x, f™x) = 2 > 0 [X]also
f0) = 0, f™0) > 0. Daherist0ein Minimumvon f. Analog ist0ein Maximum
von g(x) = —x?, da g'{0) = 0 und g{0) < 0. Siehe auch Abb.[10.6.

Ln)=x2 $x) = - x2
‘ . 1»4 i

Abbildung 10.6. Parabeln mit Maximum bzw. Minimum.

Vorlesung vom:
Definition 10.12. Sei f: Ja,b[— R drei Mal diffbar. Ein Punkt x, [Tk b[ mit 16.Januar 2008
f™xo) = 0, f™xo) # 0 heiRt Wendepunkt von f. Ist fi{xo) = 0, so heiRt x, Qualitatsstand:

Sattelpunkt von f. noch der Mitschrift an-
passen

Problem:
l Was ist mit x B x°?
‘ Besser Definition mit
konkav zu konvex?

Abbildung 10.7. Die Umgebung eines Wendepunktes.

Definition 10.13. Sei | [CR ein Intervall f: 1 - R hei8t konvex (Abb. [10.8),
wenn Xy x, (Mund alle Amit0 < A < 1:

FOXL + (1= A)x2) < AF(x1) + (1= A) F(x2).

f heillt konkav, wenn —f konvex ist.
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e

Abbildung 10.8. Definition von konvex.

Beispiel 10.14. Sei f(x) = x3 — x. Es ist f{x) = 6x, ™) = 6 # 0. Diese
Funktion adndert sich im Wendepunkt xo = 0 von konkav zu konvex.

Satz 10.15. Sei f: 1 — R eine zwei Mal diffbare Funktion auf einem Intervall I.
Dann gilt:
f ist konvex [T_XHx) =0 XTI

10.3 Das Newtonverfahren zur Berechnung von Nullstellen

Mit den bisherigen Resultaten in diesem Kapitel kdnnen wir nun also die
aus der Schule bekannte Kurvendiskussion zum Studium des Aussehens re-
eller Funktionen in einer Variablen durchfiihren, sofernd diese ausreichend
oft differenzierbar sind. Ein Problem haben wir allerdings noch vernachlés-
sigt, ndmlich die Berechnung der Nullstellen solcher Funktionen. Von einigen
speziellen Funktionen, wie beispielsweise Polynomen vom Grad < 2 kénnen
wir sie bestimmen, doch wie sieht es im Allgemeinen aus? Hierzu liefert ein
Iterationsverfahren, namlich das sogenannte Newtonverfahren, ndherungs-
weise eine Moglichkeit, zumindest, wenn man sich schon nahe genug an einer
der Nullstellen befindet.

Sei also f: [a,b] » R eine zweimal diffbare Funktion mit f(a) < 0, f(b) > 0.
Die ldee ist folgende: Ist X ein Startwert, so setzen wir:
_ f(xn)

fixn)’

d.h. xn;1 ist die Nullstelle der Tangente in (x,, f(xn)) an den Graphen von f

(Abb./10.9).

Satz/Definition 10.16. Sei f: [a,b] - R zweimal diffbar, f(a) < 0, f(b) > 0 und
konvex. Dann gilt:

Xn+1 = Xn

1. Es gibt genau eine Nullstelle & T4, b].
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Abbildung 10.9. Die Idee des Newtonverfahrens.

2. Ist xg [Th, b] ein beliebiger Startwert mit f(Xo) = 0, so konvergiert die Folge

(Xn) Mit X1 = Xp — ffl({x)) monoton fallend gegen &.

3. Ist fix) = ¢ > 0 und f™x) < k [XI[Z, b], so gilt die Abschatzung:

k
Xn+1 = Xn| < [& = Xn| < 2_|Xn - Xn+1|2-
c
Man sagt deshalb, dass das Newtonverfahren quadratisch konvergiert.

Das Newtonverfahren ist wegen der quadratischen Konvergenz meist we-
sentlich schneller als das Intervallhalbierungsverfahren aus dem Beweis des
Zwischenwertsatzes

Beispiel 10.17. Wir betrachten f(x) = x? — a. Dann ist
x2—a 1L gD

=2 X+ —
2%, 2 " Xq

Xn+1l = Xn —
V_
unser Verfahren zur Berechnung der Quadratwurzel aaus Satz/5.27!

Beweis (des Satzes10.16/zum Newtonverfahren).

1. f hat eine Nullstelle nach dem Zwischenwertsatz und genau eine, da f
konvex ist (siehe Abb.|10.10).

2. f ist konvex. Daher: f(x,) > 0 [ TH,) > 0und & < X,41 < Xn (S. Abb.
10.11). Die Folge (x,) ist wohldefiniert, monoton fallend, beschrankt und

daher konvergent. Der Grenzwert erfullt: f(X) = 0, also: X = &. Problem:

3. Da f8monoton wachst, gilt f'x) = ¢ > 0 [XJ[[E,b]. Mit dem Mittel- Eﬁ;ﬁﬂ;ﬁn;m;;n,aus'

wertsatz folgt: |§ — xp| < @ Um f(x,) abzuschatzen, betrachten wir die
Hilfsfunktion

W00 = 100 = 102) = 1B )0k = Xg2) = 5 X = X2
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i ik nicht Qw\{-

Abbildung 10.10. Konvexitat erzwingt: hochstens eine Nullstelle.

Mk nicht o f

Abbildung 10.11. Konvexitat erzwingt: Steigung positiv.

Dafur gilt:

Wx) = F1) = Fxn-1) = k(X = Xn-1)

Px) = M%) —k < 0 XI]g, b[.
g fallt also monoton. Da Yx,—1) = 0 ist, folgt: Yx) = 0 X, Xn—1[. Da
auBerdem Y(xp-1) = 0 ist, gilt auch: Y(x) < 0 IXI]E, Xn—1[ und insbeson-
dere Y(xn) < 0, d.h. f(Xn) < &(Xn=Xn-1)% da f(Xn-1)+ f 1) (Xn=Xn-1) = 0.
AlsO: [Xn11 = Xn| < & = Xn| < %(Xn — Xn-1)%.

1

Aufgaben

Aufgabe 10.1 (Kurvendiskussion). Diskutieren Sie die folgenden Funktio-
nen, d.h. bestimmen Sie alle Nullstellen, lokale Minima und Maxima, Wende-

punkte, Polstellen, den Definitionsbereich und das asymptotische Verhalten.
Fertigen Sie jeweils eine Skizze an.

x3 — 3x
f1(x) =
1¥) =~
fo(x) = xe ™

fa(x) = 2cosx — x?
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Aufgabe 10.2 (Extrema). Sei a [R. Bestimmen Sie alle Minima und Maxima
der Funktion
f(x) = sin(x + a) sin(x — a).
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Spezielle Funktionen

Wir besprechen nun einige wichtige Beispiele differenzierbarer Funktionen,
wie die Exponentialfunktion, den Logarithmus, sowie einige trigonometri-
sche Funktionen, z.B.: Sinus, Cosinus, Tangens, Arcussinus, Arcustangens.
Dabei geben wir auch eine exakte Definition der Kreiszahl .

11.1 Die Exponentialfunktion

In Beispielﬁl'ﬂa_eln wir die Exponentialfunktion exp: R - R bereits durch
e =exp(X) = .o ’;—”, mit Konvergenzradius R = co definiert und anschlie-
Rend erste Eigenschaften, wie e+ = ¢4 . g% und e = 1 mite = exp(1),
hergeleitet.

Unser erstes Ziel ist es nun, die Differenzierbarkeit der Exponentialfunktion
zu zeigen. Zunachst im Nullpunkt:

exp(x) — exp(0) _ *j_ﬂ' 3

X—=0 nl x-o0
n=1

?

Lemma 11.1 (Restgliedabschatzung der Exponentialreihe). Wir definieren fur
N [N die Funktion ry.s durch

exp(x) = Tl + I'na(X).
n=0

Dann gilt:
|X|N+1

(N + 1)!

N
s (X)] < 2 fur|x <1+ >
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Beweis. Esist ryia(x) = n;; N+1 oD = also:

'

N1 ()] < v
n=N+1
~ |X|N+1 1 IX| |X|2 ]

TN+ TN+ 2 TN 2N+ T
IX|N+L @F LJ

TN+ o N+2

- |X|N+1 . 1

TN+ 1- %
|X|N+l

N+

wie behauptet. 1

Satz 11.2. Die Funktion exp: R — R ist diffbar mit exp'{x) = exp(x).

Beweis. Wﬁlgen zunachst, dass exp(0) = 1 gilt. Dazu bemerken wir, dass
eXP(X) 1 _ n+1(X) Wegen
et

an

- n=1 "nl_
0< |rN+1(X)| <z 1N
X 2 (N + 1)‘ X0
folgt:
exp(x) — exp(0 (¥ =1l
exp?O):IirTSM lim — +0=1
X— H
n=1

Im allgemeinen Fall x, R verwenden wir das Additionstheorem:

exp(Xp + h) — exp(x exp(h) —1
PO 2D Z BP0 _ expin)- 22D~ expn) 1= explo)
Tatsachlich folgt also: exp™= exp. —1

Direkt folgt:
Korollar 11.3. exp ist streng monoton steigend und konvex (Abb.|11.1).

Das haufige Auftreten der Exponentialfunktion bei der Beschreibung von Na-
turvorgangen liegt daran, dass y = e eine Lésung der Differentialgleichung
y"= cy ist. Genauer gilt:
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Abbildung 11.1. Die Exponentialfunktion ist streng monoton steigend und konvex.

Satz 11.4. Sei f: | - R eine Funktion auf einem Intervall, die f == cf erflllt. Dann
gilt:
f(x) = f(xo) - e,

wobei Xo [Tkin beliebiger fester Punkt ist.
Beweis. Wir betrachten die Funktion h(x) = f(x) - 7. Dann gilt:
htx) = f¥x)e™™ + f(x)(—c)e™™ = cf(x)e™™* — cf(X)e ™™ =0
fur jedes x [TlEs folgt, dass h konstant ist. Setzen wir X, ein, so erhalten wir:
h(x) = f(X)e™™ = h(xo) = f(Xo)e ™,

also: f(x) = f(xq)ect™), -

Die Abbildung exp: R - R ist bijektiv und wegen des Additionstheorems
ein sogenannter Isomorphismus von Gruppen (R, +) - (Rso, "), d.h. in die-
sem Spezialfall: exp(x + y) = exp(x) - exp(y) fur alle x, y [R. Genauer werden
wir Gruppen im zweiten Semester kennen lernen.

11.2 Der Logarithmus

Vorlesung vom:

Definition 11.5. Die Umkehrfunktion 21. Januar 2008
Qualitatsstand:
In: Ry - R erste Version

von exp heiBt der natiirliche Logarithmus.

Satz 11.6 (Eigenschaften des Logarithmus). Es gilt:

1. In(X; - X2) = InXg + InX,.
2. In ist diffbar mit (Inx)“= .
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e

Abbildung 11.3. Der Rechenschieber basiert auf dem Logarithmus.

3. In ist konkav und monoton wachsend (Abb.11.2).

Beweis. 1. Dies folgt aus dem Additionstheorem der Exponentialfunktion.
Hierauf basiert der Rechenschieber, siehe Abb.

2. Nach dem Satz Uber die Ableitung der Umkehrfunktion ist

|n%(): ; 1

exp(Inx) X

3. Dies folgt aus den Eigenschaften von exp.
1

Definition 11.7. Sei a [R~(. Dann definieren wir die Exponentiation zu einer

beliebigen Basis durch

X

xIna
a .

=€

Satz 11.8. Es gilt:

1. aX1+X2 — aX1 . an.
v_
2. Flirx = g [Quilt:a* = "aP. Dies stimmt mit der alten Definition(9.12]uberein.

3. Die Funktion x 3 a* ist diffbar mit (2¥)"= Ina - a*.
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Beweis. Die erste und letzte Aussage sind klar. Fur die verbleibende betrach-
ten wir zunachst ganzzahlige positive Exponenten n 4. Es gilt:

an(: q ﬁ? — (elna)n — enlna_
n Mal
Istn A<, also n = —k <0, so folgt:
1

1 _ _ a~klna _ gnina
—=——1=¢ ="
ak eklna
H 0 H H Y_ Plna = : :
Im Allgemeinen Fall missen wir zeigen, dass "aP = e ' °, was aquivalent ist

p
zu aP = (ea""*)% und Letzteres ist tatsachlich gleich e?'"? = (e"2)P = ap, 1

a' =

Definition 11.9. Fir a (R~ bezeichnet
log,: Rsp - R

die Umkehrfunktion von x B a*.

Bemerkung 11.10. log, x ist diffbar mit

1 1
Ina-a°%x  xIna’

(log,)"(x) =

Besonders wichtig fur die Informatik ist log, n, die Anzahl der Binérstellen
einer naturlichen Zahl n, d.h. die Anzahl der Bits Information.

Beispiel 11.11. Wir betrachten die Funktion
f:Rs - R, f(x) =X~

f ist diffbar nach der Kettenregel: x* = e*'"* und

| 14
fiix) =" Inx +x- <= (1 + Inx)-e"X = (1 + Inx)-x*.

Funktionen wie x B3 x* tauchen in der Komplexitatstheorie auf: Einer der
besten bekannten Algorithmen, um eine Zahl n mit x = log, n Binarstellen zu

faktorisieren, hat die Laufzeit O(e%x'ogzx).

11.3 Trigonometrische Funktionen

Wir hatten Sinus und Cosinus in Beispiel 7.3 bereits durch Potenzreihen

definiert: Problem:
trigonometrisch defi-
nieren
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_ cI':kl x2k+1 ‘I':kl x2k
sin(x) = B 1) =— 2K+ D) und cos(x) = B 1) = 20!

Aulerdem haben wir in Satz|7.25 bereits die Additionstheoreme und insbe-
sondere sin? x + cos? x = 1 [XI_R gezeigt.

Satz 11.12. Die Funktionen sin,cos: R — R sind diffbar mit
sin~=cos, cos™= —sin.

Beweis. Zunéachst zeigen wir: sin%0) = 1 = cos(0) und cos0) = 0 = sin0:

sinh—0 b1 px O

i = i — i k =
sin't0) = lim = mk(namw L
. cosh—1 . [F—dpz0d
oSO =l —h— = in Mg =0

Allgemein erhalten wir mit den Additionstheoremen:

sin(Xp + h) = sin(xo) . cosh—1 sinh—0
=SinXg+ ———— 4+ C0SXp - ———— —— COSXp
h h h h-0
Entsprechend ergibt sich fur den Cosinus:
cos(Xg + h) — cos(xg) — CoSXg - cosh—1 sinxg - sinh—1 — —sinxg
h h h h-0

Als nachstes werden wir die Zahl 1t definieren. Dazu zunéachst ein Hilfssatz:
Lemma 11.13. Es gilt:

1. cos(0) = 1, cos(2) < 0.

2. sin(x) > 0 fur x [0, 2].

Beweis. 1. Da wir cos(0) = 1 schon im Beweis von Satz|11.12|gesehen ha-
ben, beginnen wir mit cos(2). Dies ist eine alternierende Reihe monoton
fallender Glieder, denn:

22k 22k+2 )
- > > .
K ZK*2) CI12k+1)(2k+2)>2° [T k*1
Es folgt:
22 22 24 16 2 1
-1 = -—< < _—— —_= e _= ——
1=1 > cos2<1 2+4I 1- 2+24 1+3 3
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2. Esqilt:
X2k+1 X2k+3

2
kD)l k3 k2K >
Firk = 0und 0 < x < 2 ist aber tatsachlich: 2k + 3=2k +2 =x =0, d.h.
(2k + 2)(2k + 3) > x2. Fur x []0, 2] folgt:

X3 L 2O 0O 2201
xzsinxzx—€=x- 1—€ =X 1—3 >0,

was zu zeigen war.

Damit kénnen wir nun 1t definieren:

Korollar/Definition 11.14. cos st in [0, 2] monoton fallend und wegen cos(0) = 1,
c0s(2) < 0 hat cos genau eine Nullstelle in [0, 2]. Wir definieren die (auch Kreiszahl
genannte) Zahl 1t durch: 7 ist die Nullstelle von cos in [0, 2]. Also:

g O [# O
cosE =0, sinE =1

Leicht ergeben sich nun die folgenden Formeln:

Satz 11.15 (Verschiebungen von Sinus und Cosinus). Es gilt:

1. sin(x+ 7) = cosx, cos(x + §) = —sinx.
2. sin(x + 1) = —sinx, cos(X + 1) = —COS X.
3. sin(X + 2m) = sinX, cos(X + 2T1) = COS X.

Man sagt, dass Sinus und Cosinus periodische Funktionen mit Periode 21
sind (Abb.|11.4). Der Wert von T ist

m=231415...

Bemerkung 11.16 (zur Bedeutung von Sinus und Cosinus).

1. [0,2n[ - R?, t B (cost,sint) parametrisiert den Einheitskreis.

2. Ist f eine Losung der sogenannten Di Cereéntialgleichung (d.h. einer Glei-
chung, in der eine gesuchte Funktion y sowie eine oder mehrere ihrer
Ableitungen auftreten)

yrE —wly,
so ist f(x) = acos(wx) + bsin(wx). Sinus und Cosinus tauchen bei der
Beschreibung von Schwingungsvorgangen auf.
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£l e 2%

] ;

e e T, &>
~4 1_ e _,_,»\j-: Sin K

Abbildung 11.4. Funktionsgraphen von Sinus und Cosinus.

Definition 11.17. Die Abbildung

B O sin
tan: R\ - +mk|k[A - R, x3 tanx=¥
2 COS X
heiRt Tangens, sein Kehrwert
1 cos
cot: R\ {km |k (4} - R, xB (:otx=—=.—X
tanx  sinx

Cotangens. Siehe auch Abb.|11.5.

Abbildung 11.5. Funktionsgraph des Tangens.

Nach der Quotientenregel gilt:

tan'(x) =

cosxcosx —(=sinx)sinx 1
c0s2 X "~ cos?x’

Satz/Definition 11.18.
1. tan: ] -7, 7[ - Rist streng monoton steigend. Die Umkehrfunktion
O 4
arctan: R - —-——,—
2'2

heil3t Arcustangens.
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2. Die Abbildung | ]

. T T
sin: ——,— > [-1,1
ist streng monoton steigend. Die Umkehrfunktion
arcsin: [-1,1] - ——=,—
[-1,1] '

heikt Arcussinus. Siehe dazu auch Abb.

Abbildung 11.6. Funktionsgraph von Arcussinus.

Satz 11.19.
1. arcsinistauf ] — 7, Z[ diffbar mit
. 1
arcsin(x) = v——.
1-x2
2. arctan ist diffbar mit
1
arctan(x) = ——.
) 1+ x2

Beweis.

1. Wir haben schon gesehen, dass sin“= cos. Damit erhalten wir:

1
cos(arcsin(x))
1

arcsin'(x)

— —
— L § 1

1 — sin?(arcsin(x))

1-x2

163
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2. Wir wissen bereits, dass tan'(x) = Damit folgt:

1
cos?(x) "
arctan'(x) = cos?(arctan(x))

B cos?(arctan(x))
sin?(arctan(x)) + cos?(arctan(x))
1

1 + tan?(arctan(x))
L
1+x2

1

nicht oder nur knapp

vorgefiihrt Analog kann man auch einen Arcuscosinus definieren und dessen Ableitung

ausrechnen, namlich
arccos: [-1,1] - [0, 1]

als Umkehrfunktion von cos: [0, 1] - [—1, 1]. Mit den Additionstheoremen
(Satz|7.25) sieht man recht leicht, dass man die Arcusfunktionen ineinander
umrechnen kann:
I .
arccos(x) = 77 arcsin(x).

Analog zur Ableitung des Arcussinus erhélt man jene des Arcuscosinus:

arccos'(x) = —#.

1-—x2

nicht oder nur knapp
vorgefuhrt

Aufgaben

Aufgabe 11.1 (Eine Abschatzung fur den Logarithmus). Seien X,y [CR,
X,y > 0, positive Zahlen. Zeigen Sie:

Inx +1In X +
ysln y_
2 2
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Asymptotisches Verhalten und Regel von
L’'Hospital

Grenzwerte rationaler Funktionen sind mit den bisherigen Mitteln oft nicht
einfach zu berechnen. Die Regel von L’Hospitaﬁ ist in solchen Situationen
oft hilfreich. Insbesondere werden wir damit das asymptotische Verhalten
rationaler Funktionen recht einfach untersuchen koénnen.

12.1 Die Regel von L’'Hospital

Satz 12.1 (Regel von L’'Hospital). Seien f, g: [a,b] - R stetige Funktionen, auf
Ja, b[ differenzierbar mit g'¢x) # 0 XJ[Jh,b[ und f(a) = g(a) = 0. Existiert

limy fq)x(), dann existiert auch limy .Ié% und es gilt:
f(x) f¢x)

900 g0

Bevor wir dies beweisen, zunéchst ein Beispiel:

Beispiel 12.2. f(x) = sin(x), g(x) = ¢* — 1, [a,b] = [0, 1]. Der Quotient % = %
macht keinen Sinn, aber
fix)  cosx

O

ist stetig in x = 0 mit

'wikipedia sagt dazu: Die Regel ist nach Guillaume Francois Antoine, Marquis
de L’'Hospital (1661-1704) benannt. L'Hospital veroffentlichte sie 1696 in seinem Buch
Analyse des infiniment petits pour I'intelligence des lignes courbes, dem ersten Lehrbuch
der Differentialrechnung. Er hatte sie aber nicht selbst entdeckt, sondern von Johann
Bernoulli Gbernommen.

Vorlesung vom:
23. Januar 2008

Qualitatsstand:
erste \ersion
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f
fim 10 _cos0 1

xrogi) e 1

Also existiert .
. sinx . cosx 1
lim = lim =

- =1
xek—1 xroaeX 1

Die Idee des Beweises der Regel von L'Hospital ist es, ein Analogon des
Mittelwertsatzes anzuwenden, namlich folgendes:

Lemma 12.3. Seien f,g: [a,b] — R stetig, auf]a, b[ diffoar mit g'¢x) # 0 [xX1Jal b[
und g(a) # g(b). Dann existiert ein & []a, b[, so dass:

f(b) — f(a) _ 1)

gb)—g(@ gY€)

Beweis. Wir betrachten die Funktion

f(b) - f(a) U
—— . g(x) — g(a)).
00— 9@ g(x) — g(a))

Es gilt offenbar: h(a) = f(a) = h(b). Mit dem Satz von Rolle existiert daher ein
& [1a, b[, so dass:

h(x) = f(x) -

f(b) - f(a)

0 9@’ @

0= h'g) = F(&) -

Da g'(€) # 0 nach Voraussetzung, folgt:

fi€)  f(b)—f(a)
g'€) g(b)—9@)

1

Beweis (von L’Hospitals Regel, Satz[12.1). Da g'(x) # 0 XJJa, b[ und g(a) = 0,
ist g(x) # 0 X4, b[ nach dem Satz von Rolle. Ferner gilt nach dem Lemma:

1) _ =@ _ f8)
9x)  9g(x)—g@ g¥&)
fur ein & [Ja, x[. Mit x [astrebtauch & [Ca_Also:

0, 1, 1
‘Mo Mg T e

1

\Von der sehr nttzlichen Regel von L'Hospital gibt es viele Varianten. Um ei-
nige wichtige davon formulieren zu kénnen, bendtigen wir folgende Grenz-
wertbegriffe:
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Definition 12.4 (Konvergenz flr x — ). Sei f: [a, o[ - R eine Funktion. Wir

sagen, f(x) strebt gegen ¢ (R flir x gegen oo, in Zeichen
lim f(x) =c,
X — 00

falls
[EP0[N: |[f(X)—c|<e XEN.

Wir sagen: limy _, o f(X) = oo, falls
[M>0[CN>0: f(x)>M X N.
Far f:]a,b] - R schreiben wir limy zH(X) = oo, falls
M>0[Cgl>0: f(xX)>M [XPamit|x—a| <e.
Analog lassen sich limy _ —. f(X) = ¢ oder etwa limy rfi(x) = —oo definieren.
Die Varianten folgen direkt aus der ursprunglichen Regel:
Korollar 12.5 (Varianten der Regel von L'Hospital).
1. Seien f, g: Ja,b[ — R diffbare Funktionen mit g'{x) # 0 [X1Ja, b[ und
Lithl(X) =00 = !(irlg__gl(x).

Existiert limy @T’ dann existiert auch limy .Ié((x—; und es gilt:

0 _im )

XLag() XA gx)’
2. Seien f,g: [a,o0[ — R diffbare Funktionen mit g'fx) # 0 X4, co[ und
lim f(x) =0 = )!im g(x)

X — 00
oder
Iim f(X) = c0 = Iim g(x).

£(x)

Existiert limy _, g%), dann existiert auch limy_ o 555

f(x f

lim ( ) = lim @
x=e0 () x-e gX)
Beispiel 12.6. Wir zeigen: FUr jedes n [Nl ist

und es gilt:

.oxn
lim— =0.
X—oo X

Es gilt: limy_ o X" = limy_ . €° = co. Die Regel von L'Hospital liefert dann:

D R o W 1
lim — = lim ” =...=nllim = =0.

X—00 @ X—00 @ X oo gX

Man sagt: e* wéchst schneller als jedes Polynom.
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12.2 Asymptotisches Verhalten rationaler Funktionen

FUr Folgen haben wir in Abschnitt[5.3 die O- und o-Notation eingefiihrt.
Analog nun fiir Funktionen, um Aussagen wie die obige, dass ¢* schneller als
jedes Polynom waéchst, prazise formulieren zu kénnen.

Definition 12.7 (O- und o— Notation fur Funktionen). Seien f, g: [a, o[- R
Funktionen. Wir schreiben

f CO(g) fur x - oo,
falls [Ccl> 0 [CMI, so dass |f(X)| < ¢ g(x) [X= M, und sagen f liegt in grol3 O
von g. Wir sagen f [a[g), f liegt in klein o von g, falls limy_ e -5 =
Beispiel 12.8.

1. x" [afeX) fur x — oo flir jedes n [N, wie wir gerade gesehen haben.

2. Sei f(x) = apx" + -+ +ap CR[x] ein Polynom. Dann gilt: f(x) CO(x") fur
X — oo, Genauer gilt: Fur jedes C = |ay| + €,€ >0, [M > 0, so dass:

[fX)<=C-x" XE M.

Sei h(x) = % eine rationale Funktion mit Polynomen

f(x) = anx" + - + 2 [R[X],
g(x) = bmx™ + - + by [CR[X],

vom Grad n bzw. m, d.h. a,, by, # 0. Dann gilt, beispielsweise mit der Regel
von L’Hospital:

. f(x)

lim——= =0, fallsn<m,
x—eo g(X)

T an

fallsn = m,

x-2g(X)  ba
lim f(x) % fallsn > mund ;‘—m >0,
x-o g(X) fallsn>mund & <0.
Im letzten Fall lasst sich eine wesentlich prazisere Aussage machen:

Satz 12.9 (Division mit Rest). Seien f, g [CR[x] Polynome in einer Variablen x
mit reellen Koeffizienten. Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome q(x), r(x) 1
R[x], so dass:

f(x) =q(X) - g(x) +r(x) und degr < degg.
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Beweis. Zuné&chst zur Existenz, mit Induktion nach deg f. Fir deg f < degg
kénnen wir g = 0und r = f wahlen. Ist n = deg f = deg g = m, etwa

f=anxX"+ -+ag, g=byX"+ - +ho

mit a, # 0 # by, so betrachten wir
0o := 2 yr-m ynd fii=f—qo-0.
bm
Es gilt: deg f; < deg f. Wir kénnen daher induktiv voraussetzen, dass eine
Darstellung f; = g9 + r; existiert, also:
f=f+d-9=@Qo+a) g+r.

Nun zur Eindeutigkeit: Angenommen, f = q-g+rund f = §: g+ f mit
degg > degr, degg > degf, sind zwei verschiedene Darstellungen, d.h.
insbesondere g # §. Dann ist

0= (Efn%jw-(hfﬂﬁﬁlﬂmqio’ d.h.q-g+r=0mit deg(q) = 0.
::q =r

Es folgt:
deg(q- g) = 0 + deg g > deg(r),

alsoq-g+r#0,einWiderspruch. Also: g =gundr =T. 1

Beispiel 12.10. Wir betrachten die rationale Funktion

_f ¥

he) = gx)  x2—1

Der Beweis des Satzes zur Division mit Rest gibt einen Algorithmus an, um
diese durchzufuhren. Hier ergibt sich:

X3 —1) =x+ 2,
x3 —x
X

d.h. q(x) = x, r(x) = x, also f(x) = x3 =x- (x2 = 1) + x = q(x) - g(x) + r(x).

Es folgt: h(x) X1+ o(1), d.h. asymptotisch verhélt sich h(x) in etwa wie x. In
der Né&he von 0 unterscheidet sich h allerdings sehr von der Funktion x 5 x.
Beispielsweise hat h die Polstellen x = +1 und einen Sattelpunkt in 0 (siehe

auch Abb.[12.1).

Wie wir im Beispiel gesehen haben, liefert Division mit Rest sofort auch eine
Aussage Uber das asymptotische Verhalten rationaler Funktionen:



Problem:
kurzen Beweis geben

Problem:
p, ¢—Formel
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1V

A

Abbildung 12.1. Graph einer rationalen Funktion mit Polstellen bei x = +1, einem
Sattelpunkt in x = 0 und asymptotischen Verhalten wie die Gerade x B x.

Korollar 12.11. Sei h(x) = % eine rationale Funktion und
f(x) = a(x) - 9(x) + r(x)
mit degr < deg g. Dann verhalt sich h fir x — oo wie q(x), genauer:

h(x) Cqx) + o(1).

Um zu sehen, dass Asymptoten nichtimmer Geraden sein mussen, betrachten
wir zum Abschluss noch ein etwas komplizierteres Beispiel:

Beispiel 12.12. Wir betrachten die rationale Funktion h(x) = ;;‘—11 Division

mit Rest liefert:
A +1): 0+ =x2—1+ 2

o
x4 + x2
-x2+1
_X2_1
2

d.h. g = x?—1und r = 2. Offenbar hat h(x) keine Polstelle. Wir bestimmen die
Extrema, um eine Skizze des Graphen von h(x) zeichnen zu kénnen. Fur die
Ableitung ergibt sich:

W) = (C+1)-4.x3-2-x-(x*+1) 2% +4x3 —2x
B (x2 + 1)2 (k2 +1)2

Eine Extremstelle muss also erfiillen 2x° + 4x3 — 2x = 0, d.h. x = 0 oder
x*+2x?—1 = 0. Mit z = x? erhalten wir die quadratische Gleichung z2+z—-1 =
0, fur die die p, g—Formel folgende beiden Lésungen ergibt:

v
712 = -1+ 1+1.
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V_
Da-1- 2 <O0keinereelle Losung fur x liefert, verbleiben die beiden Stellen

—

Xip=% -1+ 5 = +0.64.

Man kann nachrechnen, dass x = 0 ein lokales Maximum und x;, lokale
Minima sind. Da sich h(x) fir x — oo wie q = x? — 1 verhilt, erhalten wir in
etwa das in Abb.|12.2|gezeigte Schaubild.

\./

Abbildung 12.2. Eine rationale Funktion mit der Parabel x 3 x? — 1 als Asymptote.

Aufgaben

Aufgabe 12.1 (Wachstumsverhalten gegen Unendlich). Sortieren Sie die
Funktionen

fi(x) = xXIN* f4(x) = 3%

f(x) = &XIn f(x) = x°

fa(x) =x*  fg(x) = e*Inx
nach dem Wachstum ftr x — oo (Begrindung!).

Aufgabe 12.2 (Grenzwerte). Zeigen Sie:

. 2cosXx+e+e*X—=4 1
lim = -,
X-0 X4 6
\/ \/ b b2 2
. cosax — cosbx —-a .
lim = fura,b [R.
x-0 X2

Aufgabe 12.3 (Grenzwerte). Prifen Sie, ob folgende Grenzwerte existieren,
und bestimmen Sie diese gegebenenfalls:

1. limy EO:EI{;t_Xx’



172 12 Asymptotisches Verhalten und Regel von L’Hospital

. tan(3x)
2 IImX*% tan(x) ’
1

O
3. limy .—n(x) - In(1 — X) .

(| |
Aufgabe 12.4 (Die Eulersche Zahl). Zeigen Sie lim, .. nIn(1 + 1) =1und
folgern Sie daraus:
O
lim1l+— =e
n

n— oo
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Integration

Vorlesung vom:

Sei f: [a,b] - R eine Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall. Wir 28. Januar 2008

wollen die Flache unter dem Graphen von f bestimmen. Qualitatsstand
erste \ersion

Abbildung 13.1. Die Flache unter einem Graphen.

Grundidee ist es, ein Approximationsverfahren zu verwenden. SchlielRen wir
f durch zwei sogenannte Treppenfunktionen ein, ¢ < f < (, so ist klar die
Flache unter f gréRer als die unter ¢ und kleiner als die unter ¢ (Abb.[13.2).

Abbildung 13.2. Approximation durch Treppenfunktionen.
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13.1 (Riemann-)Integrierbarkeit

Definition 13.1. Eine Treppenfunktion ¢: [a,b] — R ist eine Funktion, zu der es
eine Unterteilunga =ty <t; <. <t, = bdes Intervalls [a, b] gibt, so dass ¢ auf
den offenen Intervallen Jti—q, ti[ konstangist, d.h. fir jedes i [{1,..., n} gibt es ein
¢i [R, so dass flr die Einschrankung thi_l,ti[ gilt:

QEML[: Iti-, 6 - R, q)%tm,ti[(x) = ¢(x) = ;.

Far ¢(t;) ist nichts vorausgesetzt. Das Integral einer Treppenfunktion ist

Abbildung 13.3. Treppenfunktionen auf Teilintervallen.

Lyl 1
d(x)dx = ci(ti — ti-g).

a i=1

Eine solche Summe heiBt Riemmannsche Summe. Mit deren Hilfe kdnnen wir
Integrale komplizierterer Funktionen definieren: Seidazu f: [a,b] — Reinebeliebige
beschrankte Funktion. Das Oberintegral von f ist

Ld !

E O
f:=inf Y dx Oy = f, P Treppenfunktion
a a
das Unterintegral
_ o] 2 O
f :=sup ¢ dx B¢ < f, ¢ Treppenfunktion .
[al a

f heiBt integrierbar (genauer: Riemann—integrierbar), falls

L Ll
f= f
a [al

gilt. In diesem Fall definieren wir das Integral der beschrénkten Funktion
f: [a,b] - R durch:
[2,b] ([ )
f(x) dx := f=f

a a [al
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Bemerkung 13.2. 1. f beschrankt ist notwendig, damit es Treppenfunktio-
nen ¢, P mitp < f < Y gibt.

2. fistgenau dann integrierbar, wenn es zu jedem € > 0 Treppenfunktionen
¢, U mit ¢ < f < Y gibt, so dass

(.
(0) (W-¢d)dx<e.

Beispiel 13.3. Treppenfunktionen sind integrierbar. Problem:
weitere Beispiele!?

Satz 13.4. Monotone Funktionen [a,b] — R sind integrierbar.

Beweis. Sei f: [a,b] — R monoton steigend und € > 0 vorgegeben. Wir wah-

len n so grol3, dass
(I

1 1
£> ﬁ-(b—a)- f(b) - f(a) ,
setzen h = % und betrachten die Zerlegung
tt=a+ih, i=0,...,n.
Fur die Treppenfunktionen ¢,  mit

¢%_m[ = f(ti-1), UJ%HM = f(t)

und ¢(b) = Y(b) = f(b) gilt dann ¢ < f < Y wegen der Monotonie. Anderer-
seits:

o S Ol
Pdx—  ¢dx= f(ti) — f(ti-1) -h
O O pog O O
=h 10) - 1@) = 1)~ f@ <&

—1

. . b :
Beispiel 13.5. Seien 0 < a < b.Wasist | x*dx? f(x) = x? istmonoton auf [a, b],
also existiert das Integral. Zur sogenannten aquidistanten Unterteilung

. bh—a .
ti=i-——, 1=0,...,n,
n

des Intervalls [a, b] und der Treppenfunktion Y mit Lp%1 o f(t;) gilt:
l:rldx_ l%‘h_n(n+l)(2n+1) b_3_ b_3
Wdx= - 6 nd noe 3°

a i=1

; 3
Also: ~“x2dx = Z.
a
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Beispiel 13.6. Die Funktion
fi ’
f:[0.1] - R, 19 = % urx
furx ¢ Q,

ist nicht integrierbar, denn fur jedes Paar ¢, von Treppenfunktionen mit

b<f<uygilt — -

o(x)dx <0, P(x) dx = 1,
0 0

da wegen Jti_1, tj[ n Q # [fur ¢ gilt: ¢%__1 . < 0und analog w%__l o = wegen
Jti-1, ti[ n (R\Q) # [

Satz 13.7 (Integrierbarkeit stetiger Funktionen). Sei f: [a,h] - R stetig.
Dann ist f Uber [a, b] integrierbar.

Fur den Beweis bendtigen wir mehr als nur die punktweise Stetigkeit:
Definition 13.8. Eine Funktion f: 1 - R heifit gleichmalig stetig, wenn [£3 0
[8])so dass

If(Xl) - f(X0)| <& [x§, x; COmit IX]_ - Xol <.

Der entscheidende Unterschied zur Stetigkeit in allen Punkten ist, dass hier
0 = 9(€) nicht von xo abhangt, sondern nur von &.

Beispiel 13.9. Die Funktion
1
fiRs - R, f(X) = ™

ist stetig, aber nicht gleichmagig stetig. Zu € > 0und x; —» 0 muss d = 8(g, Xo)
immer Kleiner gewahlt werden, wie man leicht nachrechnen kann.

Abbildung 13.4. 1/x ist nicht gleichmaRig stetig.

Satz 13.10. Sei f: [a,b] —» R eine auf einem abgeschlossenen, beschréankten Inter-
vall stetige Funktion. Dann ist f gleichmé&Rig stetig.
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Beweis. Angenommen, f ist nicht gleichmafig stetig, d.h. €l > 0, so dass
eine Folge (6,) mit d, = 0 gibt und Folgen (xy), (yn), so dass

| (xn) — f(yn)| = €, obwohl [x, = yn| < &n.

Nach Bolzano-Weierstrass hat die Folge (x,) eine konvergente Teilfolge (xy,);
sei

Xo = lim(xn,) L4, b]

deren Grenzwert. Da f in X stetig ist, existiert zu £ ein 3, so dass
€ .
[f(X) = f(Xo)| < 3 fur x T4, b] mit [x — Xo| < d.
Wir wahlen jetzt k so groR, dass |X,, = Xo| < & und 8, < $. Dann gilt auch:
)
Iynk —Xo| = |ynk _Xnkl + |Xnk — Yol < 6nk + E <o

und

1100 = (Y1 = 1100 = T + [T(yn) = FOx0)| < = + 2 = &,

N

im Widerspruch zu |f(x,) — f(yn)| = € [l —1

Beweis (von Satz |13.7 Uber die Integrierbarkeit stetiger Funktionen). Es sei
f:[a,b] - R stetig. Nach Satz|13.10/ist f sogar gleichmaliig stetig. Sei € > 0
nun vorgegeben. Wir konstruieren Treppenfunktionen
]
db<sf<sy mit W-¢)dx<e.
a

Zu ﬁ > 0 wahlen wir ein d > 0, so dass

116 = F()I < -— Dxly [T, b] mit x - y| <&,

ir wahlen dann n so groB, dass h = &2 < d und t; = a + i-h. Dann sei
O = min{f(9 | x Cltis,tl) und 9 = max{f(x) | x Tl 1]} Da
Minimum und Maximum angenommen werden und h <3 ist, gilt

]

0< WX — b(Xx) < ﬁ COE (W) - (X)) dx < ﬁ-(b —a)<e.

1

Satz 13.11 (Eigenschaften des Integrals). Es seien f, g: [a,b] — R integrierbare
Funktionen, ¢ (R eine Konstante. Es gilt:
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1. (Linearitat des Integrals) Auch c-f und f + g sind integrierbar mit
] ]
cf(x)dx =c- f(x) dx,
a
Coby o G Ll
f(x)+9g(x) dx = f(x) dx + g(x) dx.

a a a

2. (Monotonie des Integrals) f < g Igilf(x) dx < I?g(x) dx.

3. Mit f sind auch die Funktionen f, := max(f,0), f- := max(—f,0) und
|f| = . + f- integrierbar.

4. Zu p [R5 ist auch |f|P integrierbar. Insbesondere ist auch
1d X 2IZI
frg=gIf+g-If—d
integrierbar.

Beweis. 1. Mit Treppenfunktionen ¢ < f, ¢ < gistauch ¢ + Y eine Treppen-
funktion und es gilt: ¢ + ¢ < f + g. Es folgt:

] ] ]
(f+g)dx= fdx + g dx,
ald ald ald
Problem: da wir das Supremum nehmen. Analog:
Formulierung??? L4 4, L4

(f+g)dx< fdx+ gdx

und die Kette
1

—1 —1 — ] —
fdx+ gdx=s (f+g)dx=s (f+g)dx< fdx+ gdx
] (] (]

impliziert Gleichheit.
2. Aus f = gfolgt (¢ < f CpF g) und daher

—1 1
fdx< gdx
(] ]

Analog: % dx < I:ég dx.

3. Mit ¢ ist auch ¢, = max(¢,0) eine Treppenfunktion und ¢ < f <
G Chd< fy < P, AulRerdem ist

i~ m~
0 (W-d)dxs (W-)dx<e

fur geeignete ¢, Y. Also ist f, integrierbar und dann auch f- = —(f — f,)
und |f| = f, + f- wegen der Linearitat des Integrals.
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4. Da f beschrankt ist, kbnnen wir wegen der Linearitat des Integrals 0 <
|f| < 1 annehmen. FUr Treppenfunktionen 0 < ¢ < |f| < @ < 1 gilt dann

¢ <[fP <y’ und 0= (" - ¢°) < p(Y - )

nach dem Mittelwertsatz, angewendet auf die Funktion x B xP auf dem
Intervall [0, 1]:

o = pE < pir fa,b] (10,11,
Also: I—_b‘l I—_b‘l

W-9)=p (W-9)dx<e

fur ¢, Y geeignet. SchlieBlich ist f - g integrierbar wegen der Formel

10 ) 2|:|
frg=s(f+g°-(f-97,
dem Bewiesenen fur p = 2 und der Linearitat des Integrals.
—1

Satz 13.12 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien f,g: [a,b] - R Vorlesung vom:
Funktionen, f stetig, g integrierbar und g(x) = 0 [XDann existiert ein & [T&,b], 30.Januar 2008
so dass (| ] Quialitatsstand:

f)g(x) dx = f(&)-  g(x) dx. erste Version

Insbesondere: &1 [T4, b], so dass
]
f(x)dx = (&) (b—a).

Beweis. Seien

M = max{f(x) | x CIa,b]}, m = min{f(x) | x CIa,b]}.
Dann gilt:
mg(x) = f(x)g(x) = Mg(x),
da g = 0. Die Monotonie des Integrals ergibt:

] - )l
m - g(x) dx < fX)gx)dx < M- g(x) dx.

a a a

L - . -
Ist _ g(x) dx = 0, dann ist nichts mehr zu zeigen. Andernfalls existiert nach
dem Zwischenwertsatz ein &, so dass

?f(x)g(x) dx
ms —fH———=fE =M

. 9(x) dx
Die Behauptung folgt. Der Spezialfall ist der Fall g(x) = 1 [X1]a, b]. 1
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Die Berechnung von Integralen mittels Ober- und Untersumme und Grenz-
wertbildung ist miuhselig. Die Hauptmethode, Integrale zu bestimmen, ist
es, samtliche Integrale

g I__t_l

f(x) dx

a

fur eine variable Obergrenze t gleichzeitig zu bestimmen.

Satz 13.13. Sei f: [a,b] — R eine integrierbare Funktion. Dann ist f auch Uber
jedem abgeschlossenen Teilintervall von [a, b] integrierbar und es gilt (s. Abb.13.5):

Cd - -
f(x) dx + f(x) dx = f(x) dx [11]al bl.

a t a

Abbildung 13.5. Integrierbarkeit auf Teilintervallen.

Beweis. Schranke jede Approximation durch Treppenfunktionen auf das Teil-
intervall ein. 1

Definition 13.14. Sei f: [a,b] —» R integrierbar. Wir setzen

(N (N
f(x) dx := - f(x) dx
b a

fur vertauschte Ober— und Untergrenze.

13.2 Stammfunktionen

Bemerkung/Definition 13.15. Sei f: 1 - R eine stetige Funktion. Eine
Stammfunktion F: | - R ist eine diffbare Funktion mit F~= f. Fist durch f
bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.
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Beweis. Ist G: | - R eine weitere Stammfunktion, dann gilt:
G-RHE=f-f=0

also G — F = c eine konstante Funktion bzw. G = F +c.

Satz 13.16 (Hauptsatz der Di Leréntial-und Integralrechnung). Sei f : |

eine stetige Funktion und a [[T1 Dann gilt:

0
LFE - RmitF(x)= _ f(t)dtisteine Stammfunktion von f.
2. Ist G eine Stammfunktion von f, so gilt:

(|
f(x) dx = G(b) — G(a).

a

Es gibt zwei Ubliche Kurzschreibweisen hierfir:

35"
G(x) Ji= G(x) LT G(b) — G().

Beweis. 1. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt:

]
FO) —F(xo) = (1) dt = f(§)(x — Xo)

Xo

fur einen Wert & [x, xo[ (Abb.[13.6), also:

F(X) — F(xo)
X —Xo

= ().
Damit x - Xpauch & - xp und f stetig ist, folgt:

o

Abbildung 13.6. Anwendung des MWS der Integralrechnung.

F) — fim PO~ F00)

X-Xo  X—Xg

= lim (&) = (xo).

181

1

- R
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2. Nach der Bemerkung|13.15|von eben gilt:
G(X)=F(Xx)+c

fur ein gewisses ¢ [R. Es folgt:

-
G(b)-G(@) = F(b) —F@) =  f(x)dx

a
nach der Definition von F.
1

1
Definition 13.17. Das unbestimmte Integral f(x) dx bezeichnet eine Stamm-
funktion von f.

Beispiel 13.18. Wir haben bereits gesehen, dass die folgenden Stammfunk-
tionen tatsachlich die behaupteten Ableitungen haben:

I:la Xu+1
x¥dx=2=, a=#-1
I:l a+1
. Ldx=1Inx|
)
eX dx = eX.

inx dx = —cos Xx.

cos X dx = sinx.

1
+x2

~L_ dx = arcsin x.
1+x2

dx = arctan x.

N o os wN e
O, 0,0,0

Jede Ableitungsregel liefert eine Regel fur die Berechnung von Stammfunk-
tionen. Die Kettenregel ergibt:

Satz 13.19 (Substitutionsregel). Sei f: | - R stetig, ¢: [a,b] - | differenzier-
bar und a = ¢(a), B = ¢(b). Dann gilt:
Ll -
fogdx = f(d() - d'Ct)dt.

a a

J
Beweis. SeiF(x) = f(x)dx. DannistF-¢ differenzierbar nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung und die Ableitung ist

(F = )'Ct) = F'((1) - d'(t) = F(d(V)) - (1)
nach der Kettenregel. Also ist F ¢ eine Stammfunktion von (f < ¢) - ¢“und:

- —
F(OB)d'(t) dt = F(d(b)) — F(b(@) = F(B) —F(a@) = f(x) dx.

[of
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Beispiel 13.20. Recht haufig kann man folgenden Spezialfall der Substituti-
onsregel anwenden:

1. Sei g: [a,b] » R diffbar mit g(t) # 0 [E_Dann gilt:

1
g
_g(t) dt = In|g(t)|.

In der Notation der Substitutionsregel ist hier also f(x) = % und ¢ = g.

Wir rechnen dies explizit nach: Ohne Einschrankung ist, wegen des Zwi-
schenwertsatzes, g > 0, d.h. g(t) > 0 [E{sonst betrachten wir —g mit
(—9)"= —g". Die Kettenregel liefert:

mwmfkisq%)

2. Das eben Gezeigte kdnnen wir beispielsweise bei folgender Rechnung

benutzen:
1 1. 1.
sinx sinx
tanxdx= ——dx=— —— dx=—In|cosx|.
COS X COS X

Bemerkung 13.21. Haufig merkt man sich die Substitutionsregel in der Form

dx

x=60, o =0,

also ,,dx = ¢'(t) dt”. Wir haben zwar nicht formal nachgewiesen, dass eine
solche Schreibweise sinnvoll ist, es liefert aber das richtige Ergebnis:

1 L1
FOO = fOdx CE®®) = f(d0) ¢ dt,

indem wir x durch ¢(t) und dx durch ¢'¢t) dt ersetzen.

Die Produktregel (fg)~= f'¢ + fg-impliziert, analog zur Folgerung der
Substitutionsregel aus der Kettenregel:

Satz 13.22 (Partielle Integration). Es seien f,g: | — R diffbare Funktionen.
Dann gilt: 1 1
f'e)g() dx = F()g0) —  F(x)g'(x) dx

Fieg() dx = F)g) H—  F(x)g'(x) dx

a a
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Beweis. Produktregel.

13 Integration

Beispiel 13.23.

1.

Es gilt:
-

xsinx dx = (—xcosx)%+sinx% =-T-(-1)=m,
0

da wir bei der partiellen Integration g(x) = x, d.h. g"¢x) = 1 und fx) =
sinx, d.h. f(x) :Ecl:osxwéhlen kénnen.

. Wir berechnen e sinx dx. Dazu setzen wir f{x) = ¢, d.h. f(x) = —e™X,

g(x) = sinx, d.h. g{x) = cos x. Partielle Integration liefert:
—1 —1

e ¥sinxdx = —e*sinx+ e X+ cosxdx.

Auf das letzte Integral wenden wir wieder partielle Integration an und

erhalten:
—1 1

g ¥cosxdx = —e*cosx— (—e ¥)(—sinx) dx.

Insgesamt folgt
1

2. e *sinxdx = —e *(sinx cosx),

also: 1
o 1., .
e Xsinx dx = —Ee *(sin X + cos X).

Zur Sicherheit machen wir die Probe:
Lq 1 1
—Ee‘x(sin X+C0SX) = ze‘x(sin X + COSX) — ze‘e(cosx + sinx),

was tatsachlich e™ sin x ergibt.

. Wir zeigen, dass sin? x dx = 1. Dazu setzen wir f(x) = sinx, g== sinx,

so dass g = —cosx, f-= —cos x und erhalten:
1 1

sinx dx = —sinxcosx +  cos? x dx.

Da cos?x = 1 —sin?x ist, folgt, wie eben:
[ 1] 1
sin?x dx = E(X —sinxcosXx).

Einsetzen der Grenzen 0 und 2t liefert die Behauptung.
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4. Ahnlich folgt: I?ﬂsinxcosx dx = %sinzx%n = 0, denn mit f(x) = sinx
und g'{x) = cosx gilt:
1] L1
sinxcosx dx = sinx—  sinxcosx.

13.3 Elementare Funktionen

Definition 13.24. Die Menge der elementaren Funktionen ist die kleinste Menge
von Funktionen, die folgendes erfullt:

1. X", sinx, tan x, e* und deren Umkehrfunktionen sind elementar.
2. Summen, Produkte und Quotienten von elementaren Funktionen sind elementar.

3. Kompositionen von elementaren Funktionen sind elementar.

Satz 13.25 (ein Satz von Liouville). Nicht jede elementare Funktion hat eine
elementare Stammfunktion.

Beweis. Die Funktion e besitzt keine elementare Stammfunktion, wie be-

reits Liouvillg?] zeigte. 1

Leider kdnnen wir den Satz hier nicht nachweisen. Allerdings kdnnen wir
das folgende positive Resultat, zumindest in groben Zlgen, herleiten:

Satz 13.26. Rationale Funktionen sind elementar integrierbar.
Wir betrachten zunéchst folgendes Beispiel:

Beispiel 13.27. Wir suchen die Stammfunktion

Die Idee dazu ist es, die Partialbruchzerlegung von y = 1_—1X2 Zu betrachten.
y hat Polstellen bei 1. Deren Partialbruchzerlegung ist dann eine Zerlegung

der Form:
1 A B

= + .
1-x2 1-x 1+x
Dieser Ansatz liefert A(1 +x) +B(1—-x)=1,dh.A=B = % also:

YJoseph Liouville (24. Marz 1809 in Saint-Omer — 8. September 1882 in Paris),
franzdsischer Mathematiker.

Problem:
Beweis—-Referenz?
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111 11

=_. + = .
1-x2 21-x 21+x

Auf unser urspringliches Problem angewendet erhalten wir:

—1
de—lqln|1—x|+ln|l+x|m—lln %ﬂ%
1-x2 7 2 2 - X

Vorlesung vom: Beweis (von Satz[13.26] nur Beweisidee). Wir gehen in drei Schritten vor:
04. Februar 2008
Qualitatsstand: 1. Zuné&chst bemerken wir, dass wir folgende Stammfunktionen kennen:
erste \ersion 1
—— dx = arctanx,
1+x2
I:Il q @xl, fallsn=1,
— X =
n 1
X =7, fallsn>1,
1 X 4 n(l+x?), fallsn=1,
—— X =
(1 +x2)n L. 1. fallsn>1.

2(1-n) (1)1

Im Fall n > 1 ergibt sich die letzte Gleichung folgendermalen:

1] 1 1]
; dx — d—x + X ; dx
LT+x)n 77 (L+x)nt (L+x2)n-1
1
B dx
- 2\n-1
(1 +x2)n L
1 1 1 dx

X @ T 2—2) @

weil die Integrale auf der rechten Seite induktiv bekannt sind, falls n = 3.
Der Fall n = 2 ist dem Leser Uberlassen.

2. Wie im Beispiel berechnen wir eine Partialbruchzerlegung. Wir starten

mit einer rationalen Funktion f(x) = % Division mit Rest liefert q(x)
und r(x), so dass:

9 r(x)
Den Nenner h(x) faktorisieren wir in k lineare Faktoren lj(x) CR[x] (d.h.
deg li(x) = 1) und | quadratische Faktoren g;(x) CR[x] (d.h. deg qj(x) = 2),
wobei gj nicht mehr in Linearfaktoren zerlegbar sind:

E 11 1
hog = L) g,

i=1 j=1

Problem: Dass eine solche Zerlegung Uber R immer existiert, konnen wir hier leider
Referenz! Beweis-
idee?
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nicht beweisen.

Man kann nun zeigen, dass dann Konstanten ajm, bjn, Cjn [CR existieren,
so dass wir folgende Partialbruchzerlegung erhalten:

) l_l_al_m_i - A

h(x) i=1 m=1 |:n j=1 n=1 Ui

3. Nun transformieren wir Il in  und qij in %> vermadge eines a [neth

Koordinatenwechsels, d.h. einer Abbildung x B ax+ 3, und wenden die
obigen Spezialfélle an. Auch hier kénnen wir nicht erklaren, warum ein
solcher Koordinatenwechsel immer existiert.

1

Aufgaben

Aufgabe 13.1 (Flacheninhalt). Sei f = 3x? und g = 3x + 6. Bestimmen Sie den
Flacheninhalt zwischen den Graphen von f und g, d.h. die graue Fléche in
der Zeichnung:

Aufgabe 13.2 (Integrale). Berechnen Sie folgende Integrale:

1. ? x*+ 1 dx,
¥~ 0 O
2., 5xsin() dx,

| [
3. ?ﬂ x?sin(2x) + 3xsin(2x) dx,

(I VAR
4., 1- x2 dx (verwenden Sie hier die Substitution x = sint).

Aufgabe 13.3 (Stammfunktion einer rationalen Funktion). Sei f : D - R

definiert durch 1

X2 —3x+2’
wobei D [R ihr maximal modglicher Definitionsbereich sei.

f) =

Leiten Sie die Stammfunktion von f mit Hilfe von Partialbruchzerlegung her.
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Aufgabe 13.4 (Maximierung von Integralen). Bestimmen Sie den Wert bzw.
die Werte, an denen e

H(x) = (9—1t?)-etdt
0
maximal wird.
Aufgabe 13.5 (Stammfunktionen). Finden Sie folgende Stammfunktionen:

L]
1. Ef‘ﬁfm dx (Hinweis: Division mit Rest, dann Partialbruchzerlegung),

2. eX¥sinxdx,

I:l(lnx)”
3. = dxfarn CN.
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Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir Integrale nur dann ausgerechnet, wenn die Grenzen beide
endlich waren. Wir werden sehen, dass wir in einigen Fallen auch oo als
Grenze zulassen kénnen und dass dies viele interessante Anwendungen hat,
beispielsweise auf die Konvergenz von Reihen.

Definition 14.1. Sei f: [a, o[ - R eine stetige Funktion. Dann setzen wir

- -~
f(x) dx :=l!im f(x) dx,

a a

falls der GrenzwerEgg(istiert und nennen in diesem Fall f Gber [a, co[ uneigentlich
integrierbar und . f(x) dx konvergent.

Beispiel 14.2. Wir betrachten die Funktion f(x) = x5 fir s [R. Der Grenz-

Wert S D 1 1-s D 1 1-s
x> dx = lim ——x* =lim —@1-b"

1 booo 1—35 1 bﬂoo:l._S( )

existiert, falls s > 1. Also gilt in diesem Fall:
—J L
=S
X dx = —.

Satz 14.3 (Integralkriterium fur Reihen). Sei f: [0, o[ -~ R eine monoton fal-

lende positjive Funktion. Die Reihe 2, f(n) konvergiert genau dann, wenn das
Integral 0 f(x) dx existiert.

Beweis. Wegen der Monotonie von Iierhalten wir fur jedes k [CIN offenbar
Schranken von oben und unten far 0 f(x) dx (siehe Abb.[14.1):
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1 1
fny=  f(x)dx=  f(n).

k=0 0 n=1

Die Behauptung folgt. —1

Abbildung 14.1. Ober- und Untersumme.

Korollar/Definition 14.4. Der Grenzwert

s) = s

n=1
existiert fiir s > 1. {(s) heillit Riemannsche Zetafunktion.

0l
Beweis. Im Beispiel|14.2|haben wir gesehen, dass , x°dx fur s > 1 konver-
giert. Das Integralkriterium fur Reihen liefert nun die Behauptung. —1

Definition 14.5. Sei f: ]a, b] eine stetige Funktion auf einem halboffenen Intervall.
Dann schreiben wir ] (|

i f(x) dx := Itllr_ntlt f(x) dx,

falls der Grenzwert existiert.

. L) -
Beispiel 14.6. Das Integral 0 x® dx existiert, falls a < —1. Im Gegensatz dazu

existiert das Integral | % dx nicht, da: Inx — T
X -

Definition 14.7. Eine Funktion f: R - R heil3t uneigentlich integrierbar, falls

die Grenzwerte ] [,
lim f(x)dx und lim f(x) dx
boeo g A= 4
existieren. In diesem Fall schreiben wir:
—J [N (N

—o0

f(x) dx := lim f(x) dx + lim f(x) dx.
a— oo a b- oo 0
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Beispiel 14.8.
1. Es gilt:
- ! dx = lim arctanx%lj— E
_(,<,:|.+X2 _aa—OO,baoo a 2’
L, - , U
2. Der Grenzwert ___e™ dxexistiert,denne™ [O 1+x2 .Man kann zeigen,
dass gilt:
v
dx = T
Aufgaben

Aufgabe 14.1 (Uneigentliche Integrale). Uberpriifen Sie, ob folgende unei-
gentliche Integrale existieren und berechnen Sie ggf. ihre Werte:
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Taylorpolynom und Taylorreihe

Sei f: 1 - R eine n-mal stetig diffbare Funktion, xo 11 Wir wollen f in der
Né&he von xy durch ein Polynom approximieren. Die ,,beste” Approximation
durch ein lineares Polynom ist die Tangente (Abb.|15.1)

L(x) = f(x0) + Fx0) - (x — X0).

Wir werden nun erfahren, wie man mit Polynomen von héhrem Grad noch
bessere Approximationen erhalten kann.

'j“ibi}: -

AT

1
1

Abbildung 15.1. Approximation durch die Tangente.

Definition 15.1. Seien f: 1 - R eine n—mal stetig diffbare Funktion und x, 1l

Dann heif’t
E0d)

i (X = Xo)"

T f =
k=0

das n—-te Taylorpolynom von f in Xo.

Ty, f hat offenbar den gleichen Wert und die gleichen ersten n Ableitungen in
Xo Wie f.
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Satz 15.2 (Taylorsche Formel). Seien f: 1 - R eine (n + 1)-mal stetig diffbare Vorlesung vom:

Funktion und xo [Tl Dann gilt: 06. Februar 2008
Qualitatsstand:
U l'jl(!( )(X Xo) 0 erste Version
0 0
f(X) (T f)(X) + Rn+l(x) Rn+1(x)
k=0

mit dem Restglied

Run0) = 10

Xo

dt.

Ausfihrlich:

@
f(x) = f(xo) + f"xo)(X — Xo) + F@(xo)

L 100) =
n!

(X — Xo)? +

x= )

(x=x+  FODEHT_

Xo

dt.

Beweis. Wir verwenden Induktion nach n und partielle Integration. Der
Induktionsanfang n = 0 gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integral—Rechnung: -
f(x) = f(xo) + f1¢t) dt.
Xo

Fur den Induktionsschritt n —1 - n betrachten wir das Restglied:

I__X'I (X — t)n—l

Ro(¥) = 0. XD g
() . D:E;R:q&n—lﬂ! d

f

g™
=
e —fn
9= _nl f(n)(t) nlt) + f(n+1)(t)

Xo
(X =Xo)"
n!

x- )Olt

Xo

= Ok + Rn(X).

Da

T - T = (0 &

folgt die Behauptung. —1

Wegen der aufwandigen Berechnungen ist fur die praktische Anwendung
dieser Formel ein Computeralgebra—System sehr hilfreich. In der Vorlesung
wurden mit Maple einige Beispiele vorgefiihrt.

Satz 15.3 (Lagrangeform des Restglieds). Sei f: | - R eine (n + 1)-mal stetig
diffbare Funktion und xo CII Dann ] X, X] (bzw. & CIX, Xo], wenn X < Xg), S0
dass
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E0d) () e
Xo) .

)+ &

f(x) =

k=0

Beweis. Wir wenden den Mittelwertsatz der Integralrechnung auf

Ijx] f(n+1) (t)
Rn+1(X) = (x- t)ndt
Xo
an und erhalten:
-
— f(n+D)(zy | (x— t) (n+1) X~ Xo
Roa() = 100(®) . odt= (0@ pen
Beispiel 15.4. f(x) = sinx, xo = 0.
3 5 2n+1
2n+1 _ X X —1\" _X
(TgM sin)(x) = x §+5 + (-1) el
da
k
sin®(0) = B gerade,
1)z, kungerade.
Fehlerabschatzung far Sinus:
| |n+1 |X|n+1 Rn+l

|Rn+1(X)| = |f(“+1)(E)| . (n+1)! " (n+1)! " (n+1)

fur |x| < R. Es gilt: & )I_e<1 111

(n+1
N -
(n+1)InR<Ine+ Ink<Ine+ Inx dx.
k=1 1
Es folgt:
(n+1InR < Ins+(x|nx—x)%+l

|
[TIAR < —% 4+ In(n + 1) -
n+1

[RIel em-(n+1)<e(n+1).

Abbildung|15.2 zeigt die Taylorpolynome des Sinus vom Grad 1, 3,5, 7.

195
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Abbildung 15.2. Die Taylorpolynome des Sinus vom Grad 1, 3,5, 7.

Beispiel 15.5. Wir betrachten die Funktion f(x) = (1+x)%, etwaa = % Es gilt:

fOx)=a - (@—1)-- (@a—k+1)-(1+x)*k

Daher folgt: .:%Ig
Tof(x) = ‘ X,
k=1
wobei fur a R der Binomialkoe [zieht definiert ist durch
]
a _a oa-1 a-k+1
k © 1 2 k

Definition 15.6. Sei f: | — R eine co—oft diffbare Funktion und X, CT1Dann heift

b))

k!

Ty F(x) =
k=0

(X = Xo)"

die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt xo. Die Taylorreihe Ty, f ist eine
Potenzreihe in (X — Xp).

Beispiel 15.7.

1. (Toexp)(X) = k;:;O ﬁ—f ist die definierende Potenzreihe von exp.
2. Die Funktion f(x) = (1 + x)® hat die Taylorreihe

Frage 15.8. Konvergiert die Taylorreihe von f gegen f?
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Antwort.

1. Eine Taylorreihe hat nicht notwendig positive Konvergenzradien.

2. Selbst, wenn R > ¢ > 0 gilt, konvergiert die Taylorreihe nicht notwendig
gegen f auf]—R + X, Xo + R].

Beispiel 15.9. Wir betrachten die Funktion

1

-z
f:R LR, X3 f(x):%  XFEG
- sonst.

Wir zeigen: f ist co—oft diffbar und f(M(0) = 0 [Mlinsbesondere ist die Taylor-
reihe = 0 und konvergiert nicht gegen f.

Wir beweisen dazu mit Induktion nach n, dass

, fallsx #0,

000 = falls x = 0

wobei p, ein Polynom ist. Der Induktionsanfang ist klar. Zunéchst betrachten
wir den Fall x # 0:

OGO L@ 0Qo |, G

— e = e +py — - — € x
Pn o Pn Pn 33
Of0; GO0,
=Py Py g e
X X2 X x3

Dann ist
Pr+1(t) = =palt) - ¥ = 2pn(t) - .
An der Stelle x = 0 gilt dann:

f<“+1>(0):|in3q;pn% e e =0,
X

da exp schneller wachst als jedes Polynom, wie wir in Beispiel |[12.6 gesehen
haben.

Die folgende Aussage ist wegen Frage und Antwort|15.8 weniger trivial, als
es erscheinen kdnnte:

Satz 15.10 (Binomische Reihe). Fur |x| < 1 gilt:

ol

1+x)*= X<,
k=0 k
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to do! siehe einges-
cannte Mitschrift
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Beweis. Der Konvergenzradius der Reihe ist R = 1. Wir méchten das Quoti-
entenkriterium anwenden:

(|
gq, Dkl @X-k%
kKt -
g e M M

k k+1

Mit der Bemerkung 6.17 zum Quotientenkriterium zeigt dies, dass die Reihe
konvergiert, wenn |x| < 1 und diviergiert, wenn |x| > 1 ist.

Wir zeigen:

-~ EE -

Rns1(X) = % (x—t)" f D) dt = (n + 1) . i L (x—t)"(1+1)% " dt
-0 0

konvergiert fur |x| < 1 gegen 0.

Aufgaben

Aufgabe 15.1 (Taylorpolynom). Bestimmen Sie ohne Computer das Taylor-
polynom 2. Grades von

1L f:R - R, xB f(x)=In(sin(x)) im Punkt xo = 7,
V_
22.0:R -5 R, xB g(x)=e *—eimPunktxy = 1.

Aufgabe 15.2 (Taylorreihe). Berechnen Sie die Taylorreihe von

X
= DD

im Entwicklungspunkt xo = 0.

Zeigen Sie mit Hilfe von Partialbruchzerlegung, dass die Taylorreihe auf dem
offenen Intervall (—1,1) gegen f konvergiert.

Aufgabe 15.3 (Taylorpolynome mit Computeralgebra). Berechnen Sie mit
Hilfe von Maple die Taylorpolynome Tgf der Ordnungen k = 1,...,6 im
Entwicklungspunkt xo = 0 fur

1. f(x) =tanx
2.fx)= 1+x

und plotten Sie jeweils die Graphen von f und der Taylorpolynome.
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Konvergenz von Funktionenfolgen

Vorlesung vom:

Sei 11. Februar 2008
1 Qualitatsstand:
fx)y= ax" erste \ersion
n=0

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Wir wollen zeigen, dass f in
] — R,R[ co—mal diffbar ist und dass die Potenzreihe mit der Taylorreihe von
f in xo = 0 Ubereinstimmt. Allein die Stetigkeit ist hierbei nicht offensichtlich.

16.1 GleichmaRige Konvergenz

Definition 16.1. Sei f,: | — R eine Folge von Funktionen auf einem Intervall. Die
Folge (f,) heift konvergent (genauer: punktweise konvergent), wenn fur jedes x
die Folge (fn(x)) konvergiert und dann ist die Grenzfunktion

f:l1 R, f(X)= r!im fa(X).
Wir schreiben: limy,_ o fn = f.
Frage 16.2. Wenn alle f, stetig sind, ist dann auch lim f,, stetig?

Antwort. Nein, nicht unbedingt. Dazu betrachten wir das Beispiel f,: [0,1] —

R, fa(x) = x" (Abb.[16.1). Dann existiert f = lim f,, aber Problem:
Skizze fehlt: fig:xn!
11 b
f(x) = % x L0
x=1

f ist also nicht stetig.
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fig:xn

Abbildung 16.1. SKIZZE FEHLT!

Wir mussen daher eine starkere Forderung an die Konvergenz stellen:

Definition 16.3. Sei (f,: | - R)nm eine Folge von Funktionen auf einem Intervall
I. (f,) konvergiert gleichmaRig gegen eine Grenzfunktion f: 1 - R, wenn:

[EP 0 Cob: |[fa(X) — f(X)| < € (A& o [XICT

Satz 16.4 (Gleichmafiger Limes stetiger Funktionen). Ist (f,: 1 - R) eine
Folge stetiger Funktionen, die gleichm&Rig gegen f konvergiert, so ist auch f stetig.

Beweis. Seien Xo [Tlund € > 0 vorgegeben. Zu % existiert ng mit
1f20) — F(X)| < g Ak ny [XICT)
Da f,, stetig ist, L8> 0, so dass
[0 () = Fry (x0)| < g LI TImit [x — Xo| < 3.
Es folgt:

1T = f(xo)l = [F0) = (] + [Fa(X) = fa(X0)| + [ (X0) + fn(Xo)]
< & Xdmit |x = Xg| < .

Frage 16.5. Lasst sich Integration mit Grenzwertbildung vertauschen?

Antwort. Nein, nicht unbedingt. Wir betrﬁhten dazu die Zackenfunktion f,,

definiert geman Abbildung/16.2] Es gilt: 0 faxX)dx =1 [nlund lim,_ e f, =0
(punktweise). Aber:

] ]
lim  f,()dx=1#£0=  lim f,(x) dx.
n- oo 0 0 n- oo
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¥ i
_.f
y
,_/ \
A=l e = ¥ o I
! 4 |
| wm ™

Abbildung 16.2. Die Zackenfunktion.

Satz 16.6. Sei f,: [a,b] —» R eine Folge stetiger Funktionen auf einem abgeschlos-
senen Intervall, die gleichmafig gegen f: [a,b] — R konvergiert. Dann gilt:
] ]
f(x) dx = lim fa(x) dx.
a oo g

Beweis. Zunéachst einmal ist f ebenfalls stetig und deshalb integrierbar. Fer-

ner: (|
%——‘Tlf (x) dx — fa(X) dx% I_—&E(x) - fn(x)éjx <gb-a),

falls n so groR ist, dass |f(x) — f,(X)| < € X ][4, b]. Die Behauptung folgt. [

Bemerkung 16.7. Fur uneigentliche Integrale braucht man zusétzliche Vor-
aussetzungen. Dies zeigt das Beispiel der Zackenfunktion in Abbildung[16.3|
Offenbar ist lim f, = 0, sogar gleichmaliig, aber:

L L

fax)dx=1#0= 0 dx.
0 0

o i

Abbildung 16.3. Eine Zackenfunktion.

Korollar 16.8. Sei f,: [a,b] — R eine Folge von stetig diffbaren Funktionen, die
punktweise gegen f: [a,b] - R konvergiert. Konvergiert die Folge der Ableitungen
(f1Y gleichmaBig, dann ist f diffbar und es gilt:

fte lim Y

n- oo
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Beweis. Sei f™= lim f\’Nach dem Satz 16.4 ist fauf [a, b] stetig. Ferner gilt:
-~
flX) = fa(@ +  fy(t) dt
a

fur x CJa, b]. Mit Satz[16.6]folgt:
—J
fx) = f(a)+  f)dt.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert nun, dass f
diffbar ist und dass f™= & 1

16.2 Anwendung auf Potenzreihen
. [ S Dy . . .
Satz 16.9. Sei f(x) = . anx" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0, also

f:]1—R,R[- R. Dann haben die Potenzreihen
L1

n-1
1. Zinapx",

Xn+1
2. neo N+l

die wir durch gliedweise Differentiation bzw. Integration erhalten, den gleichen
Konvergenzradius und konvergieren auf ] — R, R[ gegen

1. %),
2. f(x)dx.
Insbesondere ist f unendlich oft diffbar und es gilt:
f™(0) = a,nl.

1
Beweis. Nach der Formel von Cauchy—-Hadamard|7.19]ist a,x" fur |x| <R
genau dann konvergent, wenn

 I— [ —
limsup " |a,x"| = limsup "|a)| ‘R<1,
n-oo n - co
also:
R: l v/_.
limsup, ., "lanl
Da

1 nn
n

- — - . |
lim "n=limns = limen =¢® =1,

n- oo n— oo n- oo

haben Iilnanx”‘l und | 7,an;g den gleichen Radius. Die Folge der Par-
tialsummen von f und fkonvergieren auf jedem echten Teilintervall [-r, ]
fur r < R gleichmaRig. Die Behauptung folgt daher auf [-r, r] aus Satz[16.6
und Korollar[16.8 1
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Beispiel 16.10.

1. Die logarithmische Reihe In(1 + x) ist Stammfunktion von

1 nyn
f(X) = m = k:O(—l) X,

Gliedweise Integration und In(1) = 0 liefert:

¢ 1 xn+1
In1+x)= (="
=0

n

n+1

fur x| < 1.
2. arctan ist Stammfunktion von
1 1
=fx)= (-1)"x*.
n=0

1+ x2

Integration und arctan(0) = 0 liefert:
1,4

arctan(x) = -1)" fil <1.
(= (15— fir
n=0
3. Es gilt:
3 1 1
nx"=x nx"L
n=0 n=1
Es folgt:
1 [0y X )
nx" = X = far |x| <1,
1-x (1—x)2
n=0
also zum Beispiel:
n = : =
n=1 2 Q- %)2

In den Beispielen 1. und 2. konvergiert die Reihe auch fur x = 1. Dies legt die
Formeln

¢ 1

1
(_l)nm = In(l + 1) = In 2,
n=0
(—1)”L = arctan(1) = n
e+l 4

(da tan § = 1) zumindest nahe. Dass dies wirklich der Fall ist, zeigt das
folgende Resultat:

Vorlesung vom:
13. Februar 2008
Qualitatsstand:
erste \Version
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Satz 16.11 (Abelscher Grenzwertsatz). Ewlj n;;:o an, eine konvergent Reihe reeller
Zahlen. Dann hat die Potenzreihe f(x) = —;anx" den Konvergenzradius R = 1
und fur die Grenzfunktion f: ]1—-1,1[ - R gilt:

& 1
lim f(x) = an.
X-1

n=0

Problem: Beweis. Drei Seiten. Forster. 1
Beweis ausfuhren!

Siehe  eingescannte  pejspijel 16.12. Wir betrachten zwei Reihen, von denen wir bereits wissen,

Mitschrift dass sie konvergieren:
. . I;l(_l)nfl . .
1. DieReihe 7, ~—— konvergiert. Nach dem abelschen Grenzwertsatz ist
daherdurch f(x) = (_lr)]nfl X" eine auf]—1, 1[ stetige Funktion erklart.
Da f(x) = In(1 + x) fur x O+ 1, 1] gilt, folgt: f(1) = In(2). Also:
Epht 1 1 1
|n(2)— n —1—§+§—Z+"
n=1
> Wirb h I N fii ar x = 1 0i
. Wir betrachten  7,(=1)"-5-5 = arctanx fur x [J=1,1[. Fur x = 1 liegt
ebenfalls Konvergenz vor, also:
1
1 s
-1)".—— =arctanl = —.
D pyg -arctanl =g
n=0
Aufgaben
Problem: Aufgabe 16.1 (...)....

Aufgaben zur Kon-
vergenz von Fkt.-
Folgen fehlen noch!
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EinfUhrung

Inder linearen Algebrawerden Probleme und Phanomene untersucht, die mit
Hilfe linearer Gleichungssysteme ausdriickbar sind. Insbesondere werden
dabei auch Verfahren studiert, um explizit Losungen fur solche Probleme
auszurechnen. Oft sind sowohl die Probleme und Ldsungen als auch die
Phadnomene sehr anschaulich zu verstehen, wenn man deren geometrische
Seite betont. Wir werden versuchen, dies in dieser Vorlesung maoglichst oft
zu realisiseren.

Anwendungen der linearen Algebra finden sich neben der Geometrie in
vielen Bereichen des mathematischen, informatischen, aber auch alltaglichen
Lebens. Wir werden solche Anwendungen so oft wie moglich ansprechen,
insbesondere, wenn sie die Informatik betreffen.

Um den Anschauungs—- und Anwendungsbezug mdglichst naheliegend zu
halten, beginnen wir mit der linearen Algebra tiber den reellen Zahlen und
deren Geometrie. Es wird sich im Verlauf der Vorlesung allerdings herausstel-
len, dass es oft sinnvoll ist, davon abzuweichen und lineare Algebra auch tber
anderen Zahlensystemen, wie endlichen Kdrpern zu betreiben. Beispielswei-
se ware das ganze Gebiet der Kodierungstheorie kaum denkbar ohne die
lineare Algebra tiber endlichen Zahlensystemen. Andererseits ware die Dar-
stellung der Theorie viel zu kompliziert, ohne die Ausweitung der Zahlen
auf die sogenannten komplexen Zahlen zu betrachten.
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Der R3 und der R"

Vorlesung vom:
22. April 2009

Qualitatsstand:
erste \Version

17.1 Punkte im R"

Einen Punkt im Anschauungsraum kénnen wir nach Einfihrung eines Koor-
dinatensystems durch ein Tupel (az, 8z, az) (ein Tupel ist eine durch Komma
getrennte Menge von Objekten, bei denen es auf die Reihenfolge ankommt)
von Koordinaten spezifizieren (Abb.[17.1).

az

ap

as

s

Abbildung 17.1. Der Punkt (aj, a,, a3) [R®.

Punkte im R® und allgemein im R" stellen wir mit Zeilen- oder Spaltenvek-
toren dar. In der linearen Algebra sind Spaltenvektoren Ublich:

. Lo
a:%f R® bzw. azg; R".
as —

an
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Platzsparend werden Spaltenvektoren aber haufig (a;, a,, .. ., ay)! notiert, wo-
beit fur transponieren steht. Der Nullvektor oder Ursprung des Koordina-
tensystems ist der Vektor (0,...,0) [R"; er wird oft kurz 0 geschrieben. Aus
dem Zusammenhang wird immer klar sein, ob 0 die Zahl oder den Vektor
bezeichnet.

R3* taucht zum Beispiel auf, wenn wir k Punkte im Raum gleichzeitig betrach-
ten. R" mit n = 1.000.000 wird in der Computertomographie oder bei der
Diskretisierung von partiellen Differentialgleichungen verwendet. n = 10°
taucht bei einer Supportvektormaschine auf, wie sie Google verwendet.

Definition 17.1. Zu zwei Vektoren

oo OO
1 1
Xn Y

und einer Zahl A R (genannt Skalar) setzen wir (siehe Abb.|17.2):

CJ ] ]
1T Y1 X1

X+y:= : % Axi=H: %
Xn

Xn + Yn

Sian |
a —_—=
LTI T T 1
b 2:c
Abbildung 17.2. Vektor-Addition und Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar
in der Ebene R?,

17.2 Skalarprodukt, Euklidische Norm

Mit Hilfe des sogenannten Skalarprodukts werden wir nun Abstdénde und
Winkel einfihren und erste Eigenschaften der neuen Begriffe herleiten.

Definition 17.2. Fir x,y [CR" ist

XIy[E Xy y1+ -+ X - Yo [R
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(oder x - y = [X] y[ddas Skalarprodukt (genauer Standard-Skalarprodukt oder
euklidisches Skalarprodukt) von x und y (engl. auch dot-product oder inner

product).
% —1
2

[PEES X2 = xi+x§+---+xﬁ=(§1xlﬁ
i=1

heil3t Betrag oder euklidische Norm von x. Quadratwurzel

noch nicht einge-

fahrt!

Zumindest im R? und R® Iasst sich [XIdls Lange des Vektors x [CR? interpretieren

(wegen des Satzes von Pythagoras, siehe Proposition [17.3 und Bemerkung 17.7).

Wir nennen [XI_daher auch die Lange des Vektors x [R3. Zu x,y [R" ist
d(x,y) = XI-y[l

der Abstand der Punkte x und y.

Die folgenden Eigenschaften folgen recht leicht aus diesen Defintionen:

Proposition 17.3 (Eigenschaften des Skalarprodukts). Es gilt:

X+ y,z[F Xz Dz farallex,y,z CR"™  (Linearitat),
X, yCFEAX YO furallex,y CR", A R (Linearitat),

X yF 4 x1 furallex,y CR"™ (Symmetrie),

X} x[3 0 und [X] x[& 0 genau dann, wenn x = 0 [R",

. X+ y[21= XI?H+ 2[X] y[3 [¥I2] (Satz des Pythagoras)

. X+ y2H [XI- y[21= 2[XI%H 2[yI2]  (Parallelogrammgleichung).

o U~ W N P

Beweis. Wir zeigen nur drei der Behauptungen:
C 1 1 1
Zull. M+vy,z[F Xi+VYidzi= Xizi+ VYizi=Xz[F yz[O
Zul5. Es gilt: X+ y[P1= X+ y, x + y[F X x[F 2 y[F 4 y[J
Zul6. X+ yZh XI— ylﬁ@ XI2H 2K y [+ WIPH XI2H 21X —y [ 3 y[2]

&%) Sren 20Xl y[F 2+ [XI2}- 2[x] y[F [yIZ) wie behauptet.
1

Nun kommen wir zu einer weiteren, sehr haufig verwendeten, aber nicht
ganz so leicht nachzuweisenden Eigenschaft:

Satz 17.4 (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung). Fir x,y [R" gilt:

Iy XTIV

Ferner gilt fur x # 0 die Gleichheit |[X] y[[l= [XI-IlylCdenau dann, wenn y = Ax fur
ein A [R.
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Beweis. Fur x = 0 ist alles klar. Sei also x # 0 [R". Dann ist
po=Xx[x x>0
i=1

Ferner setzen wir: ¢ := —[X] y[CDamit gilt:

0 < [@IX + py, ox + pyd
= ¢° X x[F 20pu y[F p iy, y
= Wy 1= 2004 y B+ W D XTI y O
= W~y 4 x 03 y
Da p > 0, folgt:
0<s—(XyDt+ X2 A bzw. |Xy[A< X2} W2

V.
Die Monotonie der Quadratwurzel  (siehe Bemerkung|5.30) liefert die erste
Behauptung.

Gilt Gleichheit, dann:
0= [dix + py, ox + pyLIL_ X + py = 0.

Also: y = Ax mitA:—%. 1

Die folgenden Eigenschaften der oben eingefihrten Norm sind wieder leicht
einzusehen:

Proposition 17.5 (Eigenschaften der Norm). Firx,y [CR", A [R gilt:

1. XI'2 0 und X% 0 genau dann, wenn x = 0 [R",
2. AX[F |A| - X1
3. X+ y[Cx XT3 Y1 (A-Ungleichung).

Beweis. Nur(3] ist zu zeigen. Nach Definition gilt:

X+ yZ= X+ y,x + y[d

X2+ 20X y 3 O]

Cauchy-Schwartz liefert nun:

X+ yPis XPH 2 XLy 3 yi2l= (XT3 yiDA.

Die Behauptung folgt mit der Monotonie der Quadratwurzel (Bem.[5.30). [

Wir kommen nun zu der geometrischen Bedeutung des Skalarprodukts:
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Definition 17.6. Zwei Vektoren x,y [R" heiRen senkrecht (auch orthogonal
oder normal) zueinander (in Zeichen x [y), wenn X} y [ 0.

Bemerkung 17.7.

1. Im R? bzw. R" stimmt dieser Begriff mit dem anschaulichen Begriff tiber-

ein. Dies folgt aus der Formel
X+ y[Pl= XI2H 2[X] y[F Y2

zusammen mit dem geometrischen Satz des Pythagoras a? + b? = ¢? fir
die Seitenléngen a, b, ¢ in einem rechtwinkligen Dreieck.

Fur die Seitenlangen der beiden in Abb.[17.3lerkennbaren rechtwinkligen
Dreiecke gilt dann namlich:

a+d? =13 a4+ (d+ DA = X+ yE

Abbildung 17.3. Anwendung des geometrischen Satzes des Pythagoras auf zwei
rechtwinklige Dreiecke.

2.

Die Differenz dieser beiden Gleichungen ist:
2d Y3 XI2H 2= X+ y[P= XI2H 20X y 3 Y2
und somit folgt: diyl & X y[]

Also:d =0 o Xy[EF 0L x [yle XI2H M= X+ y[2]

Den Beweis des geometrischen Satzes des Pythagoras liefert Abbildung
[17.4] Dass die vier Dreiecke in Abb.[17.4 gleich groR sind, beruht dabei
auf der Tatsache, dass in einem Dreieck die Winkelsumme 180° ist, was
wiederrum aus dem Parallelenaxiom folgt (siehe Abb.[17.5). Dieses be-
sagt: In einer Ebene a gibt es zu jeder Geraden g und jedem Punkt S
auBerhalb von g genau eine Gerade, die zu g parallel ist und durch den
Punkt S geht. Ob das Parallelenaxiom in der Wirklichkeit gilt (nicht im
R?3), ist offen und Gegenstand der Astronomie. An dieser Stelle mochten
wir auf zwei Blicher von Roger Penrose hinweisen: [Pena] und [Penb].
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b2

Abbildung 17.4. Dies zeigt: ¢ = a + b?, da die vier Dreiecke gleich groR sind.

Abbildung 17.5. Das Parallelenaxiom liefert: o™= a, B“= B, also: a + B +y = 180°.

Vorlesung vom:

Definition 17.8. Fuir zwei Vektoren x,y [R" definieren wir den Winkel © zwi- 24 April 2009
schen x und y durch die Formel: Qualitatsstand:
erste Version
]
cos O = m—y
XL

Wegen der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung gilt:

~ KO Xy XML

Probler_n:_ also %@D‘jﬂ}l, 1]. Somit hat diese Definition einen Sinn (s. Abb.|17.6).
thematisiere C]0, [

Abbildung 17.6. Cosinus und Sinus eines Winkels 6, visualisiert am Einheitskreis.
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17.3 Geometrische Objekte im R"

Wir werden in diesem Abschnitt die eben eingefuihrten Begriffe verwenden,
um Geraden, Ebenen und deren Verallgemeinerungen zu definieren und
deren gegenseitige Lage, also insbesondere Abstdnde zwischen ihnen, zu
studieren.

17.3.1 Geraden und Hyperebenen

Definition 17.9. Eine Gerade L [R" ist eine Teilmenge der Gestalt
L={p+AV|A[R}=p+R v,

wobei p [ein beliebiger Aufpunkt und v CR" \ {0} ein Richtungsvektor ist (s.
Abb.[17.7).

Abbildung 17.7. Eine Gerade g im R?, mit Aufpunkt p und Richtungsvektor v.

Eine Hyperebene H [CR" ist eine Teilmenge der Gestalt
H={x [R" |aiX; + - +anX, = b} = {x [R" | [@] X b},

wobei a = (az,...,a,)! CR"\{0} und b [CR. Der Vektor a heilt Normalenvektor
von H (s. Abb.[17.8). Im R? heift eine Hyperebene einfach Ebene.

Fur zwei Punkte p,q [CH gilt fur den Differenzvektorv=p—q
@ v+ [a]p —ql= [@p[+ [@lql+xb—-b =0.

Also a [Cpt g. Daher der Name Normalenvektor.
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Abbildung 17.8. Eine (Hyper-)ebene in R® und ein Normalenvektor a von H.

17.3.2 Schnittpunkte

Sei L [CR" eine Gerade und H [CR" eine Hyperebene. Flr die Schnittmenge
L n H gibt es drei Mdglichkeiten:

1. L n H ={q}, besteht aus genau einem Punkt q CR",

2. LnH=LC]

3. LA

Proposition 17.10. 2. oder (3] liegt genau dann vor, wenn der Richtungsvektor von
L senkrecht zum Normalenvektor a von H ist.

Beweis. Setzen wir die Parametrisierung L = {X : p + Av|]A [R} der Geraden
in Gleichung [@] x[Z b von H ein, so erhalten wir mit

[@p+AvlF+b < AlavFb-@QEp (¥

eine Gleichung fur A.
Ist a nicht senkrecht zu v, d.h. [@ v 0, dann ist die einzige Losung

~b-@pl] _b-mp
)\—m, alsoLnH |__q.|—p+mv.

Ist [a] v[Z 0, also a [wv]dann hat (*) nur dann eine Losung, wenn b — [a] p[&+

0 = p [H [T H, dadann A R beliebig gewéahlt werden kann. Dies
entspricht dem|[3] Fall.

Ist @ v[F0undb# @pLdannL n H = L2 Fall. 1

Definition 17.11. In den Fallen[2] und[3., d.h. wenn a [37]so sagen wir: L ist eine
zu H parallele Gerade.
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17.3.3 Abstande
Abstand zwischen Gerade und Punkt

SeiL={u=p+Av|A R} CR" eine Gerade und q [R" ein weiterer Punkt.
Dann ist fur jeden Punkt u [Tder Abstand d(u, q) = [Wl-ql]

Definition 17.12. Wir definieren den Abstand von L zu g durch

d(L,q) = mind(u,q).

Proposition/Definition 17.13. Das Minimum d(L, g) wird in genau einem Punkt
uq angenommen. Der Punkt ug ist eindeutig durch die Eigenschaft, dass uq — q
senkrecht zu dem Richtungsvektor v steht bestimmt. uq heift FuBpunkt des Lots
von q auf L (Abh.[17.9).

Abbildung 17.9. Das Lot des Punktes g auf die Gerade L.

Beweis. Die Gleichung M p + Av — q[& 0 hat genau eine L6sung namlich

_ g-p,v]
- Mv

da I+ 0. Also:

N [g-p,vC] v v
uq_p+T-v_p+lﬁ| p, — oI

Jeder andere Punkt u Il hat einen groReren Abstand (s. Abb.[17.10), da
A-Ungl.

m-q2”""E™ m, - g -y > - g2 also:

d(L,q) = [l —qL]
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Abbildung 17.10. Der Abstand des Punktes g von der Geraden L ist d(L, q) = [}, —qL]

Abstand zwischen Hyperebene und Punkt

Proposition/Definition 17.14. Sei H = {x | [a] x[F b} [CR" eine Hyperebene und
q CR" ein Punkt. Dann definieren wir

d(H,q) := mEiEIR d(u, g).

Das Minimum d(H, q) wird in genau einem Punkt u; [CH angenommen. ugq ist durch
die Bedingung, dass die Differenz uq — g ein skalares Vielfaches des Normalenvektors
a ist, eindeutig bestimmt. Die Abbildung

R" - H q- u

heilt orthogonale Projektion auf die Hyperebene H (s. Abb./17.11).

Abbildung 17.11. Die Orthogonale Projektion des Punktes q auf die Hyperebene H.

Beweis. Jeder andere Punkt u [CH hat gréf3eren Abstand zu g, nach Pythago-

ras. Um uq auszurechnen, betrachten wir die Gerade L = {y+Aa | A [R} [R"

- i . _ b-Iglald
und bestimmen L n H: [ql+ Aa,als b liefert A = —==; also

b— [a]q]

Uq=q+m'a.

Der Abstand ist somit:



17.3 Geometrische Objekte im R" 219

B —Iﬁlqﬂélb—lﬁlqﬂl %j [é
H90=Bga0 8 @ g

Wahlen wir den Normalenvektor normiert, d.h. von der Lange 1, dann gilt:

d(H,q) = [b— [alqr

In diesem Fall l&sst sich |b| als Abstand d(H, 0) von H zum Nullpunkt inter-
pretieren. Auch das Vorzeichen von b hat eine Interpretation:

b >0 = 0liegtin dem Halbraum {x | [@] x[% b}

= Der Normalenvektor, auf H angetragen, zeigt in den Halbraum,
der 0 nicht enthalt.

Abstand zwischen zwei Geraden

Definition 17.15. Seien Ly = {p1 + Avy | A CR}und Ly = {p2 + Av, | A (R}
zwei Geraden im R". L; und L, heiRen parallel, wenn v, = Av, fiir ein A (R, das
heilt, wenn die Richtungsvektoren his auf den Skalarfaktor tGbereinstimmen. L; und
L, heiBen windschief, wenn gilt:

1. L; und L, sind nicht parallel,
2. Ly nLy, = L1

d(Ly, Lp) = Xl:rgiynDz d(x, y) nennen wir den Abstand von L; zu L,.

Proposition 17.16 (Abstand windschiefer Geraden). Es seien L; und L, zwei
windschiefe Geraden mit Richtungsvektoren vy bzw. v,. Dann wird das Minimum
d(Ly, L) in genau einem Paar von Punkten (X, ) [ x L, angenommen. (X, ¥) ist
durch die Bedingung, dass X — ¥ senkrecht zu v, und v, steht, eindeutig bestimmt

(Abb.[17.12).

Abbildung 17.12. Abstand windschiefer Geraden.

Vorlesung vom:
29. April 2009

Qualitatsstand:
erste \ersion
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Beweis. (X, ¥) erfuille die Bedingung. FUr jedes andere Paar (x,y) [Lh x L, gilt:
(X, y) = (X+ A1vy, ¥+ Apvy) fur gewisse A1, A, [R.

Mit dieser Notation gilt

xI— ylﬁ: X1+ A1 — )7 ) Ii"l
= XI—- y + )\1V1 - }\2V2 I"i'"l
= X—- YF’_LH [XHV1 - )\2V2|_£—|

nach Pythagoras, da X — § nach Voraussetzung zu jeder Linearkombination
A1V1 — AoV, senkrecht steht:

X1— )7, 7\1V1 - )\2V2|3: )\1DZ]— )7, vy [+ }\zm— )7, vy [F 0.

Insgesamt folgt: XI— y[21> [XI- {[%](also auch d(x, y) = d(X, ¥)) und Gleichheit
gilt genau dann, wenn

)\1V1—>\2V2 =0 = }\1 =7\7_ =0,
da v; und v, keine skalaren Vielfachen voneinander sind. Wir haben somit:
d(Ly, Lp) = K- yL]
Es bleibt zu zeigen, dass die angegebene Bedingung X und y eindeutig be-

stimmt. Wir schreiben: X = py + A1vi, ¥ = p2 + Apv, fUr gewisse A, A\, [R
und pg, p2,v1, V2 CR". Wegen der Bedingung gilt nun:

X—- y,V]_E: 0, X- y,VZE: 0,
also:
(ph — P2 + A1vi — ApVp, Vi 0, [ — p2 + A1vi — AgVo, Vo [E= 0.

Dies liefert ein lineares Gleichungssystem (d.h. eine Menge von Bedingun-
gen an Ag, A, die jeweils ein Polynom vom Grad 1 in den A; darstellen) fur
A und Ay:

A0 P Ao b, vi (3= b — pg, Vil Ag- 0, Vo (3 A [ 21= [P — py, V2 [

Wir konnten dies nun explizit 16sen. Wir machen das hier aber nicht, weil
wir in Klrze eine Maschinerie zur Losung solcher Probleme kennen lernen
werden, mit Hilfe der sogenannten Matrixschreibweise:

(| 11 1 O [1]
Mlz—, _M,V]_l:l )\l _ Iﬁb_plvv]_l:'

M, Vo C0-03 A, — [ph—p1, Vo[
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Wir werden sehen, dass diese Gleichung genau dann eine eindeutig bestimm-
te Losung (A1, A2)t [R? hat, wenn

] 1
v D~ @ 20

wobei det() die sogenannte Determinante beschreibt, die wir gleich allgemein
einfuhren werden. Nach der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung ist aber
|Ovh, vo [O< D [ |[vo Cund es gilt <, da v; und v, nicht skalare Vielfache
voneinander sind. 1

0 # det

Aufgaben

Aufgabe 17.1 (Abstand im R3). Berechnen Sie den Abstand zwischen den
folgenden beiden Geraden im R®:
| 1 O

lIZI
g: B A\ h:%%p

A 1

L1
Z

EI3EI
Aufgabe 17.2 (Spiegel). Im Punkt A = 3%efinde sich ein Auge, das in

O
Richtung v = %chaut.

Ein Objekt habe sein Zentrum im Punkt O = % %
=1
Ferner gentige ein (unendlich grof3er) Spiegel der Gleichung x = 0.
1. In welchem Punkt P des Spiegels sieht man das Objekt?
2. Wie groR ist der Winkel OPA?

Aufgabe 17.3 (Winkel im R*).

Definieren Sie den Winkel zwischen zwei Hyperebenen im R" in sinn-
voller Weise.

1. Berechnen Sie den Winkel zwischen den folgenden beiden Hyperebenen
im R*:

0 £
H; = [R*| (& XBO% H, = %Eﬂﬂr%zx—; 30
I T 4

i

101

iR
NI
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Aufgabe 17.4 (Geometrie in der Ebene).

1. Woher kommt die Lucke?

.

2. Seien vier beliebige Punkte A,B,C,D [CIR? gegeben. Diese bilden ein
Viereck ABCD. Die Mittelpunkte der Seiten AB, BC, CD, DA bezeichen
wir mit P, Q, R, S (in dieser Reihenfolge). Zeigen Sie: Das Viereck PQRS
ist ein Parallelogramm.
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Abstrakte VVektorraume

R® und R" sind Beispiele von Vektorraumen. Wir wollen Vektorraume auch
in abstrakterer Form einfuhren, da deren Verwendung sehr hdufig notwendig
ist, wie wir noch im weiteren Verlauf der Vorlesung sehen werden. Zunéchst
einmal wollen wir fuir Skalare auch andere Zahlbereiche zulassen. Zum Bei-
spiel kommen R, Q, C und endliche Korper in Frage.

18.1 Definitionen

Da wir diesen Vorlesungsteil moglichst unabhangig vom ersten Teil machen
mochten, besprechen wir hier kurz den Begriff des Korpers. Weitere Details
sind im ersten Vorlesungsteil nachzulesen.

Darauf aufbauend fuhren wir dann den Begriff des Vektorraumes ein.

Definition 18.1. Ein Koérper ist ein Tupel (K, +,) aus einer Menge K und zwei
Abbildungen

+:. KxK 5 K, (a,b) > a+b
- KxK 5 K, (a,b) - a-b,

die folgenden Axiomen gentgen:

K1: Axiome der Addition
K1.1 (Assoziativ Gesetz)

@+b)y+c=a+(b+c) Cal,c K.

K1.2 (Existenz der Null)
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[OICK, sodass0+a=a [allK.
K1.3 (Existenz des Negativen)
[AlCK [—a [K, sodass —a+a=0 (a—b:=a+(-h)).
K1.4 (Kommutativgesetz)
a+b=b+a [&b K

(Mit anderen Worten (K, +) ist eine abelsche Gruppe.)

K2: Axiome der Multiplikation
K2.1 (Assoziativgesetz)

a-(b-c)=(@-h)-c [albc K.
K2.2 (Existenz der Eins)
COICK"= K\ {0}, sodassa-1=a [&lK.
K2.3 (Existenz des Inversen)
[alCK" a1 [K, sodassa-a*=1.
K2.4 (Kommutativgesetz der Multiplikation)
a-b=b-a [&l K

K3: Distributivgesetze (Punktrechung geht vor Strichrechnung)
a-(b+c)=a-b+a-c
(@+b)-c=a-c+b-c L[alc K

Insbesondere ist also (K5-) eine abelsche Gruppe.

Beispiel 18.2. Q, R, C sind Korper.
(Z,+,) ist kein Kdrper, da n 4 mit |n| = 2 kein Inverses hat.

Definition 18.3. Lassen wir in der Definition des Korpers das Axiom K2.3 weg, so
erhalten wir die Axiome eines kommutativen Rings mit 1.

Beispiel/Definition 18.4. Fiir a [Z bezeichnen wir mita [CH, den Rest bei
der Division durch p 4. Sei p eine Primzahl. Dann ist

Fpo:={0,1,...,p— 1}
= die Menge der Reste bei der Division durch pin Z

ein Kdrper (mit p Elementen) vermdge der folgenden Verknipfungen:

a+b:=a+b, a-b:=a-b.

Haufig lakt man~ weg und schreibt die Elemente als 0,1, ....
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Beispiel 18.5. = F, = {0, 1}. Verknuipfungstafeln:

= ol +
1 Ol Ol
Ol I i
=)

ol Ol Ol
=

also 1+1 =0 [F, (dal+1=0 modZ2). Haufig schreibt man der
Einfachheit halber auch 0 statt 0 und 1 statt 1. Der Korper F; ist in vielerlei
Hinsicht bemerkenswert; beispielswiese gilt dort: =1 = +1.

e F3= {6, 1, Q}. Verknupfungstafeln:

+012 012
0j012 o0[000
1120 1/012
21201 2/021

dabeispielsweise2+1 =0 mod 3und2+2 =1 mod 3. Auch der Korper
F3 istauBergewohnlich: Wie man an den Verknupfungstafeln sehen kann,
ist 2 = —1; daher schreibt man die drei Elemente von F3 auch haufig der

Einfachheit halber 0, 1, —1 statt 0, 1, 2.

Bemerkung 18.6. Ist n eine zusammengesetzte Zahl, etwa eine echte Prim-
zahlpotenz, dannist Z/n :={0, 1, ..., n—1} kein Kdérper, sondern lediglich ein
kommutativer Ring mit 1.

Beispielsweise hat 2 in Z/6 kein Inverses bzgl. der Multiplikation: Es gibt
kein x [Hg,sodassx-2 =1 mod 6, da:

1.2=2=2 mod6, 2.2=4=4 mod6, 3:2
4.2=8=2 mod6, 5-2=10=4 mod®6, 0-2

0 mod 6,
0 mod 6.

6
0
Bemerkung 18.7.0-a=0 [@llKund (-1)-(-1) = 1 giltin allen Kdérpern.

Definition 18.8. Sei K (genauer (K, +, -)) ein Kdrper. Ein K-Vektorraum (kurz K-
VR) ist ein Tupel (V, +, -), wobei V eine Menge ist, zusammen mit zwei Abbildungen

+: VXV SV, (V,w) > Vv+w
KXV SV, (AV) 5 Ay,

die den folgenden Axiomen gendigen:

VR 1: Axiome der Vektoraddition
VR 1.1 Assoziativitdt: u + (v+w) = (u+Vv)+w [Ojv,w [\,
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VR 1.2 Existenz der Null*: COICM, sodass0+v =v [ZICM.
VR 1.3 Existenz des Negativen: [1CM [C=lv ['M so dass —v + Vv = 0.
VR14v+w=w+v [vlw M.
Mit anderen Worten (V, +) ist eine abelsche Gruppe.
VR 2: Axiome der Skalarmultiplikation
VR21 A-p):-v=A-(u-v) [IMICM [AICK.
VR22 1.-v=v [VICM giltfur das Einselement 1 [K.
VR 3: Distributivgesetze

A+ -v=A-v+p-v [Alp K IOV,
A(Vv+W)=A-v+A-w [AICK [Qvlw M4

Die Elemente A [K heiflen Skalare, die Elemente v [\ heiflen Vektoren.

Bemerkung/Definition 18.9. Verlangen wir nicht mehr, dass K ein Kérper ist,
sondern nur, dass R = K ein (kommutativer) Ring mit 1 ist, so erhalten die
Definition eines (Links-)Moduls Uber R.

Die Theorie der Module ist deutlich verschieden von der Theorie der Vektor-
raume.

18.2 Beispiele von Vektorraumen

1. R"ist ein R-Vektorraum, Q" ein Q-VR und allgemein

ein K-Vektorraum, wenn K ein Korper ist.
2. Die Polynome
R[X]:={p=anx"+ a1 x" 1+ - +ax+ap | n [N, a (R}

bilden einen R-Vektorraum: Seien p = 5x* —3x, q = x® + x — 1 [CR[X].
Dann ist:

L Achtung: Mit 0 bezeichnen wir sowohl die Zahl 0 [K, also auch den Null-Vektor
0 = (0,...,0), als auch den Nullvektorraum {(0,...,0)'}. Es wird immer aus dem
Kontext verstandlich sein, welche 0 gemeint ist.
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p+q=x3+5x*—2x—1 [R[X],
1

5, 3
E-p_zx EX [R[x].

AuRerdem ist beispielsweise (x — 1)? + 2(x + 1) [R[Xx].
. Die Mengen (siehe fur die Definitionen Kapitel9)
C%a,b] := {f: [a,b] -~ R f iststetig },

Cla,b] := {f: [a,b] - R| f ist stetig und differenzierbar },
C”[a,b] = {f: [a,b] - R| f ist unendlich oft differenzierbar }

sind R-Vektorraume. Vektorraume von Funktionen spielen beispielswei-
se in der Bildbearbeitung eine Rolle.

REY = {f: [a,b] — R f ist Abbildung}

ist ebenfalls ein R-Vektorraum.

. Sei K ein Korper und M eine Menge. Dann ist
KM:={f: M - K}

ein K-Vektorraum. \orlesung vom:
6. Mai 2009
Qualitatsstand:
erste \ersion

. In der Kodierungstheorie verwendet man haufig Vektorraume tber end-
lichen Korpern, etwa K = F»:

V=F = l%%xi {0, 1}

die Menge der n-Tupel von Elementen aus F,. Allgemein definiert man
far einen endlichen Korper K = F, und zwei Vektoren

e

Xn Yn

[0

n
HP

die Hammingdistanz:

d(x, y) := [{i | xi # yi}l

.

Beispielsweise ist
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Inder Kodierungstheorie istein Code eine Teilmenge C [EJ. Ein Element
x [Q heilt ein Codewort. Die Minimaldistanz von C ist

D= i .
var%r;#y d(x, y)

Rauscht der Kanal so wenig, dass man weniger % Fehler erwarten darf,
dann kdnnen wir das Wort x aus dem Ubertragenen Wort y zuriickbe-
kommen, indem wir

z [Q bestimmen mit d(z, y) = m[icg d(c, y).
c

Bei weniger als % Fehlern in der Ubertragung gilt z = x.

Besonders h&ufig werden fur Codes Teilmengen verwendet, die selbst
wieder Vektorraume sind, namlich sogenannte Untervektorrdume. Dazu
kommen wir im néchsten Abschnitt.

18.3 Untervektorraume

Definition 18.10. Sei V ein K-Vektorraum. Eine nicht leere Teilmenge U [\ heil3t
Untervektorraum (kurz UVR), wenn

1.u,u, (U Cukup, O,

2.u [0 A K A 0.
Bemerkung 18.11. Insbesondere ist dann mit u O auch (-1) - U = —u [O.
Mit anderen Worten

L+:UxU SV, (u,up) B up +uy [0,

2. kxU 5V, (ku) B k-u Q.

(U, +, ) ist dann ein Vektorraum.

Bemerkung 18.12. Ist U [M ein Untervektorraum, dann gilt 0 [CW. Denn
U # [dnd somit: (010 =[O0 C0F —-u+u 0.

Frage 18.13. Welche der folgenden Teilmengen des R? sind Untervektorraume?
1
U= ' [R? Ex1+2x220 ,
1 1

c
N
Il
&
\Y
o

c
w
Il
x
il
+
x
)
N
[N
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Antwort. Nur Uy ist ein Untervektorraum.
U, ist kein Untervektorraum, weil (0, 1)t [O,, aber —(0,1)' = (0, —1)! ¢ U..

Us ist kein Untervektorraum, weil groRRe skalare Vielfache von u W3 \ {0}
nicht in Us liegen.

U, ist kein Untervektorraum, weil z.B. (3, 3)' [0, aber 2:(3,3)' = (1,1)' ¢ Uy
und weil 0 ¢ U,. 1

Bemerkung 18.14. 1. Eine Gerade L (Hyperebene H) [CR" ist ein Untervek-
torraum genau dann, wenn 0 L], (bzw. 0 [CH).

2. Sind U,W [M Untervektorraume, dann ist auch U n W [M ein Unter-
vektorraum.

3. Der kleinste Untervektorraum von V ist der Nullraum 0 = {0}.
4. Sind U,W [\ Untervektorraume, dann ist im Allgemeinen U Y|
kein Untervektorraum.

Beweis. Seien V = R2 und

[ i 1 1 1 1
U= X1 EX]_:O lW: X1 EXZ:O
X2 X2

Dann ist die Menge

I:IZI]IZE -
UwW= ' Bx, %=0

X2

kein Untervektorraum von V, denn:

EllEEOIEI E1IEIE0IEIE1IEI
0 1 [0 [, aber 1=1+0¢Um

18.4 Der Dimensionsbegri CTdr abstrakte K-Vektorraume

Unser Ziel ist es, einen Dimensionsbegriff fur abstrakte K-Vektorraume V zu
entwickeln. Wir wollen dimV [Nl [{cb} definieren.

Naturlich soll dimR" = n, und fur L,H [CR" Gerade bzw. Hyperebene mit
0 (0 [H) soll dimL = 1 und dimH = n — 1 gelten. Anschaulich ist
die Dimension die minimale Anzahl von Vektoren, die wir benétigen, um V
aufzuspannen.
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Definition 18.15. 1. Seien V ein K-Vektorraum und vy,...,v, [V Vektoren.
Eine Linearkombination von vy, ..., v, ist ein Ausdruck

V =A1Vy +AoVo + -+ ApVvy [V,
wobei Aq, ..., Ay K. Mit
O, ..., vp = Spann(vy, ..., vp) i= {A1v1 + - + ApVp | A} K}

bezeichnen wir den Spannvon vy, ..., v, (oder ausfuhrlicher: den von vy, ..., v,
aufgespannten Untervektorraum).

Wir setzen: I t= {0} =: 0.

O, ..., V¢ ist der kleinste Untervektorraum von V, der v, ..., v, enthélt.

2.V1,...Vy erzeugen V, wenn 0, ...,vo[= V. Mit anderen Worten: [v1 []
V [Al,...,A\n CK: v =2AVy+- -+ AV, Wir sagen auch, die Familie
{vi}iz1,.n bildet ein Erzeugendensystem von V.

3. Vy,...,Vy heien linear unabhéngig, wenn [CAl, ..., A, CK gilt:
O=AVvi+AVo+-+AVvyg [ AN=--=A=0.
Andernfalls heiBen vy, ..., vy linear abhangig.

Problem: Beispiel 18.16. V = R®. Wir betrachten die vier Vektoren:

Bild dazu fehlt! ] ] ] ]
Lin-Komb der Null = 3
hei3t  geometrisch: Vv, = ) = 3= , = B R3.

geschlossener Vektor-
zug

1. v1, Vv, sind linear unabhangig:

B BB e

2. V1, Va, V3, V4 sind linear abhéngig, zum Beispiel: 1-v; +1-v,—1-v3+0-v4 = 0,
also sogar vy, vy, v3 sind schon linear abhangig. Wir werden noch sehen,
dass die lineare Abhangigkeit klar ist, weil lineare Unabhangigkeit schon
aus Dimensionsgrinden nicht sein kann.

3. V1, V2, V4 sind linear unabhéangig, weil

o BB AR

[CAzl= —A; = —A, wegen der 2. und 3. Komponenten.
Eingesetzt in die erste Komponente ergibt sich:

)\1+)\1—)\1=)\1=O |IJ_|=0 mZO
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4. v1,Vy, V4 bilden ein Erzeugersystem, weil sich jeder Vektor v, etwa v =
(b1, by, b3)t, als Linearkombination dieser Vektoren darstellen lasst.

NN N

liefert némlich ein Gleichungssystem,

(|) blz}\1+)\2+}\3
(”) b2 :)\1+)\3
(|||) b3=)\2+)\3,

welches eine Losung hat:

I-11-1 ergibt: by — by —bs = —A3 [CAzl=by + by —by.
Dies in Il eingesetzt liefert: by = Ay + by + bz —b; CAE=by —
Dies wiederum in 1l eingesetzt: b3 =N +hby+by—b; CA=b; —

Also: [
% % _b1+b2+b3%

Fazit: Lineare Abhangigkeit und Erzeugung zu entscheiden lauft darauf hin-
aus, lineare Gleichungssysteme zu ldsen.

Probe: O

Beispiel/Definition 18.17. V = R[x] = { alle Polynome }, ein R-Vektorraum.
Far ein Polynom

d-1

p=agxd +ai_ x84+ +ax+a, a [R,

heilRen die a; Koe [ ziehten von p. Ist ag # 0, dann hat p den Grad degp :=d.
Wir setzen deg 0 := —oo, Es gilt?:

R[X]<d = {p [R[X] | degp < d}
={agx? + - +ax+ap | a (R}
=~ R4

Z.B.: R[x]<z [l x,x2,x® sind linear unabhangig und erzeugen R[x]<s. Dage-
gen bilden
Pr=xXt+1, p=x=1ps=x+1 ps=x -1 [B[x]<s

2Das Zeichen = bedeutet, dass die beiden Vektorraume im Wesentlichen gleich
sind; genauer werden wir dies erst spater definieren.
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kein Erzeugendensystem fir R[x]<3, da:
F+1,x%—1,x3+1,x3 — 10140 = asgx® + ax® + aix + ag | a; = O}
P1, P2, P3, P4 sind vielmehr linear abhéngig, da die Relation A;p1 + A2p2 + Asps +

Apg = 0 fUr Ay = LA, = —1,A\3 = —1,A, = 1 eine nicht-triviale lineare
Relation (d.h., nicht alle A; = 0) ist.

Beispiel/Definition 18.18. Seien k,d [N und a,b CR mita<h.
R[X]«¢ [R[X]<g:1 CR[x] CCF[a,b] CCK[a,b] CCP[a,b] CRI

ist eine aufsteigende Kette von Untervektorraumen des Vektorraumes
REM = {f: [a,b] - R}

Definition 18.19. Sei V ein Vektorraum und seien vy, ...,v, X Vektoren. f =

1. {v1,...,Vn}V erzeugen und

2. {v1,...,Vn} linear unabhdngig sind.

Beispiel 18.20. 1. R". Die Vektoreney,...,¢en,

|
]
%...,en—

mit nur einer 1 an der i-ten Position und sonst 0-en, bilden eine Basis des
R", die sogenannte Standardbasis.

]

2. R[x]<3 hat die Basis a, x, x?,x3, a # 0. Es gibt aber auch andere Basen. Bei-
spielsweise ist 1, x—a, (x—a)?, (x—a)® mita # 0 auch eine Basis von R[x]<s.
Dies ist die Basis, welche fuir das dritte Taylorpolynom T2 f verwendet
wird (siehe Kapitel[15).

Bemerkung 18.21. Ist {v4,..., vy} [CMeine Basis, dann hat jeder Vektor w [\
eine eindeutig bestimme Darstellung

W = A1Vy + -+ + Aqvy Mit A} CK

als Linearkombination.
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Beweis. Existenz ist die erste Bedingung, Eindeutigkeit die zweite: die Dif-
ferenz zweier Darstellungen ist namlich eine Relation, die nach der zweiten
Bedingung trivial ist.

Ausfuhrlicher: Sei w Y. Da eine Basis ein Erzeugendensystem ist, gibt es
Ai [K, so dass
W = A1Vy + -+ ApVp.

Istw = )\lel + )\r?vn eine weitere Darstellung, so gilt fur die Differenz:
0=(A1=A)V1+ -+ Ay = AV

Wegen der Definition einer Basis, folgt: A; — )\lﬂ =0,...,A\ns — )\: = 0. Damit
gilt aber schon: A; = )\15, B }\S. Dies zeigt die Eindeutigkeit. 1

Satz 18.22. Sei V ein K-VR und sgien vy, ..., Vv, [M Vektoren. Aquivalent sind:

1. {vy,...,Vvn}ist eine Basis von V

2. {v1,...,Vp} bilden ein unverldngerbares System von linear unabhangigen Vek-
toren.

3. {v1,...,Vvn} bilden ein unverkirzbares Erzeugendensystem von V.

4. Jeder Vektor w [CM hat genau eine Darstellung w = Ajvy + -+ + AV, mit
Ai [K als Linearkombination von vy, ..., Vp.

Beweis. [1] [4Das ist Bemerkung[18.21.
4. CZnd4] [33ind jeweils Klar.

[2.,[3. CLhach der Definition einer Basis.
Es bleibt also2] = [3] zu zeigen.

[2. [13ei vy,...,V, ein unverlangerbares System von linear unabhangigen
Vektoren. Mit jedem weiteren Vektor 0 # w [\ erhalten wir also ein System
von linear abhéngigen Vektoren, also:

m,...,An,)\n+l I:& )\1V1+"'+)\nVn+)\n+lW=O,

wobei wenigstens ein Aj # 0. Es ist Ap11 # 0, da vy, ..., v, linear unabhangig
sind. Da K ein Korper ist, gilt x— [K.
Es folgt:

Wi+ + (- _
n+l An+1

A1

W:(—)\ d

)+ Vp.

Dies gilt fur beliebige w [\, d.h. vy,...,Vv, erzeugen V. vy,...,V, ist unver-
kurzbar, das hei3t nach Weglassen eines der Vektoren haben wir kein Erzeu-
gendensystem mehr. Wenn wir zum Beispiel v, weglassen und vy, ..., Va1
noch ein Erzeugendensystem wére, gabe es eine Darstellung
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Vn = H1V1 + ... MUn41Vned,

d.h.vy,..., v, ware linear abhangig. Dies widerspricht der Voraussetzung.

[3. [1Z1Sei vy,...,V, ein unverkiirzbares Erzeugendensystem. Dann sind
V1,...,Vy linear unabhéngig. In der Tat: Ware

AVi+... AW =0

ein nicht triviale Relation, etwa mit A, # 0, dann:

O, O L, U
Al VA ~/A\n-1
)\n )\n

Vp = Vp-1.

Doch dann waéren schon vy,...,v,-1 erzeugend, im Widerspruch zur Vor-
aussetzung ware also vi,...,vy, zu einem linear unabh&ngigem System
V1,...,Vn-1 zU verklrzen. 1

Beispiel 18.23. Das Erzeugendensystem v; = (1,0),v, = (0,1),vs = (1,1) von
Vektoren des R? ist verkiirzbar. Wir kénnen sogar jeden beliebigen der drei
Vektoren weglassen und erhalten immer noch ein System, das ganz R? er-
zeugt: [Vh, vo (3 [V, va [ W, v3[F R?.

Bei w; = (1,0),w, = (0, 1), ws = (0,2) kénnen wir allerdings w; nicht weglas-
sen, da w, und w3 nur die y-Achse erzeugen:

Wy, ws [ {(a,b) [R?|a=0} CR.

18.5 Dimension

Da wir nun wissen, was eine Basis eines K-Vektorraumes ist, kdbnnen wir nun
endlich dessen Dimension definieren:

Definition 18.24. Sei V ein K-Vektorraum. Dann definieren wir die Dimension
von V durch

[ . .
n, fallsV eine Basis vy, ..., Vv, aus n Vektoren hat ,

dimV :=dimV =
00, sonst.

Der zweite Fall dimV = oo tritt genau dann ein, wenn V kein endliches
Erzeugendensystem hat.

Beispiel 18.25. 1.dimK" =n, daey,...,€, eine Basis ist.

2. dim R[X] = oo, da wir aus endlich vielen Polynomen nur Polynome von
einem beschrankten Grad linear kombinieren kénnen.
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3. dimR[x]<g =d +1,dal,xx?...,xI eine Basis ist.

Bemerkung 18.26. Es ist nicht klar, dass die obige Definition der Dimension
eine vernunftige ist. Unklar ist bislang, ob je zwei Basen von V gleich viele
Elemente haben. Also mussen wir zeigen, dass die Dimension wohldefiniert
ist, d.h. unabhéngig von der Wahl der Basis. Dies zu zeigen ist unser nachstes
Ziel.

Lemma 18.27 (Austauschlemma). Sei v, ..., Vv, eine Basis von V und w W
ein weiterer Vektor mit w # 0. Dann existiert ein i [{L, ..., n}, so dass wir nach
Austausch von v; mit w nach wie vor eine Basis haben. Ist etwa i = 1, was man durch
Umnummerierung erreichen kann, dann ist also w, v, ..., vy—1 eine Basis von V.

Beweis. w ist eine Linearkombination
W = A1V1 + + + ApVp

fur gewisse Aj [K, da vy,...,V, ein Erzeugendensystem bilden. Wenigstens
ein Aj K ist # 0, da w nicht der Nullvektor ist. Nach Umnummerieren
kénnen wir A; # 0 annehmen.

Wir zeigen:

1. w,vy,...,V, istein Erzeugendensystem.

2. W,Vy,...,V, sind linear unabhéngig.

Zunachst einmal gilt:

1 I:l)\ZIZI IZL)\HIZI
V1_7\_1W+ )\—lv2+---+ }\—lvn,

da Ail [K existiert.

Sei u [\ ein beliebiger Vektor. Dann existieren L, ..., Uy [K] so dass
U= HiVy+ -+ HUpVn,

davy,...,vyganz V erzeugen. Also:

), 0 ), O
U= —W+ — Vo+- 4+ — Vy +AoVo+ -+ HpVy
Mg MG s 0
_H M _x
—)\1W+ V] )\2)\1 Vo + 4+ Mp 7\"?\1 Vp.

D.h.,w,v,,...,v, erzeugen V.
Zur linearen Unabhéngigkeit: Angenommen,

0 =W+ MoV + -+ HUnVn, Wi [K
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Einsetzen der Ausgangsgleichung fur w liefert
0 = MiAVy + (M2 + H1A2)V2 + - + (Mn + H1An)Vi.
Davy,...,V, linear unabhangig sind, folgt
MiAr =0, Ho+HiA2=0, ..., Hn+A,=0 LK

Nach Voraussetzung gilt:

A <0 = )\ip-l)\l =0.
1
Einsetzen liefert: y, = -+ = pp = 0. —1

Satz 18.28 (Austauschsatz von Steinitz). Sei V ein K-Vektorraum und vy, ...,V
eine Basis von V und wy, ..., w, eine Familie von linear unabhéngigen Vektoren.
Dann gilt n < r und es existieren Indices iy,...,in [,...,r so dass wir nach
Austausch von v;, mit wy nach wie vor eine Basis haben. Giltetwai; = 1,...,in = n,
was durch Umnummerierung von vy, ..., V, erreicht werden kann, dann ist also
W1, ..., Wn, Vni1, - - -, Vr €ine Basis von V. Achtung: n < r wird bewiesen und nicht
vorausgesetzt.

Beweis. Induktion nach n.
Firn = Oistnichtszu zeigen. Seialson = 1 und der Satz fir n—1 schon gezeigt.
Dann gilt r = n— 1 und wir missen nur noch den Fall r = n — 1 ausschlieRen.
Nach der Induktionsvoraussetzung kénnen wir nach Umnummerierung von
Vi,...,Vy annehmen, dass

Wl:---yWn—laVn:---er

eine Basis ist, denn auch die Familie wy, ..., wq-1 ist linear unabhangig. wy
hat eine Darstellung

Wp = )\lWl + o+ )\n—an—]_ + Aan + -+ )\rVr mit )\| I:&.

Nicht alle Koeffizienten A, ..., A; kdnnen 0 sein. Inshesondere r = n denn
sonst waren wjy, ..., W, linear abhéangig, im Widerspruch zur Voraussetzung.
Also ist einer der Koeffizienten A, . .., A, nicht 0; nach Umnummerieren von
Vn, ...,V KOnnen wir annehmen, dass A, # 0. Nach dem Austauschlemma ist
dann auch

W1, ..., Wn,Vnt+1,...,Vr

eine Basis von V. 1

Korollar 18.29. Je zwei Basen eines endlich—dimensionalen K-Vektorraums V haben
gleich viele Elemente. Insbesondere ist

n, falls CBhsisvy,...,Vn,

dimV =
oo, sonst

wohldefiniert.
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Beweis. Es seien wy,...,wy und vy,...,Vv, Basen von V. Dann sind wy, ..., w,
linear unabhangig und nach dem Austauschsatz ist deshalb n < r. Die Un-
gleichung r < n folgt durch Vertauschen der Rolle der w’s und der v’s. Also
r = n. Gibt es keine endliche Basis, dann ist V nicht endlich erzeugt, da man
aus jedem endlichen Erzeugendensystem durch eventuelles Weglassen eine
Basis erhalt. —1

Korollar 18.30 (Basisergdnzungssatz). Sei vi,...,V, eine Familie linear un- Vorlesung vom:
abhangiger Vektoren in einem endlich—-dimensionalen Vektorraum V und sei r = 13. Mai 2009

dimV < oo. Dann kann man diese Familie zu einer Basis Qualitatsstand:
erste Version

Viyeo oy Ve Vet oo Vi

von V erganzen.

Beweis. Nach dem vorigen Korollar ist n < r. Ist n < r, so gibt es, ebenfalls
wegen des Korollars, einen Vektor w M \ [, . . ., v, [nduktiv kénnen wir
dies fortfuhren, bis wir schlief3lich eine Basis erhalten. —1

Tragen wir alle bisherigen Resultate zusammen, erhalten wir:

Korollar 18.31. 1. Jeder endlich—dimensionale Vektorraum besitzt eine Basis.

2. Ist V ein Vektorraum der Dimension n = dimV < oo, dann ist jede Familie von
mehr als n Vektoren in V linear abhangig.

3. Sei U [Mlein Untervektorraum. Dann gilt: dimU < dim V.
Ist V endlich-dimensional und dimU = dim V, so folgt U = V.

Beweis. 1

Bemerkung 18.32. Fur unendlich-dimensionale Vektorraume
U M mit dimU =dimV = o

kann man auf U = V nicht schlieRen. Zum Beispiel: R[t] [CP[a, b], da nicht
jede stetige Funktion ein Polynom ist.

Aufgaben

Aufgabe 18.1 (Lineare Unabhéngigkeit).

1. Prifen Sie, ob die folgenden Vektoren linear unabhéngig sind. Bestimmen
Sie in jedem Fall die Dimension des aufgespannten Raumes und geben
Sie eine Basis an.
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2.

18 Abstrakte Vektorraume

a) (1,1,0)% (1,0,1)4, (0,1, 1)t C[F,)%.
b) (1,2,3), (2,3,4),, (3,4,5)' [R®.
¢) (5,0,5,—4)t, (0,5,-5,-3)t, (5,—5,10, —1)t, (—4,-3,-1,5)' [R*

Fur welche A R sind die Vektoren (2, A, 3), (1,-1,2)4, (A, 4, -3)t [R3
linear abhé&ngig? Stellen Sie fUr diese A den letzten Vektor als Linearkom-
bination der ersten beiden dar.

Aufgabe 18.2 (Untervektorraume). Welche der folgenden Mengen U; sind
Untervektorraume der Vektorraume V;? Berechnen Sie in diesen Féallen auch
deren Dimension.

1
2.

3.

4.
5.

Vi:=R®% U :={p [R°| pll = 1}.

Vo =R Uy i={(x,y,z,w) [R*|x+y+z+w=0, w=0}
] (I

V3:=R®% Usz:= p [R*| [P (1,2,3)'[%0.

Vi =R Usi={(x,y,z,w) [R*| (x+y)- (x—y) = 0}.

Vs ;= R[X]<z = {ax® + bx?> + cx+d|a,b,c,d (R}, Us :={p [R[X]<z|b+d =
0, a+c=0}

Aufgabe 18.3 (Basen). Sei F := F5 der Koérper mit funf Elementen.

1.
2.

Wie viele Elemente hat F3?

Wie viele verschiedene Basen hat F3?

Aufgabe 18.4 ().

Aufgabe 18.5 (Kodierungstheorie).

Parity Check Ist ein Daten-Wort w = (w1, Wo, ..., W) [(F»)* gegeben, so

setzen wir:
(V1, Vo, ..., V19, V20) = (W1, Wy, ..., Wi, p) [(F2)%°, wobei p die Paritét des
Wortes w ist, d.h.:

1
0, fallswy +wy + - +wig =0 mod 2,
1, fallsw; +wo +---+wie =1 mod 2.

Wir nehmen an, dass bei der Ubermittlung eines Wortes v [{F,)?° hichs-
tens ein Buchstabe fehlerhaft beim Empfanger ankommt. Zeigen Sie, dass
der Empféanger unter dieser Annahme erkennen kann, welche Worter
nicht korrekt Gibertragen wurden und welche er daher nochmals anfra-
gen muss.
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Hamming Code Fiir ein Daten-Wort w = (W, W,, W3) [C(F,)* werden beim
Hamming-Code drei Parity-Check-Bits pi, p2, p3 hinzugefiigt, um einen
Ein-Bit-Ubertragungsfehler auch korrigieren zu kénnen. Das (bertrage-
ne Wort ist dann v = (v, ...,V7) = (p1, P2, W1, P3, W2, Ws, Ws) [(F,). Hier-
bei sind p;, i = 1,2,3, Paritaten gewisser Teil-Worter von v. Das Teil-
Wort t; enthalt 2"~ Bits von v ab dem 2i~1-ten Bit, enthalt die néchsten
2i-1 Bits nicht, enthalt die nachsten 2i~1-ten Bits aber wieder, usw. t;
ist also das Teil-Wort (v1,Vs,Vs,V7) = (p1, W1, W2, Wy), t2 = (V2,V3, Ve, V7),
ts = (v4, Vs, Vg, V7). Lassen wir den ersten Buchstaben von t; weg, so erhal-
ten wir ein neues Wort, das wir s; nennen. p;, i = 1,2, 3, ist nun definiert
als die Paritat des Wortes s;.

Wie lauten die Daten, die als a = (0,0,1,1,0,1,0), b = (1,0,1,0,1,0,1),
c=(1,1,1,1,1,1,0) empfangen wurden, unter der Annahme, dass maxi-
mal ein Bit falsch Ubertragen wurde?

Aufgabe 18.6 (Austauschbarkeitvon Basiselementen). Seienvy = (1,3,-2,2)!, v, =
(-3,2,-1,1) v3 =(1,3,-2,3)".

V= I, Vo, v LR
1. Ist es moglich, einen der Vektoren vy, V,,vs durch v = (=5,—4,3, —5)

auszutauschen? Wenn ja, welchen?

2. Ist es moglich, einen der Vektoren vy, V,, v3 durch w = (—1, 2, -3, 4) aus-
zutauschen? Wenn ja, welchen?

3. Finden Sie einen Vektor v, [R* dervy, Vs, v3zu einer Basis des R* erganzt.

Aufgabe 18.7 (Basen von Untervektorrdumen). Seien
] L, I

{ 3
l%]und W::E% 2 ==
3

0

U:.=1[

AN

Unterraume des R3. Bestimmen Sie eine Basis des Unterraums U n W.
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Matrizen und Lineare Gleichungssysteme

19.1 Definition und Beispiele

Beispiel 19.1. Wir wollen das Gleichungssystem
X1+ 2X, —=bxg =1
2X1 +3Xo—7x3 =3
3X1 + 4%, — 8x3 = 13
(systematisch) 16sen.
Idee: Da der Koeffizient von x; in der ersten Gleichung # 0, kénnen wir
diese Gleichung verwenden, um x; aus den beiden anderen Gleichungen zu
entfernen.
Xy +2X; —5x3 =1
—X;+3X3 =1
—2Xp + Tx3 =10
ist ein aquivalentes Gleichungssystem.
AnschlieBend 16sen wir das kleinere System (d.h. die unteren beiden Glei-
chungen) mit der selben Idee. Zunéchst:
Xy + 2X; —5X3 = 1,
—Xp +3X3 =1,
X3 =8,
also x3 = 8. Dies in die vorletzte Gleichung eingesetzt ergibt:

—Xp +3:8=1, alsox, =23.



242 19 Matrizen und Lineare Gleichungssysteme
SchlieBlich finden wir;
X1+2:23—-5-8=1 [X F -5.

x3 (-5, 23, 8)! ist der eindeutig bestimmte Lésungsvektor.

Bemerkung 19.2. 1. Auch geometrisch ist es einzusehen, dass es genau eine
Losung gibt: Jede der drei Gleichungen definiert eine Ebene = Hyperebe-
ne in R® und drei Ebenen schneiden sich in der Regel in einem Punkt.

2. Eigentlich ist es Uberflussig, die Variablen xy, X», X3 jeweils hinzuschrei-
ben, denn allein aus der Position des Koeffizienten kénnen wir schon
schliel3en, welche Variable dazugehort.

Definition 19.3. 1. Sei K ein Kdrper. Eine m x n Matrix mit Eintragen in K ist
eine Tabelle

11 12 ... Ain

21 d22 ... @

(A

KIan

Am1 Am2 ... dmn

von Korperelementen a;; CK. m ist die Anzahl der Zeilen und n die Anzahl der
Spalten von A. Wir schreiben auch

2. Es seien A = (a;) CK™" und B = (by) CK™" zwei Matrizen, so dass die
Spaltenzahl von A mit Zeilenzahl von B Ubereinstimmt. Dann ist das Produkt

C=A B=(cik) CR™"

durch die Formel ¢;, = aijl),-k erklart.
j=1

I:I

]
o D35 % %A 42 oo
Beispiel 19.4. A = 146’ Iso, A B = 3 27 [R* (1-1+2-

4+ 3.6 =27). Indiesem speZ|eIIen FaII ist auch das Produkt B - A erklart, da
(zufalligerweise) m =2 =r:

% 711@
3x3
B-A= 146 _R .

15 23

Insbesondere ist A-B = B - A.
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1
X = K"

Xn

Spaltenvektoren wie

(]
M

kénnen wir mit n x 1 Matrizen identifizieren.

Das allgemeine Gleichungsystem

auXy +apXo + -+ apXy = by
Ap1X1 + AxoXp 4+« + AonXp = by

am]_X]_ + am2X2 + o+ aman S bm

kénnen wir knapper schreiben:

]
%1 ©r din
am1
oder noch kirzer
A-Xx=bh,
wobei O
11 d12 ... a1in ]

1
21 A2 ... d2n mxn m _—
A=H . . . , b= =K

m
dm1 @m2 - .. Amn

und X = (X1, ..., X%n)t CK™?! der Vektor der Unbestimmten ist.

19.2 Der Gaufalgorithmus zum Lésen linearer
Gleichungssysteme

243

Um ein Gleichungssystem explizit zu l6sen, durfen wir es dquivalent umfor-
men, z.B. einer Gleichung eine andere dazu addieren. Dies in Termen von
Matrizen fuhrt auf den Begriff der Zeilenoperation. Der GaufRalgorithmus
gibt ein Verfahren an, mit Hilfe solcher Zeilenoperationen Gleichungssyste-

me zu l6sen.

Definition 19.5. Sei A = (a;;) CH™" eine m % n-Matrix und seien & K", i =
1,...,m, die Zeilenvektoren von A. Eine elementare Zeilenoperation (oder ele-

mentare Zeilenumformung) ist eine der folgenden Operationen:
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1) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A # 0 [CK:
o0 o o

-

I1) Addieren der i-ten Zeile zur j-ten Zeile:

O

I Oy B A

DA

Bemerkung 19.6. Die Operation vom Typ Il und VI kann man auch durch
wiederholtes Anwenden von | und Il erhalten.

Beweis. I11)




19.2 Der GaufRalgorithmus zum Loésen linearer Gleichungssysteme 245

V) -

1

Definition 19.7. Eine Matrix A = (a;) CH™" hat Zeilenstufenform, wenn sie

folgende Form hat!:
éljl E O
2)> E
3js U
c

ajj, # 0.

Genauer: Falls [rtit0 <r <mund Indices1 < j; <+ < j; <n, so dass:

1L aj=0fallsl<i<rundj<joderi>r.
2. 85 #0furi=1,...,r.

Satz 19.8 (GauRalgorithmus). Sei A CR™". Dann lasst sich A durch eine Folge Vorlesung vom:

von elementaren Zeilenumformungen in eine Matrix A;-¢fe in Zeilenstufenform ist, 15 Mai 2009
umformen. Qualitatsstand:
erste \Version

Beweis. Induktion nach m. Fir m = 1 ist die Aussage trivial richtig. Sei also
m = 2. Wir betrachten die erste Spalte von A:

! Hierbei steht Cfur Eintrage, die nicht genauer spezifiziert sind (sie duirfen auch
0 oder gar nicht vorhanden sein). Die 0 in der linken unteren Ecke reprasentiert die
Tatsache, dass alle Eintrage, die links oder unterhalb der Linien sind, 0 sind. Solche
Notationen werden oft bei Matrizen verwendet.
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1. Fall: Ist a;; # 0, dann setzen wir j; = 1 und addieren jeweils das (—:—ﬁ)—
fache der ersten Zeile zur i-ten Zeile. Anschliefend hat A die Gestalt:

11%“; . 11
28

Do .|
é\jm 0

0 m2 amz

und wir fahren induktiv mit der Matrix A fort, die namlich weniger
Spalten als A hat.

2. Fall: a;; = 0, aber a; # 0. Ist etwa aj; # 0, so vertauschen wir die i-te und
die 1-te Zeile

1 O
182 1 @2t

1 dig v 1a

und fahren wie im 1. Fall fort.

3. Fall: a; = 0. In diesem Fall ist j; > 1 und wir fahren mit der Teilmatrix
]

AD % AEIEKImX(n—l)

genauso fort, bis die erste Spalte keine Nullspalte ist. Dann trifft auf die
neue Matrix Fall 1 oder 2 zu.

1
Beispiel 19.9.
345 B 4 5 g 4 g g 4 g
A= 83%5 % 6%1% F% ' E%%Aj
45 0 0 2 00
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2755
064 %
024
2 7 = 5 o
%3/2 6—21/4 4— 15/4%[ %3/2 3/4 1/4 %
1/2 2-7/4 1-5/4 1/2 1/4 —1/4
O] O]
@B @13 E—s/z 3/4 1/4 %% 3/2 3/4 1/4 %
0 0 B-1/4-1/12 0 B-1/3

Es leuchtet unmittelbar ein, dass man, wenn man solche Rechnungen per
Hand durchfiihren méchte, sinnvollerweise versuchen wird, Briiche und zu
kleine Zahlen zu vermeiden. Dies ist manchmal mdglich, indem man Zeilen—
oder Spaltenvertauschungen vornimmt. Im néchsten Semester werden wir
auf die damit zusammenhangende Thematik (genannt Pivotierung oder Pi-
votwahl) noch genauer eingehen, denn auch wenn man auf einem Computer
mit FlieBkommazahlen arbeitet, méchte man nummerische Fehler moéglichst
klein halten und beispielsweise vom Betrag her sehr kleine Zahlen vermei-
den. Auch dies ist mit geeigneten Vertauschungen oft moglich.

Satz 19.10. Sei A [LK™", b [K™. Das Gleichungssystem
Ax =D

hat eine L6sung x K" genau dann, wenn die erweiterte Matrix
(A :b) CR™O*

eine Zeilenstufenform hat, bei der Spalte n + 1 keine Stufe ist.

Beweis. Wir bringen die erweiterte Matrix (A : b) in Zeilenstufenform durch
elemetare Zeilenumformungen:

mitr Stufen. Ist die letzte Stufe bei Spalte n+1, dann hat das Gleichungssystem
keine Losung, da
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0x1+---+0xn=09twgI
Andernfalls ist die Gestalt

mit j <n+1und b7 = - - = 7L 0. Man kann dann die x; mit j & {j, ..., ji}
beliebig wahlen und dann x;,, X;,_,, ..., Xj, sukzessive aus den Gleichungen

A Ay, + AgohXoen + oo Bt = b

T
&4 = b
=k
-
dipd = b
=i
bestimmen:
] ]
1 1
Xj, = — d:x]
r j=jr+l
: O O
L e
Xj = — @
@I J=jk+l

1

Beispiel 19.11. Wir suchen den Lésungsvektor x [CR® des Gleichungssys-

tems:
) = oo
123 % 4
234 5
X3
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Die erweiterte Matrix ist: ] .
23: 4%
34:5

Der GauBalgorithmus liefert:

ERY

Wir kénnen x3 = t [R beliebig wahlen. Dann ist —x,—2t = —3, also x, = 3—2t.
Eingesetzt in die erste Zeile liefert das: x; +2-(3—2t) + 3t = 4, also x; = —2+t.

Wir finden also die Lésungsmenge:

_2 I:l
L= -2t [R [R°.
t

1, O O
2 O
BB Bl
IZI2 | O
mit Aufpunkt % %nd Richtungsvektor 52 %

19.3 Aufwand des GaulRalgorithmus (im Fall n = m)

Diese ist eine Gerade:

Um den Aufwand des GaufRalgorithmus im Fall n = m zu berechnen, begin-

nen wir mit der Matrix:
] |
1... a&n|b1
Ab=gF - %

ant .. 8nn|bn

1. Schritt: Wir bringen A in Zeilenstufenform:
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2. Schritt: Ruckwarts einsetzen.

Wir betrachten die Anzahl der Multiplikationen und Additionen in K, die
dabei durchzufuhren sind:

Additionen im 1. Schritt: Die erste Spalte in Zeilenstufenform zu bringen be-
notigt
n-—1).
Zeilen ~ Spalten

Additionen. Fur alle Spalten sind dies insgesamt

] 1 ] In3
kk-1)= K= 5 Con®)
k=1 k=1

Additionen.
Multiplikationen im 1. Schritt: Ahnlich: |_; k? [CO(nd).
Operationen im 2. Schritt: Ebenfalls O(n®) (analog).
Insgesamt sind also O(n®) Kérperoperationen nétig.
Bemerkung 19.12. Es ist offen, was asymptotisch optimal ist. Arbeiten von
Strassen: Es kommt auf den Aufwand A - B aus A,B K™ an. Die naive
Betrachtungsweise anhand der Definition liefert: O(n®), namlich n® Multipli-

kationen und n?(n — 1) Additionen.

Satz 19.13 (Strassen). Seien A,B [K™". Dann kann man A - B mit O(n'°%7)
(man bemerke: O(n'°%8) = O(n®)) Operationen ausrechnen.

Aufgaben

Aufgabe 19.1 (Multiplikation von Matrizen). Seien

=
| O -2
a. 123 -4 o E-1
0
1

-32-10

Berechnen Sie AB und BA. Kénnen Sie AB # BA auch ohne Rechnen einsehen?

Aufgabe 19.2 (Matrizen und Kommutativitat).
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1. Bestimmen Sie alle Matrizen der Form
DbEI
a

A= cd a,b,c,d R,
far die gilt; 010101 03
10 10
A11 B 11A'

2. Man sagt, eine n x n Matrix M kommutiert mit einer n xn Matrix N, wenn
MN = NM. Bestimmen Sie alle reellen 2x 2 Matrizen, die mit jeder reellen
2 x 2 Matrix kommutieren.

Aufgabe 19.3 (Gaul3-Algorithmus). Lésen Sie das folgende lineare Glei-
chungssystem mit dem GaufR3-Algorithmus:

111EIDEI ]
23 4

49 16 5

82764 X4 5

Aufgabe 19.4 (Invertieren von Matrizen). Invertieren Sie die Matrix

N wibd wibh wis

O
N
X
N

n

D wlo winy wlo

(I

mit Hilfe des Gauflalgorithmus.

Aufgabe 19.5 (Matrixdarstellung einer linearen Abbildung). Fur eine Men-
ge N bezeichne idy: N — N die identische Abbildung. Sei V = R[t].
Bestimmen Sie die Matrixdarstellung

A = MZ(idv)
von idy bzgl. der Basen A :={1,t,...,t% und B := {1,t—aq,..., (t— a)}.

Aufgabe 19.6 (Invertierbarkeit von Matrizen). Zeigen Sie: Die Vander-
mondsche Matrix

R (d+1)x(d+1)

2
q

ist genau dann invertierbar, wenn ay, ..., 0g R paarweise verschieden sind.

Og a
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Aufgabe 19.7 (Schnelles Berechnen des Matrixprodukts). Zeigen Sie (die
Aussagen in () mussen dabei nicht bewiesen werden!):

1. Der folgende Algorithmus (von Strassen (1969)) berechnet das Matrix-
produkt, er bendtigt fiir n = 2 insgesamt 7 (< 8) Multiplikationen (und 15
Additionen, dabei Zwischenergebnisse benutzen!).

2. Fur n = 2X k M, bendtigt er O(n'°%7) (< O(n®)) Multiplikationen (bzw.
Mult. und Add.).

Eingabe: A,B CR™" und n = 2 fiir ein k CHI.
Ausgabe: Das Produkt AB [R™",

1. Falls n = 1, dann schreibe A = (a), B = (b). Ausgabe: (ab).
A ()IZI (&I @JEI (ab)

A1 A B = B11 B2

2. Sonst schreiben wir: A = , mit Ayj, Bjj CRM2x(V2),

Az Ay '~ BBy
3. Wir setzen nun:
P1=A11Bu, Ps = (A2 + A2) - (B12 — B11),
P, = A12Bo1, Ps = ((A21 + Az2) — A11) - (B2 — (B12 — B11)),

Pz = (A1 — ((A21 + A22) — A11)) - Boa, P7=(A11 — Az) - (B2 — B12).
Ps=A2 - ((B22 — (B12 — B11)) — B21),

1] 1]
P+ Py ((Pl + PG) + P5) + P3

4 AUSGADE: (b 1 P) +Pr) — Py (P1 + Pe) + P7) + Ps
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Lineare Abbildungen

Matrizen, die wir im vorigen Abschnitt betrachtet haben, beschreiben, wie
wir sehen werden, auf nattrliche Weise sogenannte lineare Abbildungen.
Um Ldsungen von Gleichungssystemen besser strukturell verstehen zu kon-
nen, betrachten wir daher nun lineare Abbildungen genauer. Mit deren Hilfe
werden wir gewisse R4ume, genannt Kern und Bild, einfihren kénnen, die
essentiell fur das Verstandnis von linearen Abbildungen und damit auch fur
das Ldsen linearer Gleichungssysteme sind.

20.1 Grundlegende Definitionen

Definition 20.1. Es seien V, W zwei K-Vektorrdume. Eine (K-) lineare Abbildung
(oder Vektorraumhomomorphismus von V nach W ist eine Abbildung

f: VoW
die folgendes erfullt:

1. f(vy +vp) = f(v1) + f(v2) Dd,vp, M und
2. f(Av) = Af(v) [AICK, V1M,

Die Menge aller Vektorraumhomomorphismen von V nach W bezeichnen wir mit
Hom(V, W) bzw. zur Verdeutlichun von Homg (V, W).

Beispiel 20.2.

1. SeienV = K", W ein weiterer K-VR und {wj, ..., wp} = A eine Familie von
Vektoren von W. Dann ist
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[ I
g 1
Oa: K" oW, x= Xi Wi
Xn 1=1

eine K-lineare Abbildung.
2.V = Kn, W = Km, A= (aij) CK™N. Die Abblldung

1
oa: K" A K™ x=§ %Ax
ist K-linear.

3. Die Translation eines Vektors h [CR",b # 0,
R"OR", xO8 x+b

ist nicht linear, wie die folgende Bemerkung zeigt.

Bemerkung 20.3. Ist f: V - W eine lineare Abbildung zwischen zwei K-
Vektorraumen. Dann gilt: f(Oy) = Ow (kurz: f(0) = 0).

Beweis. Es gilt Oy = Ok - Oy, also: f(Oy) = f(Ok - Ov) = Ok - f(Ov) = Ow. —1
Vorlesung vom:
20. Mai 2009 Bemerkung/Definition 20.4. Einen injektiven Vektorraumhomomorphismus
Qualitatsstand: f:V - W nennen wir einfach Monomorphismus, einen surjektiven nennen

erste Version wir Epimorphismus. Ein bijektiver Vektorraumhomomorphismus f: V - W

heillt Isomorphismus; V und W heien dann isomorph (V = W). Ist f ein
Isomorphismus, dann ist die Umkehrabbildung f* : W - V ebenfalls ein
Isomorphismus.

Beweis. Zu zeigen ist: f~! ist K-linear. Sind wy, w, CW und vj = f~1(w)), j =
1,2, also w;j = f(v;), dann gilt:

w1 + Wy = f(vy) + f(v2) = f(vi + Vo),

also: f~H(wy +wsp) = F1(f(vy +V2)) = vy + Vo = F7H(wy) + F1(wy). —

20.2 Kern und Bild

Satz/Definition 20.5. Sei F: V - W eine lineare Abbildung zwischen zwei K-
Vektorrdumen. Dann ist der Kern von f

Ker f ={v M| f(v) =0} [\
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ein Untervektorruam von V und das Bild von f
Bild f = f(V) ={w W | 1M : f(v) = w}
(auch manchmal im(f) geschrieben) ein Untervektorraum von W.
Beweis. Zum Kern: Seien vy,v, [CKer f [T() =0 = f(vp) CI0K +Vvp) =0,

da f linear ist [y ¥ v, [CKer f. Seien nunv [CKer f,A K, f(Av) = Af(v) =
A-0=0 [CAVI[Kerf.

Zum Bild: Seien wy,w, [Bild f, etwa wj = f(v;). Dann ist wy +w;, = f(vy) +
f(vo) = f(vy + vy) [Bild(f) wegen der Linearitat von f. Seien nun wieder
w = f(v) [Bild f,A [K, dann: Aw = Af(v) = f(Av) CBild(f). 1

Satz 20.6. Sei f: V — W ein Vektorraumhomomorphismus.
Die Abbildung f ist ein Monomorphismus genau dann, wenn

Kerf =0={0} CM

Beweis. Angenommen Ker f =0,vy,v, M und f(vy) = f(v2)

LI —vo) = f(vi) — f(v2) =0
i+ v, [(Kerf = {0}

v, Fv, =0

v E v,

Also f ist injektiv.

Die umgekehrte Richtung ist klar, da bei einer injektiven Abbildung nur die
0 auf 0 abgebildet wird. —1

20.3 Vorgabe der Bilder einer Basis

Satz 20.7. Sei V ein K-Vektorraum endlicher Dimension und B = {vy,..., v} eine
Basis.

1. Dann ist die Abbildung

O
L 1

ds: K" -V, % % XiVi
Xn i=1

ein Isomorphismus.
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2. Ist W ein weiterer K-Vektorraum und A = {wq, ..., wWu} eine beliebige Familie
von Vektoren aus W, dann ist die Abbildung

1 B 1
¢i: V - W v= )\iVi = )\iWi

linear.

Beweis. Surjektivitat ist klar nach Definition einer Basis. Ebenfalls wegen der
Definition einer Basis ist (0, ..., 0)! der einzige Vektor, der auf0 [M abgebildet
wird. Die Linearitat beider Abbildungen ist einfach nachzuweisen und wird
daher hier nicht vorgefihrt. —1

Beispiel 20.8. Seien V = RJt]<g, B = {1, t,t?,...,t%}. Dann ist

[
1
R™!  R[t]<q, %% ait
ag i=0

ein Isomorphismus. Ein anderer ist:
]

]
[ —
R - RIt]<, %% a(t—oa), a[R.
ag i=0

Bemerkung 20.9.
1. Bezeichnet € = €, = {e1,...,en} [KI'die Standardbasis, dann ist offenbar:
ds = ¢

2. Die zweite Aussage von Satz[20.7/besagt, dass die Bilder einer Basis unter
einer linearen Abbildung beliebig vorgeschrieben werden kdnnen, etwa
vi B wi, i =1,...,n,und dass damit die lineare Abbildung festgelegt ist.
Denn jeder Vektor v [M entsteht als Linearkombination der v;.

3. Es gilt nach der ersten Aussage des Satzes|20.7:
dimV=n [\ kK",

da V eine Basis besitzt.



20.4 Matrixdarstellungen einer linearen Abbildung 257

20.4 Matrixdarstellungen einer linearen Abbildung

Definition 20.10. Seien V, W zwei endlich—-dimensionale K-Vektorraume und A =
{vi,...,vn} bzw. B = {w1,...,wp} Basen. Ist f: V - W eine lineare Abbildung,
dann betrachten wir die Skalare a;; [K definiert durch

1
f(vj) = anjwi + agWa + - + amjWm = agw; LW
i=1

Dann heif3t die Matrix
A = (aij) = ME(f) CR™"

die Matrixdarstellung von f beztglich der Basen A und B.

Beispiel 20.11. Sei V = R[X]<q, und seien dy, ..., 0q [R. Die Abbildung

¢:V - R™, pDB

ist R-linear. Um die Darstellung von ¢ beziiglich der Basen A = {1,t,...,t}
und € = {eq, ..., e4:1} CR¥! zu berechnen, betrachten wir firi=0,1,2,...,d:

= (d+l)><(d+1)_

Merkregel 20.12. A CK™" mit Spalten A = (a, ..., a,). Dann ist die j-te Spalte

das Bild des j-ten Einheitsvektors von K",
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Beispiel 20.13. Seien V = R[t]l<q, W = R[t]«;_1 mit Basen A = {1,t,...,t9},

B={1t,...,t%1} Sei
¢:V W pB p-

die Abbildung, die ein Polynom auf seine Ableitung abbildet. Dann gilt:
d(t) = (9= ket

Also:

10--- 05
A 020 (d+1)xd
Mg(®) = M :zR '
000---d

Satz 20.14. Sei f: V - W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen
Vund W. Ist A = (a;) = Mg(f) K™ die Matrixdarstellung bzgl. der Basen
A ={vy,...,vp}und B = {wy,...,wn}, so gilt:

1. Das Diagramm
f

vy
oa (o1
Kn —2 [m

kommutiert, das heifl3t

MmO

Il

L]
1
f(da(x) = ps(Ax) [XE % K"

2. Jede Matrix A K™ liefert eine Abbildung f, so dass das Diagramm kommu-
tiert.

Beweis. Zulll: Der untere Pfeil ist

]
O
TR 1

amjXj
1

< I

Unter ¢g (rechter Pfeil) geht dies Uber in:
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o

apjXi

¢s(AX) = ¢B

(LT T

amjXj
1

Betrachten wir nun den anderen Weg: Der linke Pfeil ist

[
e 1
X= XjVj.
Xn i=t

Unter f geht dies Uber in (oberer Pfeil):

] 1
XjVj g f
=1

MmO

XjVj

< M7

[N

Il
x

—h
~—
<
P

ainjgi.
L =

1l
_

Schauen wir uns nun die Ergebnisse, die wir auf den beiden Wegen in der
rechten oberen Ecke erhalten haben, an, so sehen wir:

=
S | |
= = N

b E = aijX; %h
= =1 j=1
H amjX;
j=1

was nach Definition von ¢g gilt, so dass das Diagramm kommutiert.
Zu[2.: Die Abbildung ist: f = ¢g = A= ¢l —

Wir kdnnen lineaere Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Vektor-
raumen also vollstdndig auf Matrixebene verstehen und die Abbildungen ¢
usw. benutzen, um zwischen den urspriinglichen Vektorraumen und dem K"
hin- und herzuwechseln. Eine direkte Folgerung ist:
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Korollar 20.15. Esseien U, V, W drei K-Vektorraume mitBasen C = {uy, ..., U}, A =
{vi,...,vn}, B ={wy,...,wy}, sowie g : U - V, f: V - W zwei lineare Abbil-
dungené Dann gilt fur die Matrixdarstellungen A = Mé‘(f),B = Mi(g) und
C = Mg(f - g), dass

C=A'B.

Mit anderen Worten: Das Diagramm

kommutiert; insbesondere hei3t dies, dass das Matrixprodukt der Komposition von
linearen Abbildungen entspricht.

Beweis. Wir betrachten die Hintereinanderausfuhrung f - g: U - W. Fur
einen Vektor uy der Basis von U gilt:

(f = g)(u) = f(g(uw))

|

—
o
=
<

[ I I I [
aijbjk ‘W;j.
i=1 j=1

Also:
1

C= (Cik) CK™" mit Cik = aijbjk
j=1

ist die Matrixdarstellung von f < g. 1

Korollar 20.16. Das Matrixprodukt ist assoziativ, das heift:

(A-B)-C=A-(B-C) [AILK™" [BICK™ [CICR™.
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Beweis. Die Komposition von linearen Abbildungen ist assoziativ:

A(BC)

B.C

GCIEP

\.\_‘__“_/

(AB)C

KS

20.5 Invertierbare Matrizen

Definition 20.17. Eine quadratische Matrix A K™ heifit invertierbar, wenn
die lineare Abbildung f: K" - K", x B f(x) = Ax, ein Isomorphismus ist.

Die Matrixdarstellung der Umkehrabbildung B = Mg(f™1) CR™" erfiillt:

B-A=E= (%)
1
Lo . ) 1, fallsk =1 R .
Hierbei bezeichnet oy = 0. sonst das Kroneckersymbol; E ist also die
Einheitsmatrix: O
.0
.0
.0 nxn.
.1
Wir definieren die Inverse:
Al:=B

Bemerkung 20.18. Es gilt: ™' o f = idgn, also
ME(f™) - ME(f) = ME(idre) d.h. B-A=E.

Daauch f o f~1 = idgs, gilt A - B = E ebenfalls.

A~listdurch A eindeutig bestimmt, denn es definiert die eindeutig bestimmte
Umkehrabbildung

frRMAKY,  F KA KN
Satz/Definition 20.19. Die Menge der quadratischen invertierbaren nxn—-Matrizen
Uber K bezeichnen wir mit
GL(n,K) := {A LK™" | Aistinvertierbar }.
Vermdoge des Matrizenproduktes ist GL(n, k) eine Gruppe.
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Definition 20.20. Eine Gruppe (G, -) ist eine Menge G, zusammen mit einer Ver-
kntpfung - , das heif3t einer Abbildung

GxG -G, (AB)OB A B,
die folgenden Axiomen genugt:
G1) Assoziativgesetz:

(A-B)-C=A-(B-C) [AJB,C [Q.

G2) Existenz des neutralen Elements:

CEICGmitA-E=A [AILQ.

G3) Existenz von Inversen:

[AILG, [AT [, sodassA™ - A =E.

Eine Gruppe heillt abelsch (nach N.H. Abel (1802-1829), oder kommutativ), falls
fur alle g, h Q@ gilt: gh = hg.

Beweis (von Satz[20.19). Ist klar mit den vorigen Satzen. 1
Einige Beispiele von Gruppen sind:

Beispiel 20.21.

1. (Z,+) ist eine Gruppe:
a+b 4, (@+b)+c=a+((b+c), a+0=al@lCE*O0, a+(-a)=0
(wird die Verknupfung + verwendet, dann schreibt man fir a™* meist
—a).

2. (Z5)) ist keine Gruppe (Z== Z \ {0}):
l1-a=a [l 4,1istalso das neutrale Element (E = 1). Aber fira 4
mit |a] > 1 existiert kein Inverses. ZB: [b T A: 2-b=1.

3. Sei K ein Korper. Dann sind (K, +) und (K5-) abelsche Gruppen.

Bemerkung 20.22.

1. GL(n, K) ist nicht abelsch (siehe Ubungsaufgaben).
2.Esgilt: (A-B)'=B* Al dennA-B-BLAl=AEA'=A-AT=E
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20.6 Berechnung der Inversen mit dem GaufRRalgorithmus

Beispiel 20.23. Wir wollen die quadratische Matrix

[

23
A=E355R
46

invertieren. Das heiRt wir suchen ein B CR¥>* mitB- A = Ebzw. A-B = E,
wobei E die 3 x 3—-Einheitsmatrix bezeichnet.

Die erste Spalte (by1, b1, bs1)t von B ist die Losung des Gleichungssystems

Analog fur die zweite und dritte Spalte b; = (by;, boi, b3i)t. Dies sieht man
besonders gut, wenn man das Matrizenprodukt A - B = E folgendermalen

notiert:
]
1 b1z by3
1 D22 b3
DIZISl ) bssl:l
1812 213 g 0 0
13z 3 EE 1 0
a31 a3 a3z 0 1
Die drei Gleichungssysteme A - b; = ¢j, i = 1,2,3, kdnnen wir simultan mit

dem GaulRalgorithmus I6sen:

1. Wir bilden die erweiterte Matrix
|

23|100
35 010%
46/001

2. Wir bringen diese mit dem Gaulalgorithmus auf Zeilenstufenform: Zu-
erst 2. Zeile - 2 x 1. Zeile, 3. Zeile - 3 x 1. Zeile,

2 3 100EI
e -1-1 —210%
-2-3|-301
dann noch 3. Zeile - 2 x 2. Zeile:
2 3|1 OOEI
~ B-1-1]-2 10%
0-1| 1-21
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3. Wir machen die Diagonalelemente der linken Teilmatrix zu 1 (2. und 3.
Zeile durchmultiplizieren mit —1):

23] 1 0 OI:I
~ E11] 2-1 0%

01/-1 2-1

4. Wir raumen die Eintrage oberhalb der Diagonalen des linken Blocks von
unten nach oben aus. Zuerst 2. Zeile - 3. Zeile und 1. Zeile - 3 x 3. Zeile,

20| 4-6 3I:I

~ 10| 3-3 1
01|-1 2-1

[T

dann noch 1. Zeile - 2 x 2. Zeile:

00(-2 0 1I:I
~ E10| 3-3 1%
01/-1 2-1

Die Inverse ist nun hinter dem Strich abzulesen:
| ]

2 0 1
A‘1:§3—3 1%

-1 2-1

Dass dies auch allgemein so funktioniert, werden wir im nachsten Abschnitt
sehen.

20.7 Der Gaul3algorithmus zur Berechnung der Inversen

Sei A LK™,

1. Aist invertierbar genau dann, wenn die Zeilen-Stufenform genau n Stu-
fen hat: |
OoOod

%22 o

O%nn

Die Notwendigkeit ist klar, weil sonst die letzte Zeile eine Nullzeile ist.
Die zugehorige lineare Abbildung ist nicht surjektiv, da dann namlich
A x= (X1,...,Xn-1,0)! XJK". Die andere Richtung der Behauptung
zeigt der folgende Algorithmus.
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2. Ist A invertierbar, so erhélt man die inverse Matrix wie folgt:
a) Wir bilden die um E erweiterte Matrix

------ a;n|l1 0 OD
01 :
c .0
""" ann 0 O 1

] o ]
1+ din
(A|E)~»(A|B)=§ o Bij%
anl"'énn

(maoglicherweise Zeilenvertauschungen nétig).

b) Wir dividieren die k-te Zeile jeweils durch 8y K\ {0} (da die Zeilen-
stufenform genau n Stufen hat), und erhalten die Gestalt:

) R:E
~ (AIB)= & . BU%

¢) Wir radumen durch Zeilenoperationen die Eintrage '*’ sukzessive aus,
etwa in der Reihenfolge:

an—l,n: an—2,n, ey a1,n

dn—-2n-1, -+,

Dann haben wir eine Matrix:
1
-+ 0
.| B %
el
Behauptung. Fir die eben erhaltene Matrix gilt: A™ = B.

Beweis. In der ersten Spalte von B steht (byg,...,bn)!, die Losung des Glei-

chungssystems:
O [

1
AE
nl
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Allgemein: Die k-te Spalte (by) von B 16st:

O

% €k.
Also insgesamt: A - B = E. Es folgt: B ist invertierbar und A = B, also auch
B-B™! = E und letztlich B = A™%, —1

20.8 Klassifikationssatz/Struktursatz von Linearen
Abbildungen

20.8.1 Die Resultate

Satz/Definition 20.24. Es seien V, W zwei endlich-dimensionale K-Vektorraume
mit Basen
A ={vy,...,vp}, B ={wy,...,wp}

und f: V - W eine lineare Abbildung. A = MBA(f) sei die Matrixdarstellung von
f beztiglich dieser Basen.

Sind A= {viJ...,vg}, BE= {wl;..., wg}, dann ergibt sich die Matrixdarstellung
B= Mg‘gtf) in den neuen Basen wie folgt:

B=TAS™,

wobei T = Mggidw), S = Mﬁt(idv) die sogenannten Basiswechselmatrizen
sind. Hierbei bezeichnen idy : V - V und idy : W - W jeweils die identischen
Abbildungen.

Mit anderen Worten: Das folgende Diagramm kommutiert:

B I%ntl
da0  $pO
0 O

MAKid)=S | \f; % T=ME(ichw)
ba ¢B
A

Kn

m
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Beweis. Klar nach Definition der Matrixdarstellung. Beispielsweise:
idw
Wy

[of3} b0
B
iy

1

Satz 20.25 (Klassifikationssatz/Struktursatz von linearen Abbildungen).
Sei f: K" - K™ die durch die Matrix A [_K™" definierte lineare Abbildung.
Dann existieren S [CGQL(n,K), T CGL(m, K), so dass:

TAS™ =

fur ein r < min(n, m).

Beweis. Wir wéahlen Basen von K" und K™ geschickt: Zunachst betrachten wir
dazu den Kern
KerA ={x [R" | Ax = 0}.

Ist d = dim(Ker A), so setzen wir r = n —d (also r < n). Zunéchst wahlen
wir eine Basis von Ker A K", die wir mit V.1, ..., Vv, durchnummerieren.
AnschlieBend erganzen wir diese durch Vektoren vq,...,v, K" zu einer
Basis A = {vy,...,vp} von K",

Seien w; = f(vj),i = 1,...,r, die Bilder der ersten r Vektoren. Dann sind
wi,...,w, CK™ linear unabhéangig: Waren sie namlich abhangig, etwa

AWy + -+ AW, =0,

SO ware

AV1+ -+ AV [KerA = DMy, ...,va
das heilBt {vy, ..., vn} ware keine Basis, auBer Ay = --- = A, = 0.
Dies zeigt:

r<m(=dimKm).

Wir erganzen nun wa, ..., W; zu einer Basis B = {wy, ..., W, W41, ..., Wn} des
K™. Bezliglich der Basen A und B hat f die Gestalt:
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Mg (f) =

(LI IR T |

Dies folgt sofort aus f(vi) =w;,i=1,...,rund f(vj) =0,i=r+1,...,n. Wenn
also S = Mi(idKn) und T = ME(ide) die Basiswechselmatrizen sind, so folgt,
dass das Diagramm

MA ()

'K

kommutiert. 1

Beziglich geeigneter Basen kann jede lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen Vektorrdumen also durch eine sehr einfache Matrix beschrie-
ben werden. Der Wechsel zur passenden Basis in Definitions— bzw. Ziel-
Vektorraum wird jeweils von einer invertierbaren Matrix realisiert. Mit Hilfe
des Beweises ist folgende Formel leicht einzusehen:

Korollar 20.26 (Dimensionsformel). Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwi-
schen zwei K-Vektorrdumen und dimV < oo. Dann gilt:

dim Bild(f) + dim Ker(f) = dim V.

Beweis. Ist d = dimKer f und n = dimV, dann ist Bild(f) = Day,...,w,[]
(siehe Beweis des Satzes), also dimBild(f) = r, wobei r = n — d (auch nach
dem Beweis des Satzes). 1

Bemerkung 20.27. Die Formel gilt auch, falls dim V = co. Dann muss ndmlich
wenigstens einer der Vektorraume Ker f oder Bild f ebenfalls co-dimensional
sein.

20.8.2 Geometrische Interpretation des Klassifikationssatzes

Sei f: V - W eine lineare Abbildung. Bezuglich geeigneter Basen bzw. Ko-
ordinaten ist f eine Parallelprojektion:
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]

Geometrisch sieht dies aus wie in Abbildung|20.1.

\%

© Ker f

d f

Abbildung 20.1. Geometrische Interpretation des Klassifikationssatzes linearer Ab-
bildungen.

20.8.3 Anwendung fur Gleichungssysteme

Sei AX =b mit A CK™", b K™, ein Gleichungssystem und
Ax =0

das zugehorige homogene Gleichungssystem.

Dann ist die Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems der Unter-
vektorraum
KerA = {x [K" | Ax = 0}.

Ist X [K" eine Lésung des i.A. inhomogenen Gleichungssystems
Ax = b,
dann ist dessen ganze Lésungsmenge
Ly ={x (K" |Ax =b} =X+ KerA = {{ + x (K" | x CKerA}

Es gilt namlich fir x [Ker A und X mit AX = b, dass X + Ker A [L}, da
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AX +X) = AX + Ax
= AX
= b,
umgekehrt gilt L, [XH KerA:
xHM, CAEE %) = AxE- AR
=b-b
=0
X X [KerA,

also
xF X+ Ker A.

Ist b ¢ Bild(A), dann existiert kein X (K" mit AX=bund L, = [

20.8.4 Spezialfall: Genauso viele Gleichungen wie Unbestimmte

Wir betrachten nun den wichtigen Spezialfall von Gleichungssystemen mit
genauso vielen Gleichungen wie Unbestimmten, d.h. A CK™",

Satz 20.28. Sei A [CH™" und b [CK"; mit f bezeichnen wir die zugehdrige lineare
Abbildung. Dann sind dquivalent:

1. Aist invertierbar, d.h. A [C@L(n, K) bzw. f ist ein Monomorphismus.

2. Ker A =0, d.h. f ist ein Monomorphismus.

3. Bild A = K", d.h. f ist ein Epimorphismus.

4. Ax = b hat genau eine Losung.

Beweis. 1. 1P CIT_Bdsiehe Ubungsaufgaben.

[4. C2Z'R[3. &[1.: Ax = b hat fuir ein b genau eine Losung. Die Menge aller
Losungen fur dieses b ist aber b + Ker A, d.h. es folgt Ker A = 0, unabhangig

von b. Da 1. bis 3. &quivalent sind, folgen auch die anderen Aussagen. —1
Vorlesung vom:
29. Mai 2009 Bemerkung 20.29. 1. Haufig will man das Gleichungssystem
Quialitatsstand:
erste \Version AX = b

fur eine Matrix A CK™" und viele verschiedene b berechnen. Dann lohnt
es sich, die Inverse A™1, etwa mit Gauf, zu berechnen.

2. Fur A [G3L(n, K) ist der Aufwand, A™* zu berechnen, mit Hilfe des GauR-
algorithmus von der GréRenordnung O(n®).
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Eine Matrixmultiplikation

A-B
auszurechnen fur A,B [CK™" hat mit der Formel aus der Definition den
Aufwand O(n®), denn es gibt n? Eintréage von A - B und

P 1
Cik = aiby
=1

besteht aus n Termen.

Z.B.. n = 2. Der Aufwand ist 8 Multiplikationen. 7 Multiplikationen
geht aber auch! Dies liefert fur allgemeines n einen niedrigeren Aufwand
(Strassen, 1969, wie schon in Satz[19.13]auf Seite[250 erwahnt): O(n'°%7) =
O(n?7). Lange war es offen, ob eine asymptotische Laufzeit von O(n?)
maoglich ist. Dies wurde kurzlich gezeigt!

Folgerung: A™! berechnen geht in O(n?). Wichtig daftir: Gruppentheorie!

20.9 Summen von Vektorraumen

Definition 20.30. Seien V ein K-Vektorraum und U, W [\ zwei Untervektorrau-

me.

Dann bezeichnet

U+W={v M| O OwmCW:v=u+w}

die Summe der Untervektorraume.

Die

Wir

aulere bzw. direkte Summe von U und W ist
ULDW:=UxW={(u,w)|u [0 w W}
haben eine kanonische lineare Abbildung

f-ULW -V, (uw) B u+w.

Haufig wird U M auch nur als Notation von U + W verwendet, wenn U n W = 0.

Satz 20.31. Mit obiger Notation gilt:

und

Bild(f: U CW - V) =U+W

Ker f=zUnW

vermaoge

g:UnW - ULW, xB (x,—X).

besser ausformulie-
ren!
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Beweis. Bild f = U + W ist klar.
Bild g [Kkr f ebenso, da f(x,—x) =x—x=0.

Umgekehrt: Sind (u,w) [Ker f O W, dann gilt u+w =0 Cwk —u []
U n W, also: (u,w) = g(u) und deshalb Ker f [BIld g, also:

Bild g = Ker f.
Es folgt mit der Dimensionsformel:
dimBild g = dim(U W) —dim(U + W) = dim(Ker(U [CW) - U + W)).
g induziert also einen Isomorphismus
UnW - Ker(ULW - U+W).

1

Korollar 20.32 (Dimensionsformeln). U, W [Mseien Untervektorréume. Dann
gilt:
dimU +dimW = dim(U n W) + dim(U + W)
dim(U W) = dim(U x W) = dimU + dimW
dim(U n W) = dim Ker f
dim(U + W) = dim Bild f.

Beweis. Dies folgt mit dem vorigen Satz direkt aus der ersten Dimensionsfor-
mel (Korollar|20.26). —1

Beispiel 20.33. V = R3. Wir betrachten die beiden Untervektorraume:

] 1 e,
st 1

o Bl R
0 1

Welche Dimensionen kénnen fur Uy n W und U + W auftreten?
Esgilt: dimU; =1, dimW = 2 [TJAuBerdem ist

dim(U; n W) = 0, dim(Uy + W) = 3,

falls O 0o, O
A== 1
int 1
0 T 1

eine Basis des R® ist und dies passt zu den Formeln aus dem Korollar.
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Ist dies nicht der Fall, dann:
O O [ I |

st 5 1
%iont_ 18=wW (U W),
0o 1

also:
dimU; =1, dimW =2, dimU; n W) =1, dim(U; + W) = 2.
Dies liegt vor, falls:

| ]
st é 1 m
%ﬂt %:Eﬁ—bzw.t=—+kn,ktz.
% 2 2

0

MmO

Aufgaben

Aufgabe 20.1 (Dimension).

1. Seien U = [(1,0,1),, (1, -1, 1)!Cuind W = [0, 1, -1)%, (1, 1, 0)' CZ2wei Unter-
vektorraume von V = (F3)3. Die Elemente des Korpers F3 bezeichnen wir
hierbei wie Ublich mit —1, 0, +1. Berechnen Sie Dimension und Basen flr
die Vektorraume: U, W, U + W, U n W.

2. Zeigen Sie: Fur einen Vektorraum-Homomorphismus ¢: K" - K", n <
oo, gilt:
¢ injektiv <= ¢ surjektiv <= ¢ bijektiv.

3. Seien Uy = [[1,1,1)% (A, A, —A)'[OW, = [(@os A, sin A, 0)t, (cos A, sin A, 1)t
Unterraume des R®. Fir welche A [CR ist dim(Ux n W,)... (@)...=0?
(b)...=1?2 (¢)...=2? (d)...=3?

Fertigen Sie eine Skizze der Situation an.

Aufgabe 20.2 (Kern und Bild). Bestimmen Sie jeweils eine Basis von Kern
und Bild derjenigen linearen Abbildungen, die durch folgende Matrizen de-
finiert werden. Uberpriifen Sie die Dimensionsformel fiir diese Beispiele.

2 345 2 35
_ —2135 4x4 _ -2 15 4x3
A=Ho 1288 » B8 o 48R
035 =39 -7

Aufgabe 20.3 (Kern und Bild). Sei n [CTN. Welche der folgenden Aussagen
sind richtig? Kurze Begriindung:

(@) KerA [KerA? [AILR™", (b) Ker A CKerA? [AICR™",
(©) BildA [BIdA? [AICR™,  (d)BildA [BIldA? [AICR™
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Gruppen und Symmetrie

In diesem Abschnitt gehen wir etwas detaillierter auf den bereits erwahnten
Begriff der Gruppe ein. Gruppen treten in sehr vielen Bereichen der Mathe-
matik auf und sind daher von grundlegeneder Bedeutung.

21.1 Definition und erste Beispiele

Zwar haben wir auf Seite262 schon im Zusammenhang mit der GL(n, k) den
Begriff der Gruppe erwéhnt, trotzdem hier noch einmal die wesentlichen
Eigenschaften: Eine Gruppe G ist eine Menge, auf der eine Verknupfung
existiert, die assoziativ ist (G1) und fur die ein neutrales Element e mit ae =
a [@1 3 (G2) und fur jedes Element a der Menge ein Inverses (G3) a“kxistiert
mit aa™= e. Ist in einer Gruppe G zuséitzlich das Kommutativgesetz (G4)
erfullt,
(G4) ab=bha [Ab G,

so nennt man die Gruppe abelsch. Bei abelschen Gruppen verwendet man
oft die additive Notation: + fur die Verknuipfung, 0 fir das neutrale Element,
—a fur das Inverse.

Beispiel 21.1. 1. (Z,+), (K, +), (K5") = (K\{0}, ) sind Gruppen.
(Z\ {0}, ") ist keine Gruppe, da G3) nicht erfullt ist (% ¢ Z).

2. K Kdérper. GL(n,K) = {A CR™" | Alist invertierbar }
ist eine Gruppe beziglich des Matrizenprodukts.
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3. Eine Abbildung
f:R" - R", mit f(0) = 0und [(f(x) — f(y)[F XI- y[1 [Xly [R"
heilRt orthogonal. Man kann zeigen: f ist linear und bijektiv, das heif3t
f(x) = Ax fur ein gewisses A [GL(n, R).

Die Menge der orthogonalen Abbildungen auf dem R" bilden eine Grup-
pe, die sogenannte Orthogonale Gruppe O(n). Man kann zeigen, dass
die zugehorigen Matrizen genau jene sind mit der Eigenschaft A'A = E,
wobei At die transponierte Matrix bezeichnet:

(AYij = Aji.
Dies passt mit der entsprechenden Notation fiir Vektoren zusammen: aus
einer n x 1-Matrix wird eine 1 x n—-Matrix.

Man kann zeigen, dass det A [{*1} fur A [O(n); man setzt SO(n) := {A [
O(n) | det A = 1} (Spezielle Orthogonale Gruppe im R"). Die Menge der
Drehungen im R? um den Ursprung ist beispielsweise SO(2) (siehe auch

Abb.[21.1):

1 . 1]
cosa -—sina
0(2) £50@) = sina cosa 0, 2n
Y)
1
1
a
sin(a)
-1 1 X
cos(a)
-1

Abbildung 21.1. Sinus und Cosinus am Einheitskreis; a ist im Bogenmalf eingezeich-
net.

Beispiel 21.2. Seien G, G, Gruppen. G; x G, ist ebenfalls eine Gruppe ver-
moge:
(a1,a2) = (b1, b2) = (aihs, axhy).

Das neutrale Element ist: eg, xg, = (€g,, €c,)-
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Bemerkung/Definition 21.3 (Elementare Eigenschaften von Gruppen). In
jeder Gruppe G mit neutralem Element e gilt:

1. Das Neutrale e erfulltauch:e-a=a [@1TQ.

2. e ist eindeutig durch die Eigenschafta - e =a [a1Q charakterisiert.

3. Das Inverse a“zu a [@ erfulltauch a™a =e.

4. Fur festes a ist a3 durch die Eigenschaft a - a-= e eindeutig bestimmt.

Meist schreibt man a™* := a~fiir das inverse Element.
Beweis. Zu 3.: Zu a"gibt a™[Q, so dass a™ a™= e nach (G3). Es folgt:
a%a % @ ae=(a"a) @~ ay
2 (a7 ) -a7a™

2 (afa-ay) a™

G3
= @e)-a™

G2
= aH M= g,

Zu 1.: Wir kénnen nun 3. verwenden:

G3 Gl 3. G2
ea = (aa)a = a(a'd) = ae = a.

Zu 2.: Sei e"ein weiteres neutrales Element. Dann gilt

G2 3.
e =e. et el

e ist namlich ebenfalls neutrales Element.
Zu 4.: Sei d ein weiteres Inverses Element zu a. Dann gilt:

e

3.

e=a-da=4-a

Es folgt:
G2

~ ~ G3 .~ Gl . 3. 1.
A< 8 Z 4a-ay = (da)a-E ea & a-
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21.2 Permutationsgruppen
Vorlesung vom:

Sei M eine Menge. Wir setzen: 03. Juni 2009
mundlich: Séatze
zu Gruppen in der
Bij(M) zusammen mit der Komposition von Abbildungen bilden eine Gruppe.  Kl,  automatisches
Neutrales Element: Beweisen.

idy: M - M, x0B3 x.
Inverses: die Umkehrabbildung o~%. AuRer fir den Spezialfall zweielemen-
tiger Mengen, d.h. |[M| < 2, ist Bij(M) ist keine abelsche Gruppe, wie wir in
Beispiel[21.5 sehen werden.

Bij(M) :=={0: M - M| oist bijektiv }.

21.2.1 Die Permutationsgruppen S,

Definition 21.4. Fir M = {1,..., n} heift
Sn = Bij({1,...,n})

die Gruppe der Permutationen von {1, ..., n}. Ein Element 0 S}, nennt man eine
Permutation.

Haufig wird o in Tabellenform angegeben:

1 1
1 2 ... n
o(1) o2 ... o(n) °
Beispiel 21.5. Wir betrachten zwei Permutationen ftir den Fall n = 3:
| 1 [
123 123

o= 213 =0 L[Sk, T= 231 Sk,

Fur diese gilt: O o O O
123 123

0°T= 139 #T°0= 3599 -

Die Gruppe S; ist also nicht abelsch.

Allgemein gilt fUr beliebiges n, dass |[Sy| = n! (= 1- 2 n, siehe auch Beispiel
1.19). Denn um ¢(1) in

[
1 2 ... n

9= 6(1) o) ... o(n)

zu spezifizieren, haben wir n Wahlmdéglichkeiten, anschlieBend ftir 6(2) genau
n — 1 WahIlméglichkeiten, . .., fur a(k) genau n — (k — 1) Wahimdglichkeiten,
daa(l),...,a(k— 1) fur o(k) nicht mehr in Frage kommen, also

ISa|=n-(n—=1)---2-1=nl
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Beispiel 21.6. Die Symmetriegruppe des Quadrats hat 8 Elemente (s. Abb.
21.2). Es gibt 4 Spiegelungen und 4 Drehungen (um 90°, 180°, 270°, 360°; die
letzte ist nattrlich die identische Abbildung).

181

|
\ I 7|83 |
N s
N s
I NS m
2 - -
s N
VLN
\
/ | Sy

Abbildung 21.2. Die Symmetriegruppe des Quadrats: 4 Spiegelungen und 4 Drehun-
gen.

Allgemein notieren wir mit D,, die Symmetriegruppe des reguléren n-Ecks,
auch n-te Diedergruppe genannt. Sie hat 2n Elemente, ndmlich n Drehun-
gen und n Spiegelungen. Achtung: Manche Autoren schreiben fur D,, auch
Dy; es muss also immer dazugesagt werden, welche der Notationen man
verwendet.

21.2.2 Zykelschreibweise fur Permutationen

Definition 21.7. Seien iy,...,ix [L,...,n} k paarweise verschiedene Elemente.
Dann bezeichnet

(ipip ... i) CSh
die zyklische Vertauschung, die

ijfurj=1,...,k—21aufijy und i, auf iy

abbildet und alle anderen Elemente von {1, ..., n} festlasst. Eine solche Permutation
heilRt Zykel.

Beispiel 21.8. Eine Permutation in Zykelschreibweise:

H234"
s34q = (1234) S,

Allgemein gilt:

Bemerkung 21.9. Jede Permutation ¢ S, ist die Komposition von disjunk-
ten Zyklen (auch elementfremden Zyklen)

0=(l1g 012 ... Ig) (21 .0 i) (vn i),

wobei die ij paarweise verschieden sind.
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Beispiel 21.10. Einige Permutationen als Komposition elementfremder Zykel
geschrieben:

Fa34"

2143 =(12@4)=34)(12) S,
4234567
sa57136 =(1247635) Sy,
4234567
3456127 —(135(246)(7)=(135)(246) LS.

21.2.3 Komposition von nicht disjunkten Zyklen

Es ist klar, dass Produkte disjunkter Zykel kommutativ sind. Fir nicht dis-
junkte ist dies nicht unbedingt der Fall. AuBedem ist zunéchst nicht klar, wie
die Zykellange eines Produktes von den Zykelldngen der Elemente abhéngt:

Beispiel 21.11. Es gilt:
(123)(345)=(12345) [Sk.

Wie allgemein fur Abbildungen werden Kompositionen von Permutationen
von rechts nach links berechnet ((f = g)(x) = f(9(X))):

12)(34)(1234)=1)(24)3) =(24).

Manche bevorzugen die Multiplikation von links.

Obwohl also nicht disjunkte Produkte nicht unbedingt kommutativ sind,
sind sie oft sehr hilfreich, wie der folgende Satz zeigt.

Definition 21.12. Eine Transposition in S, ist eine Permutation T der Gestalt
T = (kl).

Satz 21.13. Jede Permutation ist ein Produkt von Transpositionen.

Beweis. Es reicht, dies fur einen Zykel (i ... ix) Sk zu zeigen. Es gilt:

(izip ... 0) = (i1 i2)(i2 i3) . . . (ik=1 k),

denn
KB i1 B ik B ...8 0 B iy,

i, "L, IRk
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Beispiel 21.14. Ein Dreierzykel ist Produkt von zwei Transpositionen:

(312)=(123)=(12)-(23).

Bemerkung/Definition 21.15. Sei 0 [S}, eine Permutation. Dann heif3t

sign(o) = —]J_?(I) ii{ll}

i<j
das Signum von o.

Beweis. Es gilt tatséchlich sign(o) [{*1}, da jeder Faktor j—i des Nenners bis
auf Vorzeichen auch im Zahler vorkommt: Schreiben wir namlich

j=07(), =074,
dann ist _ B
o(j)—o(i) =j—i.
Ist j > i, so ist das Vorzeichen +, gilt j < i, dann ist es —. 1

Satz 21.16. Seien g, T [S},. Dann gilt;
1. sign(o > T) =signao - signT,
2. sign(o) = (=1)%,

wobei a die Anzahl der Transpositionen ist, in irgend einer Zerlegung von o in ein
Produkt von Transposition.

Beweis. 1. Esgilt:
Lo-d(j) - 0= ()
. j—i
i<j
_ Foted) - ox() 1) - ()
o -t -
]
=stxt)) - o(x(i)
= -0

= sign(o) - sign(T),

sign(o - 1)

da mit {i, j} auch {t(i), T(j)} alle 2-elementigen Teilmengen von {1,...,n}
durchlauft und

o(T(@) o)) _ o(x(®) = or())

() — () (i) — ()
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2. Wegen 1. reicht es,
sign(t) = -1

zu zeigen fur eine Transposition T = (kI), k <I. Es gilt:

sign(T) = —jJ_IT(I)

1 1) [ 1,
j=i . j=k. . k=i
i<j, i=k,j#l i<j, j=k,i#l
|_I I :|k I |_|

i<j

i<j, i,j#k|
I

[l
K
=i ==k
i<j, j=li#k i<j, i=l,j#k i<j, k=i,j=I

= -1,

P

da das erste Produkt 1 ist, das zweite sich mit dem vierten wegkdrzt, das
dritte sich mit dem funften wegkurzt und das letzte Produkt aus einem
einzigen Faktor —1 besteht.

1

21.3 Gruppenhomomorphismen
Vorlesung vom:
05. Juni 2009 Definition 21.17. Ein Gruppenhomomorphismus

¢$:G - H
ist eine Abbildung zwischen Gruppen, die
¢(a g b) = ¢(a) o1 P(b)

[a, b A erfullt.

Einen injektiven, surjektiven bzw. bijektiven Gruppenhomomorphismus nennt man
auch (Gruppen-)Epi-, Mono- und bzw. Isomorphismus.

Bemerkung 21.18. Sei ¢: G - H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:
$(ec) = en.

Dies beweist man genauso wie fir Homomorphismen von Vektorraumen,
sieche Bem.[20.3]

Beispiel 21.19. 1. Jeder Vektorraumhomomorphismus f: V - W ist auch
ein Gruppenhomomorphismus fur die zugehdrigen additiven Gruppen:

fr(Vi+) - W+).
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?2 3 4I:I %’2 SD
2.¢:S4 - S, abcd 5 abc ist ein Gruppenhomomorphismus.

3. Das Exponenzieren
exp: (R, +) - (Rso,"), x B exp(x) = €*

ist ein Gruppenhomomorphismus, denn e**Y = ¢* - ¢¥.

4.sign: S, - {£1}ist ein Gruppenhomomorphismus. Dies folgt direkt aus

Satz|21.16
Bemerkung/Definition 21.20. Ist ¢: G - H ein Isomorphismus, dann ist

auch ¢71: H — G ein Gruppenhomomorphismus, also auch ein Isomorphis-
mus. Schreibweise: G = H.

Beweis. Es gilt: (], h, [CH : ¢~1(hy = hy) = ¢72(hy) - ¢71(hy), denn:

OO () - d71h2) T TE o(@ 1)) - p(dE(ha)
= hy - hy
b (h - ) = d~2(hy) - dL(hy), da ¢ bijektiv ist. -

Beispiel 21.21. Die Gruppe S; der Permutation auf 4 Buchstaben = Symme-
triegruppe des Tetraeders. Dies ist nicht sehr schwierig zu Uberprufen; die
Transpositionen entsprechen dabei den Spiegelungen an einer Symmetrie-
ebene des Tetraeders durch zwei der Ecken.

Analog zu Vektorrdumen kdnnen wir auch Teilmengen von Gruppen be-
trachten, die wieder Gruppen sind:

Definition 21.22. Eine nichtleere Teilmenge U [ heiRt Untergruppe, wenn:

UGL: a,b O [Ca-lb [T,
UG2:a [0 Ca1r0.

Bemerkung 21.23. Sei U Untergruppe. Dannist U eine Gruppe mit neutralem
Elementey = e [1.

Beweis. U 2 C T Tair0 “fai to et =e ro. 1

Bemerkung 21.24. Die beiden Bedingungen UG1 und UG2 fur eine Unter-
gruppe sind aquivalent zu:

UG’ a,b [0 [ab? [O.
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Beweis. UG1, UG2 UG ist klar. Wir zeigen also:
UG’ [UG2:U # I 1THICO “Fea bb™! O [Ceb¥ =b™! [O.
UG’ [UG1: Seiennuna,b [0 [Cad?! [0 Cabkab™)™* CO. —1

Bemerkung 21.25. Sei ¢: G - H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist
sein Kern Ker ¢ := {g 3 | ¢(g) = ey} [Gleine Untergruppe.

Beweis. Zunéachst zeigen wir die Abgeschlossenheit: a,b CKer¢ [ ¢ph) =
e,p(b)=e Cp@ -b)=0¢@) Pp(b)=e-e=¢e [Ca-b [Kerd.

Um nun noch zu beweisen, dass fur jedes a auch a™* [Ker ¢, zeigen wir
zunéchst folgende Eigenschaft:

Lemma 21.26. Sei ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt;
H Cb() ™ = dp@™).

Beweis. Zu zeigen ist:
CORICSED
da (¢(a))~* [H eindeutig bestimmt ist. Es gilt:
d@) - d@") =d@-at) = d(ec) = ¢,

was zu zeigen watr. 1

Dies kénnen wir nun benutzen:

alKer¢ [dp@)=e LH@A )= (p@a)™" =e" =e [a 1l Kerd
[Kel ¢ [CQisteine Untergruppe. —1

Bemerkung 21.27. Sei ¢: G - H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist
Bild ¢ = ¢(G) [CH auch eine Untergruppe.

Beweis. ¢(a) - ¢(b) = p(ab) liegt im Bild, (¢(a))* = ¢p(a™t) ebenfalls. 1

Beispiel 21.28. Die Gruppe
An = Ker(sign: S, - {£1})

heil3t alternierende (Unter)gruppe (von Spy).

Beispielsweise operiert die S auf einem regelméfigen Dreieck durch Vertau-
schung der Punkte (es gibt 6 solcher Vertauschungen). Die Az besteht nur aus
den Vertauschungen, die zyklisch alle drei Ecken vertauschen (s. Abb.|21.3).
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Abbildung 21.3. Die Gruppe A; operiert auf dem gleichseitigen Dreieck.

21.4 Gruppenoperationen

Definition 21.29. Eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge M ist eine
Abbildung
GxM - M, (g,m)B3 gm,

die den Regeln

Ol: g.(h.m)=(g-h).m [gJh G [ml,
O2:em=m [mI[M

genugt.
Beispiel 21.30.
e S,operiertauf{l,...,n}k
Snx{l,....,n} - {1,...,n}, (o,i) B a(i).

noch ein/zwei Bei-
spiele?
Bemerkung 21.31. Sei G x M - M eine Operation. Dann ist

.. | O
G - Bij(M), gB g-M-M mB gm
ein Gruppenhomomorphismus.
Definition 21.32. Seien G x M — M eine Gruppenoperation und m M. Dann

heil3t die Menge
Gm:=Gm:={g.m|g G}

die Bahn von m (unter G).

Beispiel 21.33. 1. Die Gruppe
1 ] 1

cosa —sina
a L]0, 2m)

0@ =" §ina  cosa

operiert auf R?. Ihre Bahnen sind konzentrische Kreislinien (s. Abb.[21.4).
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©

Abbildung 21.4. Die Bahnen der Operation von SO(2) auf R?.

@ S
(0] (®)
@) (0]
X
(@) (0]
o o
C O

Abbildung 21.5. Einige Bahnen der Operation der Dg.

2. Die Symmetriegruppe Dg des Quadrats operiert auf dem Quadrat. Fur
einige Bahnen s. Abb.[21.5} offenbar sind also nicht unbedingt alle Bahnen
gleich lang, d.h. nicht alle haben gleich viele Elemente.

Definition 21.34. Sei GxM - M eine Gruppenoperation und m M. Dann heif3t
Stab(m) ={g (3| gm=m}

der Stabilisator von m.

Beispiel 21.35. Sei T die Symmetriegruppe des Tetraeders mit Ecken 1,2, 3,4
(s. Abb.[21.6). Dann hat Stab(1) sechs Elemente, namlich die 3 Drehungen,
die die Ecke 1 festlassen sowie die 3 Spiegelungen an Ebenen durch 1 und
Problem: die Mitte einer der drei gegenuiberliegenden Seiten.
Bild noch nicht super,

Drehung andeuten.  Bemerkung 21.36. Stab(m) [Glist eine Untergruppe.

Beweis. Zur Abgeschlossenheit: a.m = m,b.m = m [{a-b).m = a.(b.m) =a.m =
m. Die Existenz des Inversen ist klar. 1

Definition 21.37. Mit

G\M ={G.m|m W} 2 (= P(M))
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4

1 2

Abbildung 21.6. Die Symmetriegruppe des Tetraeders operiert auf dem Tetraeder.

bezeichnet man den Bahnenraum von G auf M.

Bei Rechtsoperationen (oder Operation von rechts) (M x G - M,(m,g) B
m.g) schreiben wir M/G fur den Bahnenraum. Zur Verdeutlichung sagt man fur
Operation auch manchmal Linksoperation oder Operation von links.

Bemerkung 21.38. Je zwei Bahnen Gmy, Gm, sind entweder gleich oder dis-
junkt. Mit anderen Worten: In der gleichen Bahn liegen definiert eine Aquiva-
lenzrelation auf M (siehe dazu Abschnitt[3.1).

Beweis. Angenommen, Gm; n Gm, # [CD.h.,
[gd, g2 LQ: gimg = gomy.

[Chnk, = h(g;'gimy) = (hg;'gr)my COmy (AT G.
Somit gilt: Gm, [Gim;. Gm; [GIm, folgt genauso. 1

21.5 Index— und Bahnenformel

Vorlesung vom:

Ein wichtiges Beispiel von Operationen sind solche von Untergruppen auf 10. Juni 2009

einer gegebenen Gruppe. Mit ihrer Hilfe werden wir die sogenannte Index-
formel und als Folgerung den Satz von Lagrange beweisen.

Beispiel 21.39. Sei H [CGleine Untergruppe. Dann operiert H auf G von links
vermoge:
HxG - G (h,g) B h.g=hg

und von rechts vermége:

GxH - G, (g,h)B gh=gh.
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Definition 21.40. Sei H [CGleine Untergruppe.
H\G:={Hg|g Q) 2f

heil3t Menge der Links-Nebenklassen von H in G.

Entsprechend ist
G/H :={gH | g CA} 2%

die Menge der Rechts-Nebenklassen von H [CGl
Beispiel 21.41. H selbst ist die Nebenklasse: H = eH = He.

Definition 21.42. Sei G eine Gruppe. Dann ist

n [N, falls G genau n Elemente besitzt.

ord(G) =G| := sonst.

die Ordnung der Gruppe G. Sei g [G, dann ist [@d= {g" | n 2} [Q eine
Untergruppe (fiir n < 0 ist g" = (g")~1, wie blich). Die Ordnung des Elementes
g ist

ord g := ord gL

Offenbar gilt:

1
fallsg" #e [MICN,

ord(g) = min{n [Nl | g" =€}, sonst.

Beispiel 21.43. 1. Die Ordnungen einiger Permutationen:

ord(123) =3,
ord(12 4)(35) = 6,
ord(12)(34) = 2.

2. Die Ordnung einer Spiegelung an einer Hyperebene ist 2.
3. In Z/10Z gilt: ord(1) = ord(3) = 10, ord(2) = 5, ord(5) = 2.

4. Die Ordnung der 1 als Element von (Z, +) ist co. Hier sieht man auch, dass
bei der Definition von [gfatsachlich n 4 und nicht n [N verwendet
werden sollte, da namlich {n - 1 | n NI} keine Gruppe ist.

Satz/Definition 21.44. Sei H [CGleine Untergruppe. Dann bezeichnet
[G:H]:=|G/H|=|H\G|

den Index von H und G.
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Beweis. Zu zeigen ist, dass es genauso viele Links— wie Rechtsnebenklassen
gibt. Dies ist vollstandig analog zum Beweis des folgenden Satzes. —1

Satz 21.45 (Indexformel). Sei H [CGleine Untergruppe. Dann gilt:
|G| =[G : H]:[H|.
Beweis. Je zwei Nebenklassen g;H, g,H haben gleich viele Elemente, denn
giH — g2H, x B g207"x

ist eine Bijektion mit Umkehrabbildung ist die Multiplikation mit glggl. Also,
—1
daG = gH die disjunkte Vereinigung der Bahnen ist, folgt:

gH [GYH
L1
G| = lgH|
gHﬁ?
= IH|
gH [GYH
=|G:H|[H|,
da [G : H] = |G/H]. 1

Korollar 21.46. Sei G eine Gruppe. Dann gilt:
1. Ist H [Gleine Untergruppe, |G| < oo, dann gilt der Satz von Lagrange:
[H| teilt |G].
2. |G| < oo [ardi(g) teilt ord(G) = |G|.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus dem vorigen Satz, die zweite eben-
falls, weil [gfur jedes g 3 eine Untergruppe von G ist. —1

Beispiel 21.47.
1. A4 ist eine Untergruppe von S, und es gilt:

IS4l = 24, |A4| = 12.

2. Fur jede Primzahl p hat Z/pZ nur die trivialen Untergruppen {0} und
Z/pZ selbst.
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Lemma 21.48. Sei G x M — M eine Operation, m [\, H = Stab(m).
Dann ist die Abbildung

G/H - Gm, gHB gm

eine wohldefinierte Bijektion. D.h. fur jedes m [ gilt |G/ Stab(m)| = |G.m|.

Beweis. Wohldefiniert: Sei g; [CgH, z.B. g; = gh. [—gyth = ghm = gm.
Surjektiv: Ist klar.

Injektiv: Angenommen, g;m = g,m. Dann gilt:

g;'gim =m [g;1g; [Stab(m) = H.

Das liefert: g,H = gg((gglgl)H) = g1H, was zu zeigen war.
1

Hierbei mdchten wir betonen, dass die Wohldefiniertheit einer Abbildung auf
der Menge der Nebenklassen natUrlich immer nachgewiesen werden muss,
analog zu den Abbildungen auf Aquivalenzklassen im Abschnitt/3.1 z.B. die
Konstruktion der rationalen Zahlen in Beispiel [3.12] Beispielsweise ist die
Abbildung

p
q
erst wohldefiniert, wenn wir Zusatzliches verlangen, z.B. dass der Bruch

gekurztist und dass q > 0 ist. Ansonsten ist beispielsweise nicht klar, was z(%
ist, weil = g und 2 # 4 ist.

Das Lemma liefert direkt die folgende Formel:

Korollar 21.49 (Bahnenformel). Sei G x M — M eine Operation auf einer endli-
chen Menge. Dann gilt:

1 1
M| = |Gm| = [G : Stab(m)].
Gm[G\M GmI[G\M

C_1
Beweis. M =  Gm ist die disjunkte Vereinigung der Bahnen Gm [CG\M und
mit dem Lemma erhalten wir:

|Gm| = |G/ Stab(m)| = [G : Stab(m)].

1

Beispiel 21.50. Wir betrachten S, als Symmetriegruppe des Tetraeders mit
Ecken ey, e,, €3, €4 (S. auch Abb.[21.7):
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Abbildung 21.7. Die S; als Stabilisator einer Ecke des Tetraeders.

= Stab(e1) = Spreieck(es es.) = S3»

e Sser={e1,...,e4},

e |S4l/|S3| = % =4 =|S4e4],

e |Ssmyz| = 6, denn Stab(myy) = {e, (1 2), (3 4), (1 2)(3 4)}, also:

41 24

|ammm»=1=6

[Samyz| =

21.5.1 Anwendung: Klassifikation von Graphen

Definition 21.51. Ein ungerichteter schleifenfreier Graph ist ein Tupel
G=(VE)

wobei V eine Menge (von Ecken bzw. Knoten, engl. vertex) und E [\MIxV (Kanten,
engl. edge) symmetrisch und disjunkt von der Diagonalen (d.h. schleifenfrei) ist.

Schleifenfrei heil3t ein Graph also, wenn kein Knoten mit sich selbst mit einer
Kante verbunden ist.

Beispiel 21.52. Zwei Beispiele zusammenhéngender Graphen mit |V| = 4
sind in Abb.|21.8 zu sehen.

Abbildung 21.8. Zwei Beispiele zusammenhangender Graphen.
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Definition 21.53. Zwei Graphen G; = (V1,E1), G, = (V3, Ey) heillen isomorph
(G1 = Gj), wenn es eine bijektive Abbildung

¢:V14>V2

gibt, die Kanten / Nichtkanten in Kanten / Nichtkanten Uberfuhrt. Das heif3t

(v,w) LB < (§(v), d(W)) [B.
Beispiel 21.54. Abb.[21.9 zeigt zwei isomorphe Graphen.

X

Abbildung 21.9. Zwei isomorphe Graphen.

L] L]

Beispiel 21.55. Wieviele Isomorphie-Klassen von Graphen mit 4 Knoten gibt
es? Ist die Liste in Abb.[21.10/vollstandig?

()

]
.

Abbildung 21.10. 10 Graphen mit 4 Knoten

Sei M die Menge der Graphen mit 4 Ecken {1,...,4}. Es gilt

M| = 2°,
da es 6 mogliche Kanten gibt: {1,2},...,{3,4}.
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Sy operiertauf M: S, x M — M. Wir fragen nach |S;\M|.

Um die Bahnengleichung uberprifen zu kdnnen, mussen wir die Stabilisa-
toren der obigen Graphen berechnen:

. Stab(G;) = S, []Sthb(G;) = 24| (davon gibt es 1),

. Stab(G,) = Z, x Z, [[Sthb(G,)| = 4 (davon gibt es also 6 = &),

. Stab(G3) = [(12), (34), (13)(24) & Dg [[Sthb(G3)| = 8 (3 Stuick),

. Stab(G,4) = Z, (mittlerer und einzelner fest!) (12 Sttick),

. Stab(Gs) = Z, (nur vertikale Spiegelung) (12 Stuck),

. Stab(Gg) = S3 (Dreicke, einzelner fest) (4 Stiick),

. Stab(G7) = Dg (Symmetriegruppe des Quadrats) (3 Stiick),

. Stab(Gg) = Z, (linke beiden vertauschbar) (12 Stiick),

. Stab(Gg) = Z, x Z, (jeweils diagonal gegentUber vertauschbar) (6 Stlick),
. Stab(Gyg) = S4 (2).

© 00 N o OB~ W N P

=
o

Die Bahnengleichung liefert:
P =64=1+6+3+12+12+4+3+12+6+1=60.

Die Bahnengleichung ist also nicht erfillt, d.h. es fehlt mindestens ein Graph.
In der Tat, es fehlt der Graph Gy, in Abb.[21.11] Es gilt: Stab(Gy1) = S3; davon

Abbildung 21.11. Der Graph, der in der Liste fehlt.

gibt es also 2—64 = 4 Stlck. Damit ist die Bahnengleichung erfullt.
Es gibt also genau 11 Typen!

Aufgaben

Aufgabe 21.1 (Bewegungen). Sei f: R" - R" eine Abbildung, fur die gilt:

1x) — f(y)[F X-yL]
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Zeigen Sie: [atthogonale Matrix U CR™" (d.h. Ut-U = E) und [A1CR", s.d.:
f(x) =Ux+h.

Solche Abbildungen heil3en Bewegungen.

Aufgabe 21.2 (Permutationen). Lasst sich bei dem bekannten Schiebespiel
die linke der folgenden Konfigurationen in die Ausgangsstellung (rechts)
Uberfthren?

2113141234
5/6|7/8||5/6|7)|8
911011 12|| 9 [10(11 |12
1311415 1314|115

Aufgabe 21.3 (Symmetriegruppen). Welche Ordnung hat die Symmetrie-
gruppe W des Wiurfels? Beschreiben Sie alle Elemente von W geometrisch.

8 7

[
[
|
[
[
U A
3
AN
AN

1 2

Aufgabe 21.4 (Symmetriegruppen). Bestimmen Sie séimtliche Untergruppen
der S4 mit Hilfe des Tetraeders (Typ der Untergruppe und Anzahl der Unter-
gruppen der gleichen Art).

1 2

Aufgabe 21.5 (Symmetriegruppen der Platonischen Kdorper). Bestimmen
Sie die Ordnungen der Symmetriegruppen samtlicher Platonischer Korper
(die nach der Anzahl Ihrer Flachen benannt sind):
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LD

Tetraeder Wiirfel Oktaeder  Dodekaeder Ikosaeder

Tipp: <

/

. Fur Dodekaeder und Ikosaeder gibt es ein &hnliches

Bild.

Aufgabe 21.6 (Operation durch Konjugation). Sei G eine Gruppe. Wir defi-
nieren durch Konjugation eine Gruppenoperation ¢ von G auf sich selbst:

$:GxG - G, (9,X) B $(g,x) := g.x:= g ixg.

1. Zeigen Sie: Das ist tatséchlich eine Gruppen-Operation.

2. Eine Konjugationsklasse ist eine Bahn unter dieser Operation. Eine Par-
tition von n [N ist eine Darstellung der Form: n = ng + ny + -+ + ny fOr
gewisse nj [Nl und ein gewisses k LNl mit:ny =n, = -+ = ny.

Zeigen Sie: Der Zykeltyp von Elementen in S, definiert eine Bijektion
zwischen den Konjugations-Klassen von S,, und den Partitionen von n.

Aufgabe 21.7 (Zykelschreibweise flr Permutationen). Geben Sie fur die fol-
genden Permutationen deren Zykel-Schreibweise, Ordnung und Signatur an:

2345678
01= 38567412 —®

L] 1] [1]
_ 12345678 12345678 Sy
%2= 27453681 " 21534768 %
Aufgabe 21.8 (Permutationsgruppen). Geben Sie fur jede der Permutations-
Gruppen S, i =4,5,6,7, je ein Element s; Sy maximaler Ordnung an.
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Determinanten

Vorlesung vom:
12. Juni 2009

Qualitatsstand:

i . L . Versi
22.1 Existenz und Eindeutigkeit der Determinante erste Version

22.1.1 Motivation

Sei A [KH™" eine quadratische Matrix. Wir wollen A ein Element detA K
zuordnen. Wir suchen:
det: K™ -, K

mit einigen netten Eigenschaften.

Im Fall K = R beispielsweise hat die Determinante einer Matrix
L1 O]

A = (aij) = R™"
an

mit Zeilen ay, ..., a, eine elementargeometrische Interpretation:
detA = £Vol({Aja1 + - + Anan | A C[0, 1]}),

das Volumen des Parallelotops (auch Parallelepiped genannt), das durch
ai,...,an aufgespannt wird.

Beispiel 22.1. Der allgemeine Begriff des Volumens des Parallelotops im R"
bedeutet fur die uns gelaufigen Spezialfélle folgendes: im Falle n = 3 das
Volumen, im Falle n = 2 der Flacheninhalt (s. Abb.22.1).
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Abbildung 22.1. Parallelotope im R", n = 2, 3.

Auf diese Weise lasst sich die Determinante mathematisch nicht prézise de-
finieren: FUr n # 4 brauchten wir zuné&chst einen Volumenbegriff und fur
einen beliebigen Korper K (etwa K = Fy), ist es fraglich, ob es eine solche
Interpretation gibt. Wir kénnen die Interpretation aber benutzen, um Regeln
fur die Abbildung det zu entdecken.

Fur das Lésen linearer Gleichungssysteme wird die Eigenschaft, dass die
Determinante genau dann verschieden von 0 ist, wenn die Matrix invertierbar
ist, besonders interessant sein.

22.1.2 Definition

Definition 22.2. Sei K ein Kdrper, n [A-q. Eine Abbildung

L] ]
det: K™ , K, A= %% det A,
an

haufig auch |A| := det A geschrieben, heist Determinante, falls folgendes gilt:

D1) detist linear in jeder Zeile. Genauer:
a) Ista; = a+ a'dann gilt

|
et%%de

wobei die : andeuten, dass diese Zeilen tiberall die gleichen sind.

b) Fir jedes A (R gilt:
1]
ai Adet% %

det

. [TTITRGAT ]
(I
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D2) det ist alternierend, d.h.
detA =0,

falls A zwei gleiche Zeilen hat.
D3) det ist normiert, d.h. fur die Einheitsmatrix E,, CK™" gilt:

det En = 1.

Ziel dieses Paragraphen ist es zu zeigen, dass eine Determinantenabbildung
det : K™ K

existiert und dass diese auflerdem eindeutig bestimmt ist.

Zunéchst die Motivation fur diese Forderungen, die in der Definition der
Determinante an die Abbildung det gestellt werden:

Zu D1): ImFalln =2, K = R, sieht das folgendermal3en aus:

a) O O OO OO
ap _ ai a
det az\:,+ azmj = det azD + det azmj.

In der anschaulichen Interpretation der Determinante als Volumen

(d.h. hier fur n = 2 als Flacheninhalt), l&sst sich dies folgendermalien

umformulieren: Die Flache des Parallelogramms, das von a; und aZD+

az‘Eaufgespannt wird, ist genauso grofR wie die Summe der anderen

beiden Flacheninhalte (s. auch Abb.[22.2). Abbildung noch un-
klar!!!

Abbildung 22.2. Illustration zur Determinanten-Eigenschaft D1a) fur n = 2. Das Bild
ist eine 2-dimensionale Veranschaulichung, auch wenn es 3-dimensional erscheinen
mag.

b) Genauso lasst sich D1b) im R? verstehen:

O O O O
det }\al —A-det &
s dy dp

Anschaulich heif3t dies: Streckt man einen der beiden Vektoren um
das A-fache, so vergroRert sich der Flacheninhalt ebenso um das A-

fache (s. Abb.22.3).
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Abbildung 22.3. lllustration zur Determinanten-Eigenschaft D1b) fur n = 2.

Zu D2): Wieder veranschaulichen wir uns dies im Fall n = 2, d.h. fur die
beiden Zeilen a; und a, der Matrix gilt a; = ay, also:

O O OO
det & —det & =0,
ay ai

weil das Parallelogramm entartet ist und also gar keinen Flacheninhalt
hat (s. Abb.[22.4).

a; =ay

Abbildung 22.4. Ein entartetes Parallelogramm hat keinen Flacheninhalt.

Zu D3): Dies ist lediglich eine Frage der Konvention. Sicherlich ist es aber
verninftig, dem Einheitsquadrat (n = 2) bzw. dem Einheitswurfel (n =
3), jeweils mit Seitenldngen 1, das Volumen 1 zu geben.

22.1.3 Der Determinanten-Satz

Im folgenden Satz werden erste Eigenschaften der Determinante zusammen-
gefasst. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden wir zwar noch weitere
kennen lernen, doch hier sind auch schon einige sehr wesentliche dabei, bei-
spielsweise der bereits erwahnte Zusammenhang zwischen Determinanten
und Invertierbarkeit von Matrizen.

Satz 22.3 (Determinanten-Satz). Eine Determinante det : K™" —, K hat folgen-
de weitere Eigenschaften:

D4) Fur jedes A [K gilt:
det(A - A) = A" - detA.

Dies folgt sofort aus D1b), da wir n Zeilen mit einem Faktor A in AA haben.
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D5) Gibteseinimita; = (0,...,0), dann ist (wegen D1b)):
detA=0.

D6) Wenn B aus A durch Vertauschung von genau 2 Zeilen entsteht, dann gilt:
detB = —det A. Anders gesagt:

det —det

D7) Ist A K und entsteht B aus A durch Addition des A-fachen der i—ten Zeile zur
j—ten, dann ist detB = det A:

D8) Es sei ¢ [3, eine Permutation. e;,...,e, [_K" bezeichne die kanonischen
Basisvektoren von K" (als Zeilenvektoren). Dann gilt fUr die Determinante der
sogenannten Permutationsmatrizen:

O O
()
det % % sign(o).

€a(n)
Mit der Notation SO(n) = {A [CO(n) | det(A) = 1} gilt daher:
L] O
OR=
: BSO(n) = o [A,.

€a(n)

D9) Ist A eine obere Dreiecksmatrix, also

soistdetA = A1 A,
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D10) Aquivalent sind:

1. detA # 0,

2. A [GL(n,K),

3. Die Zeilen ay, ...,a, K" von A sind linear unabhangig.
Beweis.
D4)

det AA = det -detA.

D5)
D6)

det

D7)




22.1 Existenz und Eindeutigkeit der Determinante 303

D8) ﬁt TE']ne Transposition und o eine Permutation, dann getﬁdie Iﬁatrix

@ o)
%g %urch eine Vertauschung von genau zwei Zeilen in % %ben

€a(n) O O O O €to(n)
o(1) ()]
Daraus folgt: det [ : —det 5: ach D6).
erc(n) ec(n)
Cl O
()]
[det [ §: (-1)* = signa,

€o(n)

falls 0 = 11 - - - Tk, eine Komposition von k Transpositionen ist (siehe dazu
auch Satz|21.16).

Bemerkung 22.4. Nach D6) und D7) kdnnen wir elementare Zeilenum-
formungen vom Typ Il und IV in A vornehmen und erhalten eine Matrix
A mit B

detA = (-1)“detA,

wobei k die Anzahl der Vertauschungen ist.
Die Aussage Uber SO(n) folgt, da die Orthogonalitat der betrachteten
Matrizen mit Zeilen g; einfach einzusehen ist.

D9) Sei Aj = 0fureini [{1,2,...,n}. Durch elementare Zeilenumformungen
vom Typ Il und IV kann man A in eine Matrix A uberfuhren, die in
Zeilenstufenform ist. Deren letzte Zeile ist eine Nullzeile, so dass det A =
0 (nach D5). Andererseits ist nach D6) und D7):

detA = +detA.

Also ist det A = 0 und die Behauptung ist im Fall, dass ein A; = 0 ist,
bewiesen.
Wir mussen D9) nun noch fur den Fall, dass A; # 0 {1, 2, ..., n} gilt,
zeigen. Hat A diese Eigenschaft, so gilt nach D1b):

detA = A A, - (detB),

wobei B von der Form

B= .
1
ist, also eine obere Dreiecksmatrix mit allen Diagonaleintragen gleich 1.

Da man B durch Zeilenumformungen vom Typ Il in die Einheitsmatrix
uberfuhren kann, ist
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detB = detE,, = 1.
Daraus folgt die Behauptung.

Da jede n x n—-Matrix in Zeilenstufenform auch eine obere Dreiecksma-
trix ist, liefert D9) zusammen mit Bemerkung [22.4 (also D6) und D7))
einen Algorithmus, um die Determinante einer beliebigen n x n—-Matrix
zu bestimmen.

Algorithmus 22.5 (Gaul3-Algorithmus fir Determinanten).

Input: A CR™"

Output: det(A)

1) Bringe A durch Zeilenoperationen vom Typ 111 und 1V auf Zeilenstufen-

form A. Sei k die Anzahl der Typ IV-Umformungen (d.h. die Anzahl der
Zeilenvertauschungen).

2) Berechne d, das Produkt der Diagonaleintrage von A.
3) detA = (1) - d.

Die Laufzeit dieses Algorithmus ist im Wesentlichen die des GauR-
Algorithmus selbst: O(n®) (Schritt 1 ist dominierend).

Beispiel 22.6. Wir berechnen zwei Determinanten auf diese Weise:

2D 2%@ _
%4%‘ %—2 =l 29=2

12 20 20 20 20

21 -3212 - 412 1288 ®12E=0.

20 12 12 —41 09
Vorlesung vom:
17. Juni 2009 D10) Wieder konnen wir durch elementare Zeilenumformungen vom Typ |11
Quialitatsstand: und 1V die n x n—-Matrix A in eine Matrix A Uberfuhren, die Zeilenstufen-
erste Version form hat. Diese ist dann eine obere Dreiecksmatrix. Nach D9) ist deren

Determinante genau dann # 0, wenn alle Diagonaleintrage # 0 sind, d.h.
wenn es genau n Stufen gibt.

In Abschnitt20.7]haben wir gesehen, dass eine quadratische n x n—Matrix
genau dann invertierbar ist, wenn sie genau n Stufen hat. Daher sind 1.
und 2. also dquivalent.

Die Aquivalenz zur dritten Aussage folgt, da die Zeilen von A genau
dann linear unabhangig sind, wenn alle Diagonaleintrage # 0 sind und
da die Zeilen von A genau dann linear unabhéngig sind, wenn es die
Zeilen von A sind.

1
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Korollar 22.7 (Eindeutigkeit der Determinante). Durch die Bedingungen D1),
D2) und D3) ist
det: K™ K

eindeutig festgelegt.

Beweis. Wir kdnnen A durch elementare Zeilenumformungen in Zeilenstu-
fenform bringen, was nur das Vorzeichen eventuell andert. Mit D9) folgt die
Behauptung. 1

Satz 22.8 (Formel fur die Determinante). Ist K ein Kérper und n [CIN, dann
gibt es genau eine Abbildung

det: K™ _, K,

die die Bedingungen D1-D3 erfiillt. Namlich fir A = (a;j) gilt:
| I |
detA = Sign(o) - aig(1) * * * Ang(n)-
olSd

Beweis. Die Eindeutigkeit haben wir bereits eben in Korollar [22.7] gesehen.
Wir zeigen nun zundachst, dass, falls eine solche Abbildung existiert, diese
die angegebene Formel erfiillen muss. Auch dies folgt aus D1-D3: Schreiben
wir namlich fur A = (a;;) CK™" die i-te Zeile als Linearkombination der
Standard-Basis—\Vektoren (als Zeilenvektoren!), ndmlich a; = ajie; + - - - + ajnen,
so ergibt die Regel D1 (Linearitét in den Zeilen):

0 O -
1
det agj, - det
an =1 2
1 1§ 1
= .. = aljl"'

1=1jp=1  ja=1

Wenn die Abbildung
i {L,...onp s {1,...,n}, B j

nicht injektiv ist, dann gilt

det




306 22 Determinanten

weil zwei gleiche Zeilen vorkommen (D2). Von den ursptinglich n" Sum-
manden sind also héchstens jene n! von Null verschieden, die zu bijektiven
Abbildungen j gehoren, d.h. zu Permutationen aus S,,. Wir erhalten:

Cl O
1 @
detA = a16(1) " * Ana(n) det
oSt €(n)
D8) liefert nun: 1
detA = SIgN 0 - &1g(1) * * * Ang(n)-
ols]

Es bleibt noch die Existenz zu zeigen; dazu gleich (Seite[307). 1

Die Formel ist meist nur fur sehr kleine n zur tatséchlichen Berechnung einer
Determinante natzlich, denn die Summe besteht aus n! Summanden:

Beispiel 22.9.
n=1; OO
det A =det a;; =ay.
n=2: | ]
a1 a
det "M —ay - ap—ap - ax.
ap1 a2

n=3: Die Regel von Sarrus besagt:

di1 - dp2 - Az3
] ] + azp - az3 - a3

1 A1z 13
+ a3 - dz - a3

det Bp1 ax ax
—az1 a2 a3

dz1 dz2 d33 _

azz - dxz - a1l
— agz - dp1 - d12.

Die Formel aus dem vorigen Satz hat |S,| = n! Summanden. Fir n = 4 also 24.
Man kénnte auf die Idee kommen, flir n # 3 die Regel von Sarrus auch anzu-
wenden; diese gilt aber nur fur n = 3 (fir n = 4 wirde die falsch angewandte
Regel von Sarrus nur 8 Summanden liefern, was natirlich vorteilhaft ware).

Die Formel liefert einen Algorithmus in O(n!) Kérperoperationen Aufwand.
Der GauRalgorithmus braucht nur O(n®); man wird die Formel also nur in den
seltensten Fallen zum konkreten Berechnen einer Determinante verwenden.
Fur theoretische Zwecke ist die Formel allerdings des 6fteren hilfreich.
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Beweis (Beweis der Existenz in Satz[22.8). Um die Existenz einzusehen, zeigen
wir, dass die durch die Formel definierte Abbildung det: K™" _, K tatsach-
lich die Bedingungen D1, D2 und D3 (s. Seite|298) erfullt:

Dla) Seia =a*a’'d.h.a; = a”?'+ ai['j].]Es folgt:

Ll
m
Slgn(o)a-lo(l) e (ai%](i) + aio‘(i)) *** Ang(n)
olSd
1 I:ID]
= sign(0)aigq) - aiE(i) Crane(n) T @

oo
= det %‘:% det
D1b) A zieht sich aus dem i-ten Faktor in jedem Summanden heraus.

D2) Angenommen die k-te und I-te Zeile von A sind gleich, k # I. Wir setzen:

T:=(kl) CS,. Dann ist:

Snh = Ay CAlT,
da |A,| = %‘ = |AnT| und da die Vereinigung disjunkt ist. Wenn ¢ die
Gruppe A, durchléduft, so durchlauft o - T die Menge A,T. Also gilt:
L 1 L1
(0 detA = a1g(1) "+ @no(n) — A1g(t(2)) " * * Ana(t(n))-
oA} o [A}

Da die k—te und I-te Zeile von A gleich sind und da auf’erdem die Multi-
plikation in K kommutativ ist, kbnnen wir die Summanden der rechten

Seite nach Definition von T umformen:

Alo(t(1)) " Bka(t(k) *** Ao(t(l)) ** " @no(t(n)) = Q1o(1) * " " Gka(l) * " Qlo(k) * * * na(n)
= Q1(1) " " " Aka(k) " " Aa(l) " " Bna(n)

= A1(1) * " " Ano(n)-

Also heben sich in ([JIdie beiden Summen gegeneinander auf.

D3) Es gilt fur die Einheitsmatrix E, = (g;;):
1
detA = sign(o) - a1g(1) " * * Ano(n)
ols]
=sign(id) - a1y -+ ann = 1.
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Die Summe kollabiert hier auf einen einzigen Summanden, da in jedem
anderen der n! Summanden wenigstens ein Faktor 0 auftritt.

—1

22.2 Weitere Eigenschaften der Determinante

Es wurden schon ganze Biicher Uber Eigenschaften und Formeln zu Determi-
nanten geschrieben. Im Rahmen dieser Vorlesung mussen wir uns leider auf
einige wesentliche beschrdnken. Dazu zahlt sicher die erste, die wir vorstel-
len mochten, namlich die Multiplikativitat der Determinante. Dazu benétigen
wir allerdings noch ein paar Notationen:

Lemma/Definition 22.10. Fir A [CGL(n, K) existiert eine Zerlegung
A=C;-Cyp---Cq
in sogenannte Elementarmatrizen Cy. Jede der Cy ist dabei von einem der Typen
Si\), QL QI bzw. P,

Dies sind die Matrizen, die durch Multiplikation von links Zeilenumformungen vom

Typ I, 11, 111 bzw. IV (siehe Definition|19.5) realisieren:
j—te Spalte
!
500005
g 000
% 01 A0EF < i-te Zeile,
=000
00001
i ]
!
0 0 0 :
0 0 1 :5 iteZeile
1 00
0 1 0
0 0 O j—te Zeile.
0 0O
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Beweis. Es ist sehr einfach nachzurechnen, dass die angegebenen Matrizen
tatsachlich die entsprechenden Zeilenoperationen realisieren, so dass wir das
hier nicht vorfuhren. Der GauRalgorithmus zur Berechnung der Inversen
Matrix aus Abschnitt[20.7 besagt nun aber gerade, dass jede n x n—-Matrix
mit solchen elementaren Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix E, zu
bringen ist. Wir erhalten daher:

En=B; By B A

fur gewisse Elementarmatrizen B; und ein s [CIN. Da auflerdem die Inver-
sen Csis1 := (Bj)™* der Elementarmatrizen wieder Elementarmatrizen sind,
namlich

40

SN =S 5. QM) =QI-N. P)T =P,

folgt, dass C; - C, - - - Cs = A auch ein Produkt von Elementarmatrizen ist. [

Satz 22.11 (Determinanten—Multiplikationssatz / Multiplikativitat der De-
terminante). Fur alle A,B CK™" gilt:

det(A - B) = det(A) - det(B).

Beweis. Zunachst sei der Rang von A
rang(A) := dimBild(A) := dimBild(K" - K", x B Ax) <n,

d.h. Aistnichtinvertierbar. Wegen Bild(A-B) [BIild(A), also auch rang(A-B) <
n, folgt mit D10):
detA B =0=detA-detB.
Nun sei rang(A) = n, d.h. A GL(n,K). Nach dem Lemma existiert eine
Zerlegung
A=Cy-Cy--Cq

in Elementarmatrizen.

Wir haben bereits in der Bemerkung|19.6 gesehen, dass wir die Zeilenopera-
tionen vom Typ Il und IV durch wiederholtes Anwenden der Typen | und

Il erhalten. Es reicht daher, Matrizen vom Typ S;(A) und Qij zu betrachten.
Wir zeigen, dass flr eine Matrix C vom Typ S;(A) oder Qij gilt:

det(C - B) = det(C) - det(B).
Far C = Sj(A) ist det(C) = A und det(C - B) = A - det(B) (da Multiplikation

mit Sj(A) lediglich eine Multiplikation der i-ten Zeile mit A bewirkt), also
det(C - B) = det(C) - det(B).

\orlesung vom:
19. Juni 2009

Qualitatsstand:
erste \ersion
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FarC = Qij ist det(C) = 1 wegen D9 und det(C-B) = det(B), da C eine Addition
einer Zeile zu einer anderen Zeile bewirkt.

Also ergibt sich letztendlich:
det(A - B) = det(C; - - - CsB) = det(C;) - det(C, - - - Cs - B)
= det(C,) - - - det(C;) - det(B)
= det(C; - - - Cs) - det(B)
= detA - detB,

was zu zeigen watr. 1

Bemerkung 22.12. Im Allgemeinen ist
det(A + B) # det(A) + det(B),
o O

O
es gilt ndmlich zum Beispiel fur A = (l) 8 und B = 8 (1) :

1 = det(A + B) # 0 = det(A) + det(B).
Satz 22.13. Fir jede Matrix A CR™" gilt:
det A' = detA.

Beweis. Ist A = (ajj), so ist A" = (aiJC) mit ai?: aji. Deshalb folgt mit der Formel
fur die Determinante aus Satz|22.8[:

t . O [}
detA' = SIgN G ay 54y 8y g(n)
o
= SigN 0 ag(1)1 - g(ny,n-
olsd

Fur jedes o [a}, gilt:

Ag(1),1 " *Ag(n),n = A1,61(1) * " 8n,o1(n)s

denn beide Produkte haben die gleichen Faktoren (moglicherweise in anderer
Reihenfolge), denn ist j = a(i), so gilt (a(i), i) = (j,i) = (j,07(j)).
AuBerdem ist
signo = signo™ %,
da 1 = sign(o - 071) = sign(o) - sign(c!). Damit folgt:
| I |

detA' = signo™ ayeiyy A
o[y 1
(
= SIgN 0 a1,6(1) * * * @no(n)
ol[S]

= detA.
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(*) gilt, damit o auch 67 ganz S, durchléuft, d.h. die Abbildung S, — S,, 0 3
o1 ist bijektiv. —1

Bemerkung 22.14. Die Regeln D1, D2, D5, D6, D7, D10 gelten sinngemaf
auch fur Spalten, D9 auch fur untere Dreiecksmatrizen.

22.3 Berechnung von Determinanten

Wir haben schon gesehen, dass es die Eigenschaften D6, D7 und D9 der
Determinante erlauben, mit Hilfe des Gaufalgorithmus die Determinante
einer beliebigen n x n—Matrix prinzipiell auszurechnen. In dieserm Abschnitt
stellen wir einige Formeln vor, die diese Berechnungen vereinfachen kénnen.

Satz 22.15. Sein =2 und A CK™" in der Form
O |

A; C

A= (Blockmatrizen, Késtchenform).

mit Ay CK™*M Ay, (K™% C [K"™*™, dann gilt:
det(A) = det(A;) - det(Ay).
Beweis. Siehe Ubungsaufgabe. —1

Notation 22.16. Sei A = (a;) CK™". Mit A;j bezeichnen wir die Matrix, die aus
A entsteht, indem man a;; durch 1 ersetzt, und alle anderen Eintrége in Zeile i und
Spalte j durch 0 ersetzt:

A11 ... agj-1 0 Agjer ... an

o
H
o
o

an1l .- an,j—l 0 an,j+l ... Gnn

Die Matrix A = (di;) CH™" mit &; = det Aji heiit komplementére Matrix zu A.
Man beachte die umgekehrte Reihenfolge der Indices.

Mit
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bezeichnen wir die Matrix, die durch Streichen der i—ten Zeile und der j—ten Spalte
von A entsteht (nicht vorhandene Eintrage werden hier mit einem [—gékennzeich-
net).

Bemerkung 22.17. Es gilt:

det Ajj = (1) det A}

Beweis. Durch (i — 1) Vertauschungen benachbarter Zeilen und (j — 1) Vertau-
schungen benachbarter Spalten lasst sich A;; Gberfiihren in:

0... 09

O
Aij

Dies liefert mit Satz 22.15/tber die Blockmatrizen:

detAjj = (-1)¢ D+ det A= (-1)"] det Al

Satz 22.18. Sei A LK™ und A die komplementare Matrix. Dann gilt:
|

etA 0
A-A=A-A=det(A) E, = %
0 detA

Beweis. Seien a_l, ..., a" die Spaltenvektoren von A, und ¢! der i-te Einheitsvek-
tor. Sei (a'...ale'al*! .. a") die Matrix, die aus A durch Ersetzen der j-ten
Spalte durch e' entsteht. Dann gilt:

(07 det(al...alte'al™ .. a") = det A,

denn man kann A;j durch Typ I1I-Spaltenumformungen erhalten.
Sei A-A= (cik), dann ist:



Cik

22.3 Berechnung von Determinanten

i 1 ] 1
= dj - ay = aj - det Aji
j=1 j=1
o — o
= aj-det(at...atela™t.
j=1
= det(a*...a' ajie’a’ ...
j=1
= det(a...a"ta¥a"*t...a")
D2 i#Kk
tA, i=k
= Oj - det A,

wobei djy das Kroneckersymbol bezeichnet. D.h.:

Die Gleichung A - A = det A - E, beweist man analog.

]

etA 0 %

A-A= ,
0 detA

..a"

a™)
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1

Eine sehr haufig eingesetzte Methode zur Berechnung der Determinante ist

folgende:

Korollar 22.19 (Entwicklungssatz von Laplace). Istn =2 und A CH™", so
gilt fiir jedes i [{1,...,n}

1
detA =
j=1

und far jedes j [{1,...,

1
detA =
i=1

n}

(-1)"Jaj;det A (Entwicklung nach der i—ten Zeile)

(-1)"aj;det A (Entwicklung nach der j-ten Spalte).

Beweis. Nach Satz22.18 ist det A gleich dem i—-ten Diagonaleintrag von A - A:

detA

] 1 ] 1
= aj -a]-i = ajj - detAij
=1 j=1
1

= @ (1) detA

nach Bemerkung|22.17

ij’
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Bemerkung 22.20. Genau genommen gibt Korollar|22.19 nur ein Verfahren
an, um die Summanden von
1
SigN 0 a6(1) * * * Ang(n)
oISy

in einer speziellen Reihenfolge aufzuschreiben. Dies kann aber sehr nutzlich
sein, beispielsweise, wenn in einer Zeile oder Spalte viele Nullen stehen.

Beispiel 22.21. Nochmal das Beispiel von eben (Bsp.[22.6):

g;iEntw.nac:hl.SpaIteO.21+(_l).3.12+1.12
120 20 20 21

0-3-(~4)+1-(-3)
9.

Die durch (1)1 bewirkte Vorzeichenverteilung kann man sich als Schach-
brettmuster vorstellen:

+| -+ -
-+ -+
+| -+ -
-+ -+
Vorlesung vom: Satz |22.18 gibt auch eine Methode an, die Inverse einer Matrix A mit Hilfe
24. Juni 2009 der Determinante zu bestimmen:
Qualitatsstand:
erste Version Korollar 22.22 (Formel fur die Inverse). Sei A [CGL(n, K) eine invertierbare
Matrix. Dann gilt:
1 -
-1
= A
detA
Beweis. Dies folgt direkt aus Satz[22.18} A - A = detA - E,. —1

Meist ist es praktischer, die Inverse mit dem GaufRalgorithmus zu berechnen,
doch in manchen Féllen ist diese Formel doch hilfreich, etwa fur sehr kleine
Matrizen:

Beispiel 22.23. FUr den Spezialfall n = 2 erhalten wir:
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OO0 O O
ab _ 1 det A1l detA21
cd - ad — bc DdetA12 detAzg
1 detAg —detAg
~ad—hc El_detAlﬂ detA})
1 d-b
T ad—bc —C a
_d __b
= ad—bc  ad—hc
—__Cc _a_
ad—bc  ad—bc

Bemerkung 22.24. Aus der Formel folgt insbesondere, dass sich jeder Eintrag
von A™! als rationaler Ausdruck mit Eintragen von A darstellen lasst. Mit
Hilfe der mehrdimensionalen Analysis kann man folgern, dass die Abbildung

GL(n,K) - GL(n,K), AQ A

differenzierbar (insbesondere stetig) ist.

Kommen wir nun zurtick zur Lésung von Gleichungssystemen. Wie wir
bereits wissen, ist das Gleichungssystem

Ax=Db

fur alle A CGL(n,K) und alle b = (by,...,by)t CK" eindeutig l6sbar. Die
Losung x ist gegeben durch
x=A"1.b.

Man kann zunachst A~ berechnen und mit b multiplizieren. Diese Schritte
lassen sich wie folgt kombinieren:

Sind al,...,a" die Spalten von A, so hat A™! in der i-ten Zeile und j-ten Spalte
den Eintrag
detAi,- 1
detA  detA
Daher folgt fur die i-te Komponente von x:

det(al...a el a™*t. . .a").

Xi= ——— det(@'...atela*...a" b;
: _, detA ( )by
1 1 i1 i i+l
= —— .det(a’...a"” biel a"*+...a".

det A ( o !

Dies beweist:
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Satz 22.25 (Cramersche Regel). Seien A [GL(n,K) und b [K". Sei ferner
X = (X1,...,%y)t CK" die eindeutige Losung von Ax = h. Dann gilt fur jedes

i [({1,...,n}k

_ det(a’...a" ' bha"!...a")
B detA

Beispiel 22.26.

X1 +Xo+X3=1
Xo+X3=1
3Xy +2Xo + X3 =0

B0 B

Die Cramersche Regel liefert nun, da det A = =1 ist:

11 11

11 11

21 0 0 01 1 20 -2
= W= T e T

Auch die Cramersche Regel ist fur die konkrete Losung eines Gleichungssys-
tems oft nicht die beste Wahl; mit Hilfe des Gauf3algorithmus geht dies meist
schneller. Allerdings ist die Regel fir theoretische Zwecke doch recht haufig
einsetzbar.

Definition 22.27. Fir A K™ " definieren wir Rang, Spaltenrang und Zeilen-
rang wie folgt:

rang A := Spaltenrang A := dim Bild A
Zeilenrang A := Spaltenrang A' = dimBild A".

Proposition 22.28. Fur alle A K™ " ist Zeilenrang A = Spaltenrang A.

Beweis. Nach dem Struktursatz|20.25 fur lineare Abbildungen gibt es inver-
tierbare Matrizen S CGL(m, K), T CGL(n, K), so dass:

O o
E O

S-A-T= 00

Offenbar gilt: Spaltenrang(SAT) = Zeilenrang(SAT). Da S und T Isomorphis-
men sind, gilt auch:

Spaltenrang SAT = Spaltenrang A bzw. Zeilenrang SAT = Zeilenrang A.
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Es folgt:

Zeilenrang A = Zeilenrang SAT = Spaltenrang SAT = Spaltenrang A,

wie behauptet. L1

Definition 22.29. Sei A [™" und k [CIN mit 1 < k < min{n, m}. Eine k x k-
Teilmatrix von A ist eine Matrix AYCK*¥, die aus A durch Streichen von (m — k)
Zeilen und (n — k) Spalten entsteht. det A-hennt man einen k x k-Minor . Offenbar

hat A genau OO0
m n
k k
verschiedene k x k-Teilmatrizen/Minoren. Hierbei bezeichnet die Notation %‘%ie An-

zahl der b—elementigen Teilmengen in einer a—elementigen Menge, wie im Abschnitt
2.6 definiert und erlautert.

Satz 22.30 (Minorenkriterium fiir den Rang). Sei A CR™", Aquivalent sind:

1. rangA =k.

2. Alle (k + 1) x (k + 1) Minoren von A sind 0, aber es gibt einen k x k-Minor
ungleich 0.

Beweis. Wir zeigen fur alle k die Aquivalenz von:

a) rang A =k,
b) [k k-Teilmatrix A-mit det A™% 0.

Hieraus folgt die Behauptung.

b) [CayxdSei AMsolch eine Teilmatrix. Da AM CGL(k, K), sind die k Spalten
linear unabhangig. Damit sind auch die entsprechenden Spalten von A
linear unabhéngig. Also rang A = k.

a) [Ch)xdlistrang A =k, so hat A wenigstens k linear unabhéangige Spalten. Sei
B K™ die Teilmatrix dieser Spalten. Klar ist: rang B = k. Wegen
Zeilenrang B = Spaltenrang B

(vorige Proposition) sind k Zeilen von B linear unabhangig. Wéhlen wir
diese, erhalten wir eine k x k-Teilmatrix A-von A mit rang A™= k, d.h.
APCGL(k,K), d.h. det A% 0.

etwas ausfihrlicher,
wie in Vorlesung?

1
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Aufgaben
Aufgabe 22.1 (Determinanten). Berechnen Sie die Determinante der folgen-
den Matrix: O
2 1 -1/
1 _1 3 1 E Ax4
5 7 -1
1-112

Aufgabe 22.2 (Determinante der Vandermondschen Matrix). Berechnen Sie
mit vollstandiger Induktion die Determinante der Vandermondschen Matrix

Q
S
Q
N
Q

fley
Q
N

. Q
PaoOao

= (d+1)x(d+1)

2 d
g 0 ... af

wobei d [N, a; [CR. Vergleichen Sie das Ergebnis mit der entsprechenden
Aufgabe|19.6.

Aufgabe 22.3 (Isomorphismen). Fir welche t [R ist die lineare Abbildung,
die durch unten stehende Matrix A [CR®*® definiertwird, ein Isomorphismus?

O
£ 3t 3t -3
-3 -7t 8 -2t
2200
= 7
A 1700
03t 2 % t
03 2t —2-3

Aufgabe 22.4 (Determinanten und Geometrie).

1. Gegeben seien zwei verschiedene Punkte P = (p1,p2), Q = (01, q2) [CR2.
Geben Sie eine 3 x 3-Matrix A an, so dass

O OJ
X1,X, CR?| detA =0

genau die Gerade durch P und Q definiert.
Tipp: A sollte nicht nur reelle Zahlen, sondern auch die Variablen x; und
Xz als Eintrage haben.

2. Wie lautet die analoge Beschreibung einer Hyperebene im R" durch n
Punkte?
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Aufgabe 22.5 (Determinante). Sei n [Nl und seien ferner ag, az, ..., a-1 [R.

Zeigen Sie:

0 x -1
ap ' Ap-1 X+ ap-1

Aufgabe 22.6 (Cramersche Regel). Fur welche A [R ist die Matrix

invertierbar? Invertieren Sie A, mit Hilfe der Cramerschen Regel in diesen

Fallen.






23

Determinante eines Endomorphismus und
Orientierung

23.1 Definition der Determinante

Sei V ein K-Vektorraum, dimV < oo und f [CEnd(V) := Hom(V,V) =
Homg(V, V) ein Endomorphismus, wobei Hom(V, W) die Menge aller Vek-
torraumhomomorphismen von V nach W bezeichnet. Wir wollen det f defi-
nieren.

Dazu wahlen wir eine Basis A von V und setzen A = Mﬁ(f) und definieren
det(f) := detA.

Um einzusehen, dass dies nicht von der Wahl einer Basis abhéangt (d.h. dass
det(f) wohldefiniert ist), Uberlegen wir uns, was passiert, wenn wir eine

andere Basis B wahlen:
B W(rh
B [0l
O O

s S=MZ i)

(N ba

_ A [Gkn

Krl

Zu zeigen ist: det A = detB. Mit S = M#(idy) CGL(n,K) gilt B=S A S
Mit dem Determinantenmultiplikationssatz folgt:



Aussage zu Vol(P)
mit  ganzzahligen

Eintrdgen in
reinnehmen???
\orlesung vom:
26. Juni 2009

Qualitatsstand:
erste Version

A

322 23 Determinante eines Endomorphismus und Orientierung

detB = det(S-A-S?)
= detS . detA - detS™?
=detS- (detS)™! . detA
= detA.

Dies zeigt, dass die Determinante eines Endomorphismus tatséchlich unab-
héngig von der gewéhlten Basis ist. det(f) ist daher wohldefiniert.

23.2 Geometrie der Determinante eines Endomorphismus
SeiK=R, f:R" - RV A= ME(f). Dann lésst sich | det f| = |det A| als das
Volumen des von f(e;),..., f(e,) aufgespannten Parallelotops interpretieren

(s. Abb.|23.1), wie wir im Wesentlichen bereits in der einleitenden Motivation
zu Determinanten von quadratischen Matrizen in Abschnitt|22.1.1 gesehen

haben.
&

a

Abbildung 23.1. Parallelotope imR", n = 2, 3.

23.3 Orientierung

Eben haben wir den Betrag der Determinante eines Endomorphismus als
Volumen interpretiert. Was aber kénnte das Vorzeichen der Determinante
bedeuten?

Definition 23.1. Sei V ein R-Vektorraum, dimV = n < oo, Ein Endomorphismus
f: V - V heilt orientierungstreu, wenn det f > 0. Inshesondere ist f dann ein
Isomorphismus.

Beispiel 23.2. V = R2. Wir betrachten die Matrizen

e v
A= 1,0 B=5q-

Die Auswirkung der beiden Matritzen auf den Buchstaben F sind in Abb.
23.2 dargestellt. Dies passt mit det A = +3 und detB = —3 zusammen.
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5 .- 5
4 R 4 ;
3 ,I e 3 ’ 4
- . G
21—~ 2 vy
’ e

1 1 e

’ '—

| 12345 [ 12345

Abbildung23.2. Orientierung am Buchstaben F: Das linke Bild zeigt F (durchgezogene
Linien) und das Bild A(F) unter der Matrix A aus Beispiel|23.2|(gestrichelt). Das rechte
Bild zeigt das entsprechende Resultat fuir die Matrix B.

Bemerkung/Definition 23.3. Was ist eine Orientierung von V = R"? Zwei
Basen A, B von V heillen gleich orientiert, falls detg“(idv) > 0; andernfalls
entgegengesetzt orientiert.

Nach dem Determinanten—Multiplikationssatz ist Gleichorientiertheit eine
Aquivalenzrelation auf der Menge {A | A = {vy,...,V,} Basis von V} (hierbei
kommtes auf die Reihenfolge der Basiselemente an, trotz der Mengenschreib-
weise; siehe dazu auch eine Ubungsaufgabe).

{A| A ={v1,...,vp}Basis von V}/ Gleichorientiertheit

besteht aus genau zwei Klassen: {es,...,en} und {es1,...,€on}, 0 3y, sind
gleich orientiert genau dann, wenn signo = +1.

Beispiel 23.4. Die Orientierung liefert im R® eine Unterscheidung zwischen
rechtshdndigen Koordinatensystemen und linkshandigen Koordinaten-
systemen: {e1, e,,e3} ist ein rechtshéndiges: zeigt der Daumen der rechten
Hand in Richtung ey, der Zeigefinger in Richtung e,, so zeigt der Mittelfinger
in Richtung es. Die linke Hand kann man entsprechend folgendermalien in
dieses Schema einpassen: Daumen nach eg, Zeigefinger nach e,, Mittelfinger
nach e;. Tatsachlich ist {es, €2, €1} = {€q1, €52, €53} fUr o = (13) und sign(13) = —1.

Mit Hilfe des im Vorlesungsteil zur Analysis eingefiihrten Begriffes der Ste-
tigkeit (Abschnitt[8) kann man folgendes schone Kriterium fur die positive
Orientierung der Spalten einer invertierbaren Matrix geben. Da wir die Re-
sultate der Analysis in diesem Abschnitt zur linearen Algebra aber nicht
benutzen moéchten, geben wir keinen kompletten Beweis, sondern nur eine
kurze Bemerkung zur einen Richtung der Aussage:

Satz 23.5. Seien A [GL(n,R) und ay,...,a, die Spaltenvektoren von A. Dann
sind die Basen {aj,...,an} und {e1,...,en} gleich orientiert genau dann, wenn es
eine Abbildung

¢:[0,1] -~ GL(n,R), t B (¢ij(t))

gibt mit ¢;;: [0,1] — R stetig furallei, j [{1,2,...,n}und ¢(0) = A, $(1) = E.
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Beweis (nur Notwendigkeit). Die Notwendigkeit der Bedingung ergibt sich aus
dem Zwischenwertsatz 8.9/ Mit ¢;j ist auch [0,1] — R, t 3 det(¢;j(t)) stetig,
als Summe von Produkten von stetigen Funktionen. Da det(¢;j(t)) # 0 [CT]
folgt: det(¢ij(t)) hat das gleiche Vorzeichen CIILD, 1]. det $(0) = det A hat
das gleiche Vorzeichen wie det ¢(1) = detE =1 > 0. —1

Aufgaben

Aufgabe 23.1 (Determinante eines Endomorphismus). Sei n M. Wir defi-
nieren:
fn: R[X]SI’] — R[X]Sn! p g (p ' X)E,|

wobei q-die Ableitung eines Polynoms q [CR[x] ist. Zeigen Sie, dass f, ein
Endomorphismus ist. Berechnen Sie die Determinante von fs.

Aufgabe 23.2 ().

Aufgabe 23.3 ().
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Eigenwerte und das charakteristische Polynom

24.1 Einleitung

Sei K ein Korper, f: V - W eine lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen K-Vektorraumen. Nach dem Struktursatz Uber lineare Ab-
bildungen|20.25 existieren Basen A, B von V bzw. W, so dass

Bei einem Endomorphismus wollen wir B = A wahlen und fragen, ob Mﬁ(f)
maoglichst einfach ist. Etwas anders formuliert: Sei A zunéachst beliebig. Gibt
es dann Basiswechselmatrizen S = M£(idy), so dass B = MR(f) =S - A S™
(siehe dazu wieder das kommutative Diagramm auf Seite moglichst
einfach ist?

Mit anderen Worten: Wir betrachten die Operation
GL(n,K) x K™ _, K™ (S,A) 3 S-A-S71

von GL(n, K) auf K™" durch Konjugation (Dies ist tatsachlich eine Operation,
denn EAE™ = A fiir alle A CE™" und S(TAT™H)S™ = (ST)A(ST)™.) und
fragen nach den Klassen bzgl. dieser Operation:

Definition 24.1. Zwei quadratische Matrizen A,B LK™ " heien ahnlich bzw.
konjugiert, wenn sie in der gleichen Bahn (genannt Konjugationsklasse) bezlg-
lich dieser Operation liegen, d.h. wenn ein S CGL(n, K) existiert mitB = S-A-S™1,
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24.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Der Schlussel zur Losung der Frage nach der moglichst einfachen Matrix
bzgl. einer geeigneten Basis ist der Begriff des Eigenwerts:

Definition 24.2. Sei V ein K-Vektorraum, f: V - V ein Endomorphismus, A [K.
Der Skalar A heiflt Eigenwert (engl. Eigenvalue) von f, wenn es einen Vektor
0 # v [V gibt, so dass

f(v) = Av.

Solch ein v heiflt dann Eigenvektor (engl. Eigenvector) von f zum Eigenwert A.
Achtung. Ein Eigenwert A kann 0 [K sein, ein Eigenvektor ist stets # 0.

Abgesehen von der theoretischen Motivation, die wir in der Einleitung gelie-
fert haben, gibt es unvorstellbar viele Anwendungen von Eigenwerten. Wir
beginnen mit der Suchmaschine Google:

Beispiel 24.3. Wir betrachten zwei Anwendungen, in denen Eigenvektoren
wesentlich zur Losung eines Problems verwendet werden kénnen:

1. City—-Kunden und Outlet-Kunden,

2. Googles PageRank.
Beide sind sehr ausfuhrlich im Internet beschrieben und wurden in der Vor-

to do: Google-Bsp lesung vorgestellt, hier aber nur verlinkt:

tl p pe n I www.gm.fh-koeln.de/ konen/Mathe2-SS/Workshop-Google/PageRank-Workshop2-ext.pdf

Satz 24.4. Es sei V ein K-Vektorraum, n = dimV < co und f: V - V ein
Endomorphismus. Aquivalent sind:

1. V besitzt eine Basis aus Eigenvektoren von f.

2. Es gibt eine Basis B von V, so dass
]

0
ME(f) = & . %nimim

An

Beweis. Ist Mg(f) von der angegebenen Form, d.h. in Diagonalgestalt (eine
solche Matrix heif3t dann Diagonalmatrix) fir B = {vy,..., vy}, dann gilt;
f(vi) = Ajvj 0= vy,..., Vv, ist eine Basis von Eigenvektoren. —1
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24.3 Das charakteristische Polynom

Bisher haben wir nur erfahren, warum Eigenwerte und —-vektoren wichtig
sind, aber nicht, wie wir sie berechnen kénnen. Dieses Problem l6st das
charakteristische Polynom:

Definition 24.5. Sei A CK™" und A [K beliebig. Dann heif3t
Eig(A,A) ;= {v [K" | Av = Av}
der Eigenraum von A zu A.
Xa(t) ;= det(A —tE) CK[t]

heil3t charakteristisches Polynom von A.

Bemerkung 24.6. Fur eine Matrix A CR™" gilt also:

A [Kist ein Eigenwert von A = Eig(A,A) # 0.

Die zentrale Eigenschaft ist nun:

Satz 24.7. Seien A [LK™" und A K. Dann gilt:

Aist ein Eigenwert von A = A ist eine Nullstelle von Xa(t).

Beweis. Es gilt:

A Eigenwert = Av=Avflureinv 0

(A = AE) - v = 0 hat eine nichttriviale Losung v # 0
Eig(A,A\) = Ker(A—AE) #0

det(A—AE) =0

= Xa(A) =0.

8

0

i

1

Im Zwei- und Drei-Dimensionalen ist die Geometrie aller eingefihrten Be- Vorlesung vom:
griffe sehr gut anschaulich verstandlich und illustrierbar; dazu ein Beispiel: 1. Juli 2009
Qualitatsstand:
Beispiel 24.8. Wir betrachten die Matrix erste Version
e
2x2
-1 2 BRTT

Die Operation der zugehdorigen linearen Abbildung auf R? verdeutlicht Abb.
24.1. Das charakteristische Polynom von A ist:
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Abbildung 24.1. Die Operation der Matrix A aus Beispiel[24.8]auf R?.

Cl |

ya(t) = det 27t 71

1 2t =Q2-1’-1=t2—4t+3=(t—-3)(t— 1),

die Eigenwerte sind also: A; = 3, A, = 1.
Die Eigenraume zu diesen beiden Eigenwerten sind:

O OO

Eig(A, 3) = Ker(A — 3E) = Ker :1 j = D_ll ]
O O gdg
Eig(A, 1) = Ker _11 _11 = Ile O

Dies passt mit Abbildung [24.1 zusammen, dort gehen namlich die beiden
Winkelhalbierenden unter A in sich selbst Uber; wir sagen dann, dass diese
Geraden invariant sind unter A. Allerdings wird auf der Winkelhalbierenden
Eig(A, 1) zwar jeder Punkt auf sich selbst abgebildet, doch auf Eig(A, 3) wird
jeder Vektor auf sein Dreifaches abgebildet. Eig(A, 1) hei3t daher punktweise
invariant unter A.

Um nun A auf Diagonalgestalt zu bringen (dies sollte nach Satz |24.4 mdg-
lich sein, da die Eigenvektoren, die wir eben berechnet haben, eine Basis
des R? bilden), definieren wir S™* als Matrix, deren Spalten gerade aus den
Basisvektoren der Eigenrdume bestehen:
[ I [ |
11 1 Q_%
1 .

-1_
S°= -11

Il
NI N
NI

Dann ist namlich nach den Definitionen der Matrixmultiplikation und von
Eigenwerten AS™ eine Matrix, deren Spaltenvektoren jetzt einfach die Ei-
genvektoren (d.h. die Spalten von S™) multipliziert mit den zugehérigen
Eigenwerten sind. Multiplikation dieser Matrix mit S von links ergibt daher
eine Diagonalmatrix:
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S-A-St=

ot oo v
.0 -
| ol
w
O
o w[]
O

In diesen neuen Koordinaten (man kann den Wechsel der Basis auch als
Wechsel des Koordinatensystems auffassen) ist die Abbildung also einfach
zu verstehen; s. auch Abb.[24.2. Blicken wir nun nochmals zurtick auf Abb.
[24.1, so stellen wir fest, dass dies genau damit zusammen passt.

T
7 S 1s « &0 4o
P S

=
N
w
i
[¢)]
()]

Abbildung 24.2. Die Operation der Matrix SAS™ aus Beispiel[24.8| die Diagonalgestalt
mit den Diagonaleintrdgen 3 und 1 besitzt.

Wir haben eben gesehen, dass die Nullstellen von xa(t) die Eigenwerte der
durch A [CK™" definierten linearen Abbildung sind.

Bemerkung/Definition 24.9. Allgemeiner kénnen wir auch ein charakteris-
tisches Polynom x¢(t) eines Endomorphismus f: V - V,n = dimV < oo,
definieren. Wir definieren:

Xi(t) := det(f — t- idy) = det(A —t - E),

wobei A = Mﬁ(f) und A irgendeine Basis von V ist. Wir missen wieder zei-
gen, dass diese Definition wohldefiniert ist. Sei B also die Matrixdarstellung
bzgl. einer anderen Basis B:

B = Mg(f) =SAs™.
Dann gilt:

Xg(t) = det(B—t- E) = det(SAS™* —t- E)
= det(S(A —t-E)S™), (da SES™ = E)
= detSdet(A—t-E) detS™?
= Xa(b),

d.h. x¢(t) ist tatsdchlich wohldefiniert.
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Diese Rechnung zeigt insbesondere:
Satz 24.10. Sind A, B [CR™" zueinander konjugierte Matrizen, dann gilt:
Xa(t) = Xa(1).
Wir sehen uns das charakteristische Polynom einer quadratischen Matrix

A [CKR"™" noch etwas genauer an. Es gilt, da die Determinante linear in jeder
Zeile ist:

]
-t ap ... an
ay ap—t... an
Xa(t) = det . . , .

n]_ a.n2 s a.

|:| |:| ]
1 a2 ... 0
1ap—t. 16\22—t azn
= det ) .

an1 a-n2 an1 an2 ...apn—t

=-o=detA+ -+ § a4+ (-)"
i=1
=bo+by t+ - +bpg "+ bt" CHIL].

Also:
1

bo = detA, by =(CD"1  ai, by, = (-1
i=1

Ubrigens folgthy = det A auch direktaus Xa(0) = det A. Auch die Behauptung
Uber b,-; und b, kann man anders einsehen: Entwickeln von det(A —tE) nach
der ersten Spalte liefert (a;s —t) - Apy +a1 - A+ - +ant - Ant. Aberin Ay, j> 1
kommen jeweils nur n — 2 Eintrage mit t vor, so dass die Determinante nach
der Determinantenformel héchstens Grad t l@ﬁah@r kommen t" und t"
nur im Produkt (a3 —t) -+ (@ —t) = ()" + L a; ()" +... vor.

Als Koeffizienten des charakteristischen Polynoms kommen also sowohl
det A als auch die vorzeichenbehaftete Summe der Diagonaleintrage der Ma-
trix vor. Da letztere noch haufiger auftauchen wird, geben wir dieser Summe
einen eigenen Namen:

Definition 24.11. Sei A CK™" eine Matrix.

1
tr(A) := Spur(A) = aji
i=1

heil3t die Spur (engl. trace) von A.
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Man kann zeigen, dass das charakteristische Polynom einer Matrix A CK™"
noch eine weitere sehr interessante Eigenschaft besitzt (dies ist der sogenann-
te Satz von Cayley—-Hamilton): Es gilt:

Xa(A) =0 K™,

d.h. setzt man in xa(t) statt einer reellen Zahl die Matrix A ein, so erhalt man
die 0—-Matrix. Wir kénnen dies hier leider nicht beweisen, doch werden wir
in einer Ubungsaufgabe wenigstens ein etwas schwacheres Resultat kennen
lernen.

24.4 Diagonalisierbarkeit

Kommen wir nun wieder zurtck auf die Eingangsfrage danach, wie ein-
fach eine zu einer gegebenen quadratischen Matrix ahnliche Matrix ausse-
hen kann, und zwar insbesondere zu der Frage, unter welchen Bedingungen
diese Diagonalgestalt besitzen kann.

Definition 24.12. Sei P(t) [CK[t] ein Polynom. Wir sagen, dass P(t) Uber K in
Linearfaktoren zerfallt genau dann, wenn es Ay, ..., A\, [K,c CHMYibt, so dass

—
PO =c: (t=A)-(E-A)=c-  (t=A)",
=1

wobei mj [IN, Aq,..., A, paarweise verschieden sind. m; heilt Vielfachheit der
Nullstelle A;.
Far ein beliebiges, nicht notwendig in Linearfaktoren zerfallendes, Polynom P(t) [
K[t] und A K ist
(| E O
m(P,A) := max m B [CQ(t) CK[t], so dass P(t) = (t = A)"Q(t)
= m, wobei P(t) = (t—A)™ - Q(t) mit Q(A) # 0.

die Vielfachheit von A als Nullstelle von P.

Also gilt beispielsweise:

m(P,A) =0 <  Aist keine Nullstelle von P,
m(P,A) =1 < Aisteine einfache Nullstelle von P,
m(P,A) =2 < Aisteine doppelte Nullstelle von P.

Definition 24.13. A [_K™" heit diagonalisierbar (Uber K), wenn [S1 []
GL(n,K) : SAS™! = D fiir eine Diagonalmatrix D.
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Abbildung 24.3. Das Polynom p(x) = (x + 1)* - x3 - (x — 1) - (x — 1.25)? hat (von links)
Nullstellen mit Vielfachheiten 4, 3, 1 und 2.

24.4.1 Ein Diagonalisierbarkeits—Kriterium

Wir haben eben die Vielfachheit einer Nullstelle eines Polynoms definiert.
erklaren! Offenbar gilt fur jeden Eigenwert A einer n x n—Matrix A:

dim Eig(A, A) < m(xa(t), A).

Gilt sogar Gleichheit und zerféllt xa(t) in Linearfaktoren, so ist A diagonali-
sierbar:

Satz 24.14 (Diagonalisierbarkeits—Kriterium). Sei A [CKH™". A ist diagonali-
sierbar, genau dann, wenn folgende beide Bedingungen erftllt sind:

1. Xa(t) CKIt] (Gber K) in Linearfaktoren zerfallt,
2. fur jede Nullstelle A von xa(t) gilt: m(xa(t), A) = dim Eig(A, A).

Manchmal nennt man m(Xxa(t), A) auch algebraische Vielfachheit eines Ei-
genwertes A und dim Eig(A, A) seine geometrische Vielfachheit. Mit dieser
Terminologie heif3t die zweite Bedingung, dass algebraische und geometri-
sche Vielfachheit fur alle Eigenwerte Ubereinstimmen sollen.

Bevor wir den Satz auf Seite [334 beweisen, zunachst ein paar Folgerungen
und Bemerkungen:

Korollar 24.15. Sei A [CK™". Hat xa(t) genau n verschiedene Nullstellen Aq, ..., Ay [
K, dann ist A diagonalisierbar zu:
|
1 0 %
An
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Beweis. FUr jedes A; gilt

1 < dim Eig(A, \))

< m(Xa, Ai)
-1

da alle Nullstellen einfach sind. —1

Bemerkung 24.16. Ist A diagonalisierbar, k [N, etwa SAS™ = D, so gilt:
DX = (SAS™1)k = saks™,

also
Ak = 571Dk,

Dies ist sehr hilfreich, um hdhere Potenzen diagonalisierbarer Matrizen aus-
zurechnen.

V__
Bemerkung 24.17. 1.FurK=C ={a+b —1]|a,b R} zerfallt jedes Poly-
nom p CK[t] in einer Variablen t in Linearfaktoren, denn es gilt:

Satz 24.18 (Fundamentalsatz der Algebra, ohne Beweis). Jedes Polynom
P(t) CQ[t] vom Grad d = 1 hat eine Nullstelle (in C).

Die aus der Schule bekannte Polynomdivision (siehe dazu auch den eu-
klidischen Algorithmus aus Abschnitt[3.5) liefert daher:

Korollar 24.19. Jedes Polynom P(t) [CQ[t] zerfallt in Linearfaktoren.

Dies erste Bedingung des Satzes ist fur K = C also immer erfullt. Flr
K = R ist dies naturlich nicht richtig, wie das Beispiel t? + 1 zeigt.

2. Die zweite Bedingung ist nicht immer erfullt, auch, wenn es die erste ist.

Ist beispielsweise OO
11
A= 01
so folgt xa(t) = (1 — t)?, d.h. m(xa(t), 1) = 2, aber
1 [
dimEig(A, 1) = dimker 01 =1

00
Vorlesung vom:
Lemma 24.20. A [CK™". Seien Aq,..., A, paarweise verschiedene Eigenwerte von 3. Juli 2009
Aundvy,...,V, zugehorige Eigenvektoren. Dannsind vy, ..., v, linear unabhangig. Qualitatsstand:
Genauer gilt: Die Summe erste Version

Eig(A A1) CEIg(A, Az) =21 CEIg(A, A,) CKT
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ist direkt, also nach Definition:

[ —
Eig(A,A) n  Eig(A,A)=0 L. 1}

I#]

Beweis. Induktion nach r. Der Fall r = 1 ist trivial.

]
T 1
Eig(A, M)%
1

Nehmen wir also an, dass:

ve CHIg(A, Ap) n

< IMHO

etwa
Ve =Wy + -+ W fUr gewisse wj CHig(A, Aj).

Esfolgt, daA;j, j=1,...,r — 1, die Eigenwerte zu den Eigenvektoren w; sind:
AVe = AV = AWg + -+ AWpog = AgWp + -0 4 Ao Wi
Wieder durch Verwendung von v, = wy + - -+ + W,—; erhalten wir:
0=(A1 =AWy + -+ (Ar=1 — Ap)W—g.

Da die Summe Eig(A, A1) =1 CEIg(A, A—1) CKTI direkt ist nach Induktions-
voraussetzung, folgt:

(Aj = Aw; = 0 LHIg(A, A).
Es gilt aber A; # Ar nach Voraussetzung und somitw; =0, j=1,...,r—1,
also schlieBlich: vy = wy + -+ + wy—1 = 0. —1
Beweis (Beweis des Satzes 24.14). Zur Notwendigkeit der Bedingungen: Ist A
diagonalisierbar, dann ist

1
Xxa® =xpt)= (A -1
=1

zerfallend. Ferner:

dimEig(A, Aj) = dim Eig(D, A;)

=
= dim ker %
An —Aj

0
=[{i C,2,...,n} | A = A}
= M(Xa(t), A)).
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Wir haben also noch zu zeigen, dass die Bedingungen auch hinreichend sind:
Es sei dazu

[ 1 I
Xa® = Ai-9= -9,

i=1 j=1

i A1,...,Ar die paarweise verschiedenen Eigenwerte bezeichnen, d.h.
j=LMj =n. Nach dem Lemma gilt:

Eig(A, A1) 1 CEIg(A, A) CKT,

O O
d.h. insbesondere dim Eig(A, A1) L=} CEIQ(A, A;) = I%Im Eig(A, Aj). Nach
j=1
der 2. Bedingung ist aber
1 —1
dimEig(A,Aj) =  mj =degxa(t) =n=dimK".
j=1 j=1

Insgesamt zeigt dies:

Eig(A, A1) [} CEig(A, A, = K"

Flgen wir Basen der Eigenrdume Eig(A,A;) j = 1,...,r zu einer Basis
{v1,...,vn} von K" zusammen, dann hat beztglich dieser Basis der Endo-
morphismus A Diagonalgestalt. Genauer: Ist

St=(vi,...,Vn)

die Matrix, deren Spalten diese Basisvektoren sind, so ist
|

10
SAS =4 . %

A

wobei die k; x ki-Kastchen A; CR<% mit k; = Vielfachheit des Eigenwertes A;
gerade die Diagonalmatrizen

Ma

A = . Rqki<ki
Ai

sind. 1
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24.4.2 Anwendung: Lineare Rekursionen

Wie wir in einer Ubungsaufgabe am Beispiel der Fibonacci-Zahlen sehen
werden, kénnen wir fur eine lineare Rekursion, d.h. eine Formel der Form

M =arp-1+bry—, ro=ap, r =ay,

eine geschlossene Formel fur ry (d.h. eine Formel, in der zwar n, nicht aber
die ry vorkommen) mit Hilfe von Eigenwerten und —vektoren herleiten.

Dies beruht darauf, dass offenbar:

I I A O
 _ab o

M-1 10 l M-z

Den nachsten Wert, rp,1, kénnen wir nun mit Hilfe linearer Algebra berech-

nen. o Y e T O s I o R e Y s A
M1 _ ab I ab -1

n 10 rpp 10 rpp
Um r. zu berechnen, bendtigen wir also AX. Ist aber A diagonalisierbar,
etwa SAS™! = D, so folgt A = STIDKS, was einfach zu berechnen ist. Dies
kann man benutzen, um eine geschlossene Formel fir r, anzugeben. In den
Ubungsaufgaben werden wir dies verwenden, um eine solche Formel fiir die
Fibonacci—Zahlen (diese haben wir bereits im ersten Semester in Abschnitt
'1.3.4 gesehen, konnten dort aber die Herkunft der Formel nicht erklaren)

foi=fh1+ fhp, N=2, =01 =1,
herzuleiten. Die Folge beginnt folgendermafen:

(fo, f1, f2,...) = (0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...).

24.5 Die Jordansche Normalform

Uber den komplexen Zahlen ist jede Matrix zu einer recht einfachen Matrix,
ihrer sogenannten Jordanschen Normalform konjugiert. Betrachten wir also
die Operation GL(n,C) x C™" _, C™" (S,A) B SAS™L. Wir wissen bereits,
dass Uber C aus

dimEig (A, A) = m(Xa(t),A) [AICW

folgt, dass die Matrix A diagonalisierbar ist. Wir haben in der Bahn von A
also eine Diagonalmatrix als Reprasentanten:
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]

1 0%
An

Als Grenzwert von diagonalisierbaren Matrizgrtauchen nicht diagonalisier-

bare auf: Beispielsweise ist die Matrix )(\)1 )%2 fur Ay # A, diagonalisierbar,
aber [ (| 1
im Ml oMl

n-n O A2 0 A

hat nur A; als Eigenwert und es gilt:
O O

m(Xa(t), A1) = 2 >dimEig (A, A1) = dim Ker 8 (1) =1

Allgemein haben wir stets folgende Repréasentanten:

Definition 24.21. Ein Jordank&stchen der Grolze k zum Eigenwert A ist die Ma-
trix: ]
1 0

\]()\,k): kxk.

Mit der gleichen Begriindung wie fur die 2 x 2-Matrizen oben ist ein sol-
ches Kastchen fur k = 2 nicht diagonalisierbar, weil m(x;x(t), A) = k, aber
dimEig(J(A, k), A) = 1.

Satz 24.22 (Jordansche Normalform, ohne Beweis). Sei A [Q"*" eine quadra-
tische Matrix mit komplexen Eintrdgen. Dann existieren Aq, ..., Ar [, ky,..., k- [
N und S CGL(n, C), so dass:

AMk) 0 - 0 o
SAs—l =]= 0 ‘]()\21 kZ) :
; .0
0 e O \](}\r, kr)

wobei die Eigenwerte A4, ..., A nicht notwendig paarweise verschieden sind.

Uber den reellen Zahlen und tber allgemeinen Kérpern gibt es ein dhnliches
Resultat, das aber etwas aufwéndiger zu formulieren ist, so dass wir es hier
nicht angeben.
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Wir haben weder erklart, wie man das Resultat Uber die Jordansche Nor-
malform beweist, noch, wie man die k; berechnet. Leider kbnnen wir das im
Rahmen der Vorlesung auch nicht erledigen. Daher méchten wir an dieser
Stelle darauf hinweisen, dass sehr viele Computeralgebra—Programme so-
wohl Eigenwerte und Eigenvektoren als auch die Jordansche Normalform
berechnen kdnnen. Auch an der Universitéat des Saarlandes ist die Software
Maple verfiigbar und es kann durchaus hilfreich sein, sich einmal Uber die
recht ausfuhrliche und verstandlichen Hilfeseiten soweit einzuarbeiten, dass
man wenigstens einfache Berechnungen damit durchfiihren kann. In Maple
existieren verschiedene Bibliotheken zur linearen Algebra, die entsprechende
Berechnungen durchflihren kénnen. Beispielsweise liefert

with(linalg);

eine Liste aller in dieser Bibliothek zur Verfiigung gestellen Prozeduren, die
auch gleich zur Benutzung bereit stehen.

A := matrix(2,2,[1,2,3,4]);
eigenvalues(A);
eigenvectors(A);

jordan(A);

ermittelt die erfragten Ergebnisse ohne Wartezeit.

Aufgaben

Aufgabe 24.1 (Eigenwerte und Eigenraume). Wir betrachten den Wurfel W
mit Ecken (1, +1, +1) [R3, dessen Schwerpunkt also im Ursprung des Ko-
ordinatensystems liegt:

&
>
<V

Berechnen Sie Matrixdarstellungen der folgenden linearen Abbildungen, die
den Wrfel auf sich selbst abbilden, und berechnen Sie Eigenwerte und Ei-
genraume dieser Matrizen:

1. D := Drehung um 180° um die Achse, die die Mittelpunkte der Strecken
15 und 37 verbindet.
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2. S := Spiegelung an der Ebene, die durch die Punkte 2, 4, 6, 8 geht.

3. Die Abbildung D - S (eine sogenannte Drehspiegelung).
Aufgabe 24.2 (). Die Vielfachheit eines Eigenwertes A als Nullstelle des cha-
rakteristischen Polynoms nennen wir algebraische Multiplizitat von A, die Di-
mension des zu A gehdrenden Eigenraumes nennen wir geometrische Multi-

plizitdt von A. Berechnen Sie algebraische und geometrische Multiplizitat der
folgenden Matrizen:

0005 1005 1005 1005 1005
A_B200EL 82005, 2105|8200 @210
=Bo20EP " Bo20E" " Bo20EP " @o21EF “ o221

002 002 002 002 002

Aufgabe 24.3 (Potenzen von Matrizen).

1. Berechnen Sie M2, M3, M* furr die Matrix M

Was sind die Eigenwerte und Eigenraume von M? - -
19 —-12

30 —19 ¢

Finden Sie eine Diagonalmatrix D und eine invertierbare Matrix S, so

dass A = SDS™* und berechnen Sie A0,

2. Berechnen Sie Eigenwerte und Eigenrdaume von: A =

Aufgabe 24.4 (Lineare Rekursion). Seien a,b [CR. Esseinunxy =a, X3 = b
und X, = =22 firn > 2.

1. Schreiben Sie die Relﬁrsiqﬁlin der Form y, = A yn—1, wobei A eine 2 x 2
- Matrix istund y; = x)-(il :
i

2. Finden Sie eine Diagonalmatrix D und eine invertierbare Matrix S, so
dass A = SDS™*.
3. Bestimmen Sie: limy, . ST A"S.

4. Leiten Sie daraus limy,_ . A" und lim, _, « Xy, ab.

Aufgabe 24.5 (Relationen zwischen Matrizen).

—10
1.SeiA=H1 2 —1
-1 2

Zeigen Sie: A® — 6A? + 10A — 4E; = 0, wobei E; [K** die Einheitsmatrix
ist.
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2. Sei nun A [K™" beliebig. Zeigen Sie: Es existiert ein Polynom P(t) =
bt" + -+ + bt + by CK[t], so dass: bA" + -+ + byA + bgE, = 0, wobei
E, CK™" die Einheitsmatrix ist.
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Hauptachsentransformation

Reelle symmetrische Matrizen spielen eine besondere Rolle, beispielsweise
weil, wie wir sehen werden, alle ihre Eigenwerte reell sind. Die Symmetrie
von Matrizen ist trotzdem keine Eigenschaft, die so speziell ist, dass sie nie
vorkommt; im Gegenteil: jede Quadrik (also Kugel, Ellipsoide, Hyperboloi-
de, etc., s. Abb.[25.1) lasst sich mit solch einer Matrix beschreiben. Dies wird
es uns ermoglichen, mit Hilfe der linearen Algebra eine Klassifikation dieser
geometrischen Objekte zu erreichen. Fur wesentlich mehr Hintergrundinfor-
mationen zur Anwendungen der Linearen Algebra in der Geometrie ist das
Buch von Gerd Fischer [Fis01] — ggf. in Kombination mit seinem Buch zur
linearen Algebra [Fis08] — zu empfehlen.

Q23

Abbildung 25.1. Einige Quadriken: Eine Kugel, ein Ellipsoid und ein einschaliger
Hyperboloid.

Fur die Informatik sind solche Flachen beispielsweise wichtig, weil die meis-
ten Computer Aided Design Programme sie als Basis—Objekte zur Verfuigung
stellen, aus denen man kompliziertere mittels booleschen Operationen wie
Vereinigung, Durchschnitt, etc. erzeugen kann. AuBerdem kann man mit ih-
rer Hilfe geschwungene Objekte, wie Autokarosserien oder Flugzeuge, oft

Vorlesung vom:
8. Juli 2009
Qualitatsstand:
erste \Version
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besser anndhern als mit kleinen Dreiecken, weil von letzteren zu viele be-
notigt werden. Dies ist allerdings nicht trivial: Erstaunlicherweise stéf3t man
schon bei der exakten Berechnung der Schnittpunkte und —kurven von weni-
gen Quadriken auf groRe — von der aktuellen Forschung immer noch nicht
zufriedenstellend geldste — algorithmische Probleme, u.a. weil dabei die
Koordinaten oft komplizierte Wurzelausdricke beinhalten.

25.1 Symmetrische Matrizen

Im letzten Kapitel haben wir Kriterien dafiir entwickelt, wann eine Matrix
ahnlich zu einer recht einfachen Matrix, wie beispielsweise einer Diagonal-
matrix oder einer Jordanmatrix ist. In allen Fallen ging das nur sehr gut, wenn
alle Eigenwerte Uiber dem Grundkorper existieren. Da aber fur viele Polyno-
me Uber den reellen Zahlen nicht alle Nullstellen Uber den reellen Zahlen
existieren, erscheint die Frage sinnvoll, ob man einer Matrix unter gewissen
\oraussetzungen ansehen kann, dass alle Eigenwerte reell sind. Betrachten
wir die beiden Matrizen
L1 [

0-1 %lll:]
A= 10 Cxalt) =t + 1, aber Xg(t) = t> — 1 fir B = 10 -

Das charakteristische Polynom zerféllt fir die symmetrische Matrix B schon
Uber den reellen Zahlen in Linearfaktoren; fiir die nicht symmetrische Matrix
A miussen wir hierflr komplexe Zahlen zu Hilfe nehmen. Tatséchlich haben
symmetrische reelle Matrizen immer nur reelle Eigenwerte; wir werden dies
zwar erst im néachsten Kapitel beweisen, aber hier schon einige geometrische
Folgerungen angeben.

Definition 25.1. Eine Matrix A = (a;;) CK™" heilt symmetrisch, wenn
Al=A
Bemerkung 25.2. Sei A [K™". A symmetrisch ist &quivalent zu:
(xtAYy = [ABx, y[F X AyF x'Ay  [Xly [H".
Beweis. Fur die Standard-Basis-Vektoren x = ¢; und y = ¢; ergibt sich:

t t
ei A" ej = (@i, ..., ) &) = @i

1 [
i
unde A-gj =g aij.
nj

Es muss also tatsachlich a;; = a;; [0i,] gelten. Die Umkehrung folgt, weil belie-
bige x und y sich als Linearkombinationen der Vektoren der Standardbasis
schreiben lassen. 1
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Wie schon erwahnt, gilt Folgendes:

Satz 25.3. Sei A [R™" eine symmetrische Matrix. Dann hat A nur reelle Eigen-
werte.

Beweis. Spéter (Satz26.5). 1

Satz 25.4 (Hauptachsentransformation). Sei A [CR™" symmetrisch. Dann
existiert eine orthogonale Matrix S [CSIO(n), so dass

1 OI:I
StAS= 5 . %
An

Beweis. Sei A [R ein Eigenwert und v [R" ein zugehoriger Eigenvektor mit
Lange VI 1. Sei

mit A; [R.

W =vid{w [R" | W, vz 0}
der zu v orthogonale Untervektorraum (s. Abb.|25.2).

Abbildung 25.2. Das orthogonale Komplement W = v¢ines Vektors v.

Wir zeigen: Aw W/ [Dwl[CW:

[(Bw, v+ W, Av]l  (weil A symmetrisch ist)
= [, Av]  (weil v ein Eigenvektor ist)
= A, v
=A-0
=0.

Dies zeigt: Aw -2 W.

Wir wahlen nun eine Basis von W aus zueinander senkrecht stehenden
normierten Vektoren v,,...,v, (die explizite Konstruktion solcher Vekto-
ren liefert das Gram-Schmidt-\Verfahren in Satz[26.13; in diesem Abschnitt
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erlautern wir es noch nicht, weil wir zunachst den Schwerpunkt auf die
geometrische Anwendung legen méchten). Wir setzen dann v; := v und
S = (V1,V2,...,Vn) CGL(N, R). Damit gilt: 0vj, vi(3= 1 LM, v;[3= 0 O#F j.
Insbesondere ist S nach Definition von O(n) orthogonal, weil StS = E. Wir
setzen ferner: wj := Av; LW, j=2,...,n. Esergibt sich:

]

000
S'AS = S'(Avq, Wy, ..., Wp) = B %

Die erste Zeile und Spalte folgen dabei aus [v},v;[= &;; und die Matrix
B [CRMD*"=D hat, da A symmetrisch ist und wir daher Bemerkung [25.2
angewenden kénnen, die Eintrage

vitwj = VIAvj = I, Av; (F v, v;F vj'w; fur2<i,j<n,

ist also symmetrisch.

Per Induktion folgt, dass wir erreichen konnen, dass St AS die angegebene
Form hat. Da S [CO(n), kénnen wir durch Ubergang von v zu —v sogar

S [SIO(n) erreichen. —1
D2 . O
Beispiel 25.5. Sei A = 1 _2 . Das charakteristische Polynom ist:

Xa) =(2-12—-1=t>—4t+3=(t—1)(t—3),

die Eigenwerte sind also: A; = 1, A, = 3. Der Eigenraum zum ersten dieser

beiden ist: 1 O [0
Eig(A, A1) = Ker _i _i = Di O

V_
Es gilt: % % 2. Um einen normierten Vektor zu erhalten, setzen wir:

mEV O O
12 1
Vi = V= i‘/z (v O] o
2
OooOo oo

Damit gilt: A _11 = _33 =3 _11 [Cv--vie behauptet.
] . \/E (|
Als Basis von v -Wahlen wir v, = _15\/§ . Die gesuchte Matrix ist demnach:
2
Voo V_O
L_II 2-1 9
S= 2VZ 2/
1232
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Nun kdnnen wir leicht nachrechnen, dass detS = 1 und dass
v_ V_[ v_ v_mo B Vo N_[O O O
‘ H 2-1,2 2-—1'2[]E 2-1,2 12-3,2 10
StAS = %\/_ 1le- 1 %\/_ 1le- -g.. %\/_ 32\/_ = g3 -
3 23 2 3 23 2 3 235 2
25.2 Klassifikation von Quadriken

Definition 25.6. Eine Quadrik Q [CR" ist die Losungsmenge einer quadratischen
Gleichung

P 1 ¥ 1
ax) = aXiXj+  bixi+c=0,
i,j=1 i=1

auch genannt Nullstellenmenge eines quadratischen Polynoms. In Matrixschreib-
weise:
q(x) = x*Ax+ bt x +c,
wobei A = (a;;) CR™" symmetrisch gewdhlt sei. Die Matrix
I:I b1 b_n l:l

A=

heil3t erweiterte Matrix von g. Damit gilt dann:
O

q(x):(l,XL...,Xn)-,&. !

Xn

Beispiel 25.7. Einige Quadriken kennt man vermutlich schon aus der Schule.
Beispielsweise liefert der Satz von Pythagoras unmittelbar, dass ein Kreis
mit Radius r um den Ursprung im R? beschrieben werden kann durch die
Gleichung (s. Abb.|25.3):
X2 +y?=r

Denn drei positive reelle Zahlen a,b,c mit a,b < ¢ bilden genau dann ein
rechtwinkliges Dreieck, wenn sie die Beziehung a? + b? = ¢? erfiillen. In drei
Variablen liefert analog x> + y? + z° = r? eine Kugel.

Wie aber sehen allgemeinere Quadriken aus? Der folgende Satz liefert die
Antwort:
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Abbildung 25.3. Der Kreis als Nullstellenmenge.

Satz/Definition 25.8 (Klassifikation von Quadriken im R"). Sei q(x) =
X'Ax + b'-x + ¢ ein quadratisches Polynom mit reellen Koeffizienten und A die

erweiterte Matrix. Dann gibt es eine Bewegung (auch euklidische Bewegung),
d.h. eine Abbildung

f:R" - R", f(y)=Sy+t, mitS [SO(n),t (R",

so dass q(f(y)) = 0 zu einer der folgenden Gleichungen (die auch Normalformen
genannt werden) aquivalent ist. Dabei schreiben wir: m = rang A, m = rang A:

(@) (M =m)

2 2 2 2
yl yk yk+l ym _
A T
1 k k+1 m
by (M=m+1)
2 2 2 2
yl yk yk+l ym _
2 T e, Te
1 k k+1 m
©(M=m+2)
2 2 2 2
Y1 i Y Ym
et E T, T T
1 k k+1 m

Hierbei sind ag, ..., an [Rso Konstantenund 0 <k <m.

Bemerkung 25.9. 1) Da sich A von A nur durch eine zusatzliche Zeile und
Spalte unterscheidet, ist klar:

m<m+2.

2) Istdet A # 0, dann istm = nund m < n + 1. Am haufigsten tritt Fall (b) mit
m=nein (= detA # 0,detA = 0).
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3) Genau wie S [SIO(n) behélt eine Bewegung offenbar Abstande bei, da die
Verschiebung um t CR" hierauf keinen Einfluss hat. Daher ist die Form
einer Quadrik nach Anwendung der Bewegung identisch mit der Aus-
gangsform. Beispielsweise ist die Normalform eines Kreises nicht etwa
eine belibiege Ellipse, sondern ein gleich groRen Kreis mit Mittelpunkt
im Ursprung.

Beispiel 25.10 (n = 2). Wir betrachten Quadriken in der Ebene R?. Es ergeben
sich nach dem Klassifikationssatz folgende Falle:

m =m = 2,k = 2: Ein Punkt:

2 2
X_+y_:0 _______

M

|

|

|

|

o2 BZ -f
|
|
|
|
|

B _B.

O ar

m =M = 2,k = 1. Zwei Geraden mit Steigungen

m =M = 2,k = 0: Dies fuhrt nach Multiplikation der Gleichung mit —1 wieder
auf den schon betrachteten Fall mit k = 2 (ein Punkt).

m = 2,M = 3,k = 2: Eine Ellipse mit Halbachsen der Langen q, [3:

y A

2 y?
%4‘@21
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m = 2,M = 3,k = 1: Eine Hyperbel mit Halbachsen der Langen a, 3:

Die folgende Abbildung zeigt Ellipse und Hyperbel mit den gleichen
Halbachsen in einem Bild, um deren Zusammenhang deutlich zu machen:

b}
)

I+
<
Il
=

2%

m=2m=3k=0 -£-¥ -1 die leere Menge: [

T F

m = 1,m = 3,k = 1: Eine Parabel:

m = 1,Mm = 3,k = 0: Dieser Fall ist nach Durchmultiplizieren mit —1 analog
zum vorigen und liefert eine Parabel (allerdings nach unten offen).

m=1,m =2,k = 1. Zwei Geraden mit Abstand 2a:
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y A

|

I

|

L=1(- G+DE-1=0) SRk SR DS Rl

|

|

|

|

m=1m=2k=0 ¥ =1: die leere Menge: [
m =1 =m,k = 1. Eine doppelte Gerade:

y A
ﬁ:o ——————————————— -

m = 1 =M, k = 0: analog zu eben nach Durchmultiplikation mit —1.

Beispiel 25.11. Wir mochten herausfinden, welchen Typ die folgende Qua-
drik hat:
qxy) =X =xy+y* =x—-y-1=0.

Dazu schreiben wir sie zunachst mit Hilfe der erweiterten Matrix A:
]
qx,y) =@xy): %

Es gilt g(x,y) = 0 = 2q(x,y) = 0; wir durfen also statt unserer urspringli-
chen Gleichung q(x, y) = 0 fur die Quadrik auch die Gleichung 2q(x,y) = 0
verwenden:

-
|

N N
NI = NI

Die rechte untere 2 x 2-Teilmatrix A haben wir im vorigen Beispiel untersucht
und berechnet, dass mit

_ VO [
2-3,2 10
— 2 H t —
S_%VE %\/z %:SD(Z) gilt S'AS= . .

2
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Diese Matrix benutzen wir, um neue Koordinaten x“und y~zu erhalten:
0l | L1 v_ v- [
XX SRR
= ] = _ —
y y —% 2XD+ _2y
In diesen Koordinaten lautet die Gleichung der Quadrik q(x, y) = 0 nun:

- V_ - V_ V_ - V_
0=q"{x ,y5‘:3(><5]2+(y5]2—(jx o2y - ( 2T 2y -2
=3P+ P-2 2yt2
=3P+ (y- 22 -4.
Wir n\9hmen nun eine weitere Koordinatentransformation vor: x™= x5lyT=

y=— 2. In diesen Koordinaten lautet die Gleichung der Quadrik: %(xq|2 +
F(yD? = 1 bzw.

oy 0F
G3p 2

Sie hat also eine Normalform, die wir in der Liste aus Beispiel 25.10 finden:
Die Quadrik q(x,y) = 0 ist demnach eine Ellipse. Um diese Ellipse auch in
ihren urspriinglichen Koordinaten zeichnen zu kénnen, drticken wir nun die
neuen Koordinaten x™und y™in den alten Koordinaten x und y aus:

| 1 [ ] [
X XE}:l x xH ¢ X
y yH y 2 y 2 y
0O Voo Yoo O O
2 _E 2 X
oy = BVE A _
y 2 3 y 2

Abbildung zeigt die Ellipse sowohl in den neuen Koordinaten x™und
y™als auch in den alten Koordinaten x und y.

Abbildung 25.4. Eine Ellipse in neuen und in alten Koordinaten.
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Bemerkung/Definition 25.12. Quadriken in der Ebene heifen auch Kegel-
schnitte, weil sie durch den Schnitt eines Kegels mit einer Ebene entstehen.
Dies wusste bereits Apollonius von Perge (262 - 190 v.Chr.). Abbildung[25.5
zeigt den Kegel mit Gleichung K : x? +y? = 72 und einige Schnitte. Einsetzen

Abbildung 25.5. Einige Schnitte eines Kegels.

von z = r in K zeigt beispielsweise sofort, dass ein Schnitt mit der Ebenez =r
einen Kreis mit Radius r aus K ausschneidet. Eine Hyperbel erhalt man durch
Schnitt mit y = r. Der Leser kann sich leicht selbst tGberlegen, wie man die
weiteren Kegelschnitte erhalt.

Bemerkung 25.13 (Brennpunkte von Ellipsen). Kegelschnitte haben viele
interessante Eigenschaften. Beispielsweise haben Ellipsen zwei sogenannte
Brennpunkte (s. Abb.[25.6): Ein Lichtstrahl, der von einem der beiden Brenn-
punkte in eine beliebige Richtung ausgesendet wird, wird an der Ellipse so
reflektiert, dass er durch den anderen Brennpunkt lauft. Die entsprechende

y A

Abbildung 25.6. Die Brennpunktseigenschaft von Ellipsen.

Eigenschaft im Dreidimensionalen wurde beispielsweise in einigen Burgen
benutzt, um Besucher, die eine heimliche Unterredung fuhren wollten, abzu-
horen: Bei einer Decke, die Ellipsoidenform hat, muss man nur die Besucher
in den einen Brennpunkt stellen und im anderen Brennpunkt stehen, um der
Unterhaltung zu lauschen, auch wenn sie flisternd von statten geht.
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Skizze fehlt:
fig:ParabelBrennpunkt!
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Tatsachlich nutzt man die Brennpunktseigenschaft auch heute aus, insbeson-
dere in der Variante fur Parabeln. Diese haben namlich nur einen Brennpunkt,
siehe Abb.[25.7| Ein Parabolspiegel, der die Form einer um ihre Symmetrie-

fig:ParabelBrennpunkt

Abbildung 25.7. SKIZZE FEHLT!

achse rotierenden Parabel besitzt (genannt Paraboloid, siehe Abschnitt[25.3)
hat dann auch nur einen Brennpunkt. Platziert man in diesem den Ener-
gieumwandler bzw. Empfénger, so ist es effizient moglich, Daten aus dem
All zu empfangen oder Strom aus Sonnenenergie zu gewinnen.

Fur viele weitere Eigenschaften von Quadriken und anderen geometrischen
Objekten ist [HCV32] ein sehr lesenswertes Buch.

Beweis (des Satzes[25.8zur Klassifikation der Quadriken im R"). Nach dem Satz
Uber die Hauptachsentransformation [S1CSIO(n), so dass

[

)
StAsS=g5 . %D

An

Ist k die Anzahl der positiven Eigenwerte, m = rang A, dann kénnen wir also
ohne Beschrankung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) annehmen, dass
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fur gewisse 0; [[Rso. Bezlglich der Koordinaten y [CR" mit
X =Sy
schreibt sich q(x) = x! Ax + bt x + ¢ nun:

mjyjtl 1
asy)= S-S+  byi+c

2
i-1 N e 4

flr gewisse by (genauer: bt = pt S). Also ist die erweiterte Matrix beztglich
der y—Koordinaten von der Gestalt:

b by [bmus . by
C 12 2 |2 2
by |1
2
2 af
1
2
uk
—_1 0
2
uk-¢-1
[ _1
2 o?
bm+1
2
: 0 0
[
2

Wir mochten g auf noch schonere Form bringen. Dies erreichen wir durch die
Translationen:

i S N T

Yi= P2
+b7a i k+1,...,m}

q hat dann die Gestalt (d.h. die linearen Terme 5.37| sind fir | < m nicht
vorhanden):

EgZ1 0
J

W= -

i=1 Ti j=k+l

z|\<
o[ <

1
+ by +¢C.
I=m+1

—

Die erweiterte Matrix sieht jetzt also folgendermalen aus:
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~ Bm-*- ~n
C 0 21 iy
0| . 0
6m+l
2
10 0
2
Sind alle byt = -+ = by = 0 und & = 0 so sind wir in Fall (a).
Ist aber byyq = -+ = by = 0, # 0, so liefert Division durch & den Fall (b).

Ist schlief3lich (Bm+1,...,5n) # (0,...,0), so kbnnen wir neue Koordinaten
(]

yol.. ..., yieinfuhren, so dass
1
bi§ = bn?+lynl?+1'
l=m+1
Translation (um € auf null zu bringen) und Division durch bnE'H liefert dann
den Fall (c). 1

25.3 Klassifikation von Quadrikenim Falln = 3

Im Fall n = 3, d.h. im R®, haben wir also eine Quadrik:

O]
q(X,y,Z)—(lxleXe,)-A-%i%
X3

wobei die erweiterte Matrix A zu A = (aij) symmetrisch ist und die Form hat:

Ll b o5
2 2 2

djl a2 ai3
dp1 A2 a3
a3 Az as3

Wir schreiben: m = rang A, M = rang A. Damit gibt es die folgenden Falle
(bei den Graphiken ist das Koordinatensystem haufig etwas gedreht, damit
man die Geometrie der Quadrik besser erkennen kann; unendlich grof3e
Oberflachen sind mit einer Kugel abgeschnitten):

1) m =3,M = 4,k = 3, ein Ellipsoid (Abb.[25.8):

2 2 2
2 2 2
al GZ GS
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Abbildung 25.8. Ein Ellipsoid.

2) m=3=m,k =2, ein Kegel (auch Doppelkegel genannt, s. Abb. 25.9):

2 2 2
Xl X2 X

[— + _—
2 2 2
Gl (XZ a

Abbildung 25.9. Ein Kegel.

3) m = 3,M = 4,k = 1,2, Hyperboloiden (Abb. [25.10): Ein einschaliger
Hyperboloid ist durch
X% %
St 5=l
al GZ 03
gegeben (k = 2). Einen zweischaligen Hyperboloiden erhélt man durch
Anderung des Vorzeichens auf der rechten Seite (bzw. durch k = 1):

2 2 2 2 2 2
L T D . .
2 2 2 2 2 2
Gl CXZ (13 Gl 0(2 03

Die beiden Hyperboloiden entstehen auch als Deformation des Kegels,
indem die a; immer groRer gewéhlt werden oder aquivalent auf der
rechten Seite statt der 1 ein € immer ndher an 0 gewahlt wird (Abb.

25.11):
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Abbildung 25.10. Ein— und zweischaliger Hyperboloid.

2 2 2

X1 . X2 X3 _
priion By
al GZ q3

Abbildung 25.11. Hyperboloiden als Deformationen des Kegels: links der ein—, rechts
der zweischalige und in der Mitte beide Deformationen gemeinsam.

4) m = 2,m = 4, Paraboloide (Abb.|25.12):
Es gibt den elliptischen Paraboloiden (k = 2),

X2 X2
2T =%
a (12

und den hyperbolischen Paraboloiden (k = 1):

2 2
1%
22
a9
5) Allgemein nennt man jede Quadrik, deren Normalform nur von zwei
Variablen abhangt, Zylinder.

m = 2, M = 3: Hier (Abb.[25.13) erhalten wir einen elliptischen Zylinder
(k = 2) und einen hyperbolischen Zylinder (k = 1):
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Abbildung 25.12. Ein elliptischer und ein hyperbolischer Paraboloid.

+ 2 =1

Ist beim elliptischen speziell a; = a,, so nennt man diesen auch Kreiszy-

10

Abbildung 25.13. Elliptischer und hyperbolischer Zylinder.

m = 1, M = 3: Offenbar ist dies auch ein Zylinder, und zwar ein paraboli-
scher Zylinder (Abb.|25.14):

Xo.

m = 2,M = 2: Natirlich sind dies prinzipiell zwar auch Zylinder. Al-

lerdings sind sie so speziell, dass man sie Ublicherweise nicht als solche
bezeichnet.

Fur k = 1 erhalten wir namlich

2 2

Xl X2

@ a
1 2
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Abbildung 25.14. Ein parabolischer Zylinder.

Abbildung 25.15. Zwei Ebenen.

was (wegen einer binomischen Formel) in zwei lineare Faktoren, d.h. in
zwei Ebenen, zerfallt.

Fur k = 2 ergibt sich
X2 X2
B0
ul GZ
was genau von den Punkten (0,0, x3) [CR® mit x3 R beliebig, erfillt
wird. Geometrisch erhalten wir also eine Gerade (Abb. |25.16), namlich
die x3—Achse.

Abbildung 25.16. Eine Gerade im R® als Quadrik.
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6) Selbstverstandlich gibt es noch einige weitere Falle. Beispielsweise ist es
uns moglich, auch die leere Menge oder einen Punkt als Quadrik im R®
erhalten. Diese Falle wird der Leser ohne Muhe angeben kdnnen.

Bemerkung 25.14 (Echtzeit-Visualisierung algebraischer Flachen). Léasst
man, statt wie bei Quadriken, auch Polynome héheren Grades in drei Va-
riablen zu, so heiBen deren Nullstellenmengen im R? algebraische Flachen.
Deren Visualisierung ist in letzter Zeit auf dem Grenzgebiet zwischen Mathe-
matik und Informatik sehr aktuell, da dies durch Verwendung von schnellen
Graphikkarten in Echtzeit moglich ist. Leider ist noch keines der existieren-
den Programme zufriedenstellend in der Hinsicht, dass es sowohl schnell
genug ist als auch korrekte Ergebnisse liefert.

Das Studium der Probleme, die hierbei auftreten, als auch die Entwicklung
geeigneter Algorithmen und Software ist einer der Forschungsschwerpunk-
te des Autors Oliver Labs. Natirlich kénnen daher auf diesem Gebiet sehr
viele interessante und motivierende Bachelor- und Master—Arbeits—Projekte
(groRtenteils mit einem relevanten Programmier—Anteil) vergeben werden,
die — nicht wie so viele andere — in der Schublade versinken und nie wie-
der betrachtet werden, sondern deren Ergebnisse tatsachlich von Geometern
weltweit benutzt werden.

Beispielsweise ist die von Oliver Labs entwickelte Software surfex (sie-
he http://www.surfex.AlgebraicSurface.net), auch, wenn sie noch nicht
in Version 1.0 existiert, trotzdem eines der auf diesem Gebiet von alge-
braischen Geometern meist genutzten Programme. Die Software surfer
(http://www.surfer. Imaginary2008.de), die eine noch einfachere Benut-
zerschnittstelle bereit stellt und die von Oliver Labs gemeinsam mit dem
Mathematischen Forschungsinstitut Oberwolfach fr die Wanderausstellung
Imaginary (http://www. Imaginary2008.de) entwickelt wurde, ist unter allen
bekannten Betriebssystemen einfach zu installieren. Sie ermdglicht es insbe-
sondere, die hier vorgestellten Graphiken ohne grofien Aufwand selbst zu
erzeugen.

surfer und surfex benutzen im Hintergrund das Programm surf, das wie-
derum auf der Visualisierungs-Technik des Raytracings basiert (s. dazu z.B.
http://de.wikipedia.org/wiki/Raytracing). Da hierbei einfach endlich
viele Strahlen von einem virtuellen Auge ausgesandt werden, wird es selbst-
verstandlich vorkommen, dass besonders kleine oder diinne Objekte, wie z.B.
eine Gerade, meist gar nicht von diesen Strahlen getroffen werden und daher
im Bild (unkorrekterweise) weggelassen werden. Fur das Bild der Gerade
in der obigen Liste (Abb. haben wird daher ein wenig geschummelt
und statt dessen die Gleichung eines diinnen Kreiszylinders visualisiert. Sol-
che und verwandte Probleme demnéchst automatisiert und in Echtzeit 16sen
zu koénnen, ist Aufgabe der aktuellen Forschung auf diesem Gebiet. Wie
oben schon erwéhnt, kénnen hierzu in unserer Arbeitsgruppe interessante
Abschluss—Arbeitsthemen vergeben werden.


http://www.surfex.AlgebraicSurface.net
http://www.surfer.Imaginary2008.de
http://www.Imaginary2008.de
http://de.wikipedia.org/wiki/Raytracing
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25.4 Typen von Quadriken

Mit der Hauptachsentransformation und einigen weiteren Koordinaten—
Anderungen kann man, wie wir gesehen haben, die Normalform fiir jede
Quadrik bestimmen.

Manchmal interessiert man sich aber nur fir den Typ einer Quadrik, d.h.
fur die Normalform, wenn man auch Streckungen und Stauchungen in den
Koordinaten erlaubt, so dass also alle a; im Klassifikationssatz = 1 gewahlt
werden kénnen.

Dies kann man oft wesentlich einfacher erreichen, insbesondere ohne das
Berechnen der Eigenwerte und —vektoren. Betrachten wir dazu das Beispiel
25.11/von oben noch einmal:

qx,y) =x> —xy +y?—x—y—-1=0.

Mit quadratischer Ergdnzung kénnen wir zunachst den gemischen Term —xy
eleminieren:
L B

_ _ = _22 2 oy —
qx,y) = x SV TV Y Xy 1

%yz mussen wir wieder abziehen, da wir den Fehler, den wir beim Ersetzen
von x? durch (x — %y)2 gemacht haben, wieder beheben mussen. Fiihren wir
nun neue Koordinaten ein,

so erhalten wir, da dann x = X + %y ist, und da wir weiter mit quadratischer
Erganzung die linearen Terme eliminieren konnen:

3 1
_,..2 _~2_~__~_~_
qx,y) =X s A 1

wennwir x-= %=1 und y= §—1als neue Koordinaten wéhlen. x2+ 2y2-2 =
0 beschreibt offenbar eine Ellipse.

Doch warum bedeutet dieses, dass die Ursprungsquadrik in den Koordinaten
X,y ebenfalls eine Ellipse ist? Im Gegensatz zu den im Klassifikationssatz
erlauten Koordinatentransformationen, die durch eine orthogonale Matrix
gegeben sind, haben wir hier andere lineare Koordinatentransformationen
vorgenommen.
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Man musste nun beweisen, dass tatsdchlich eine Abbildung x B Ax +t
mit A CGL(2,R), t [CR", eine Quadrik eines bestimmen Typs wieder auf
eine des gleichen Typs abbildet. In einer Geometrie-\Vorlesung wirde man
dies selbstverstéandlich durchftihren, da es nicht sehr schwierig ist, doch hier
kénnen wir aus Zeitgriinden nicht weiter darauf eingehen.

Wir mdchten hier nur noch einmal auf das obige Beispiel zuriickkommen.
Wir erhalten schlief3lich eine Ellipse, was beweist, dass die ursprungliche
Quadrik ebenfalls vom Typ Ellipse war. Allerdings ist Kreis kein Typ einer
Quadrik im obigen Sinn, denn eine Veranderung der a; macht aus einem Kreis
ja eine Ellipse. AuRerdem lassen allgemeine Koordinatentransformationen
(mit A [GL(n, R), nicht unbedingt in SO(n)) Abstande nicht unbedingt fest,
so dass naturlich dabei problemlos aus einem Kreis eine Ellipse werden kann,
die kein Kreis ist, und umgekehrt.

Aufgaben

Aufgabe 25.1 (Kegelschnitte). Stellen Sie fest, zu welchem Typ die folgenden
Kegelschnitte (d.h. Quadriken in der Ebene R?, in zwei Variablen) gehéren
und zeichnen Sie diese, gemeinsam mit ihren Hauptachsen, jeweils in ein
Koordinatensystem ein:

1. —8x? + 12xy — 6x + 8y? — 18y + 8 = 0,
2.5x2 —8xy + 2x + 5y? + 2y + 1 = 0.

Aufgabe 25.2 (Quadriken im R3). Stellen Sie fest, zu welchem Typ die fol-
gende Quadrik im R® gehoért und zeichnen Sie sie, gemeinsam mit ihren
Hauptachsen, in ein Koordinatensystem ein:

2X% + 2xXy +2y? = 2xz + 222 —2yz—1=0.
Aufgabe 25.3 (Geraden auf Quadriken).

1. Zeigen Sie, dass auf einem einschaligen Hyperboloid sowie auf einem
hyperbolischen Paraboloid zwei Scharen von oo vielen Geraden liegen
und dass diese die folgende Eigenschaft besitzen: Jede Gerade schneidet
zwar keine der Geraden der eigenen Schar, schneidet aber jede Gerade
der anderen Schar in genau einem Punkt.

2. Zeigen Sie, dass auf einem Ellipsoid und auf einem zweischaligen Hy-
perboloid keine Geraden liegen.

Aufgabe 25.4 (Drei Windschiefe Geraden definieren eine Quadrik).

genaue Referenz an-
geben!
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Es seien 3 paarweise windschiefe Geraden Iy, I, I3 im R® gegeben. Zeigen
Sie: Es gibt genau eine Quadrik, die diese 3 Geraden enthalt; diese ist ein
einschaliges Hyperboloid oder ein hyperbolischer Paraboloid. Wie erhalt
man alle Geraden aus den gegebenen dreien geometrisch?

Hinweise: Zur Existenz der Quadrik kann man ausnutzen, dass der Raum
R[X, Y, z]<» der Quadriken im R® 10-dimensional ist. Wie viele lineare Be-
dingungen an die Koeffizienten einer Quadrik sind es, eine vorgegebene
Gerade zu enthalten?

Um alle Geraden zu finden, betrachten Sie zunachst eine Ebene E, die von
I; und einem Punkt p [IJ aufgespannt wird. E schneidet I3 in einem Punkt
g. Nun geht durch p und g eine Gerade. In wievielen Punkten kann eine
Gerade eine Quadrik im R® maximal schneiden, ohne in ihr zu liegen?

. Es seien 4 paarweise windschiefe Geraden im R® gegeben. Zeigen Sie:

Es gibt entweder 0, 1, 2 oder oo viele Geraden im R?, die alle 4 Geraden
schneiden.
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Skalarprodukte

Im Kapitel 25/ Uber die Hauptachsentransformation haben wir einige Resul-
tate unbewiesen benutzt, um zunéchst die Geometrie — insbesondere der
Quadriken — zu betonen. Hier werden diese schon benutzten Ergebnisse ge-
zeigt und einige verwandte wichtige Begriffe eingefuhrt: Im ersten Abschnitt
Uber hermitesche Skalarprodukte werden wir (in einer allgemeineren Situa-
tion) nachweisen, dass reelle symmetrische Matrizen tatsachlich nur reelle
Eigenwerte besitzen. Nach Ausflihrungen tber allgemeinere Skalarproduk-
te und deren Beziehung zum Vorzeichen von reellen Eigenwerten sowie zu
Normen werden wir im Abschnitt tber Orthonormalisierung schlief3lich das
Gram-Schmidt-\erfahren erklaren, mit Hilfe dessen wir die im Beweis zu
Satz[25.4 nicht gelOste Frage klaren, wie wir eine Basis aus zueinander ortho-
gonal stehenden Vektoren der Lange 1 explizit produzieren kénnen.

26.1 Das hermitesche Skalarprodukt

Die komplexen Zahlen sind zwar nicht unser Hauptanwendungsgebiet, doch
viele Phanomene lassen sich mit ihrer Hilfe wesentlich besser und konzeptu-
eller verstehen als Uber den reellen Zahlen. Hierzu gehdrt die Frage nach der
Realitat von Eigenwerten symmetrischer Matrizen, die sich im komplexen
Fall zu sogenannten hermiteschen Matrizen verallgemeinern, genauso wie
die Hauptachsentransformation symmetrischer Matrizen mit Hilfe orthogo-
naler Matrizen, die sich zu sogenannten unitaren Matrizen im Komplexen
verallgemeinern.

Wir betrachten also den Kérper C der komplexen Zahlen (siehe auch Ab-
schnitt[7.1), bestehend aus Elementen der Form z = x + iy, wobei X,y R
und i [T : i? = —1. Die komplexe Konjugation eines solchen Elementes
z = x + iy [Q ist definiert als die Abbildung (siehe auch Abb.[26.1):

Vorlesung vom:
15. Juli 2009
Qualitatsstand:
erste \Version
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TC o Ciz=x+iyB zZ:=x—liy.

y
|
1 .
“1-0+1-i=i} A
i b{ .z—a+|b
—————————— P
-1+0-i=-1 | 1=1+4+0i a x
_bl . i
l-oj=0-1.i=-it z=a—ib

Abbildung 26.1. Die komplexe Konjugation.

Definition 26.1. Das hermitesche Skalarprodukt auf C" ist durch

1
ZwlE  Zjw, z,w Q"
j=1

definiert, d.h. @wlF ztw.
Proposition 26.2 (Eigenschaften des hermiteschen Skalarproduktes). Es
gilt:

1) Additivitat:

[Zlv+wlZF Z]vF [ZJwl]
[zl+ v,wlZF [Z]wlF M wl]

[z, v Ca".
2) Sesquilinearitat (d.h. (1 + %)—fache Linearitat):

Nz, wE AZ)w]
ZAwlF Az wld

[A1CQq, z,w Q™.

3) Hermitesch:
W, z[F Z@w [z 3",

inshesondere:
Z]z(ITR [z1Qa".
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4) Positiv Definitheit:
zlz[20 [z1TQ"

und Gleichheit gilt nur fir z = 0.

Beweis. Wir zeigen nur die letzte Eigenschaft, da die anderen nicht allzu
schwer nachzuweisen sind. Fr z 3" schreiben wir dafir z; = x;+iyj, x;,y; 1
R. Damitist Z] - z; = (x; — iy})(X + iy;j) = xJ? + yj? und wir erhalten:

1
@zF (G +y)=0
j=1

und Gleichheit gilt genau dann, wenn: x; = y; =0 [jd- z =0. —1
Die zugehorige Norm (auch: induzierte Norm) auf C" ist
—1
I [z

Wie im Reellen Fall ist ein normierter Vektor z Q" einer mit [ZL* 1. Fir
v Q" v #0, ist %jnormiert. z und w heifRen senkrecht zueinander, wenn
[Z]lwlZE 0, in Zeichen z [Cwl

Definition 26.3. Eine Matrix A Q™" heil3t hermitesch, wenn

Az, wlZF AW [z Ca™.
Bemerkung 26.4. Da Z]w3 z'-wund da Azt-w = Z'Atw, ist
Aztw = Bz, wZF Z AW Z' Aw

genau dann erfillt, wenn At = A gilt. Insbesondere sind die Diagonalein-
trége ay einer hermiteschen Matrix A = (ay;) reell und a; = aj. Jede reelle
symmetrische Matrix ist offenbar auch hermitesch.

Satz 26.5. Die Eigenwerte einer hermitischen Matrix sind alle reell.

Beweis. Sei A = Atundv Q" \{0} ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A,
also A v =A-v.Dann gilt:

AM VE MAVEE M AVCE By, viF A, viE AM v
Dies zeigt: A —A)Mv[E0 CAZF A d.h. A [R. 1

Als direktes Korollar erhalten wir Satz[25.3 tiber die Realitat der Eigenwerte
von symmetrischen Matrizen. Nun zur Verallgemeinerung der Hauptach-
sentransformation symmetrischer Matrizen durch orthogonale auf jene her-
mitescher durch sogenannte unitare Matrizen:
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Proposition/Definition 26.6. Eine Matrix S CGL(n, C) heiflt unitér, wenn
St.S=E.

Mit | E_ |
U(n) = S [GL(n,C) BS''S=E

bezeichnen wir die unitare Gruppe. Die Gruppe SU(n) der speziellen unitaren
Matrizen ist:
SU(n) :={S [(n) | detS = 1}.

Beweis. Wir missen nachrechnen, dass U(n) und SU(n) tatsachlich Gruppen sind.
Wir zeigen nur die Abgeschlossenheit der Multiplikation in U(n): Seien S, T [CU(n).

Nach Definition gilt: S'S = E, T'T = E, also S = Stund Tt = Tt 1
(ST)L(ST) = (S'T)-(ST) = (T'SY) - (ST)=T'E-T=E. -

Inzwischen haben wir schon einige Matrixgruppen kennengelernt. GL(n, K),
SL(n, K) := {A CGL(n,K) | detA = 1}, SO(n) = SL(n,R) n GL(n,R) CQ(n) 1
GL(n,R), SU(n) (n) CGL(n, C).

Beispiel 26.7. Die eindimensionale unitare Gruppe

J B O
U@)= A CQ Ban=1

— (| 1
ist einfach zu verstehen: Da AA = AP ist U(1) = A [Q EW =1 . Sie besteht

also aus allen komplexen Zahlen auf dem Einheitskreis.

Bemerkung 26.8. Eine Matrix S = (vy,...,Vv,) CGL(n, C) ist genau dann uni-
tar, wenn die Spaltenvektoren vy, ..., vy normiert sind und zueinander senk-
recht stehen.

Beweis. Es gilt: S'-S = (Vi 'Vi)ker.n 1=1...n- L1

Damit kénnen wir das komplexe Analogon zur Hauptachsentransformation
formulieren:

Satz 26.9. Sei A LA™ eine hermitesche Matrix. Dann existiert eine unitare Matrix

S [(n), so dass
1 0 =
StAS = % mit A; CR.

An
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Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis der Hauptachsentransformation
fur symmetrische Matrizen A [R™" (Satz[25.4).

Sei A [T ein Eigenwert von A. Nach Satz ist A [R. Sei v ein Eigen-
vektor zu A; ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, dass VI # 1. Nun
betrachten wir:

via W ={w Q" | MwZ0}=C"?

da vl w3 0 eine Ursprungs—Hyperebene im C" definiert. Dann gilt fur alle
w CW:
[Aw, v[&F W, AvFE W, AviF= A, vIiE= 0,

d.h. wie im Reellen ist Al tatséchlich eine Abbildung in W, also Alw: W -
W. Mit Induktion existiert eine Basis v», ..., Vv, von W aus normierten zuein-
ander senkrechten Eigenvektoren von A. Wir setzen S := (vg,...,V,); damit
gilt:

10 =
§tAS:§t(AV1,AV2,...,AVn) =§t()\1V1,...,)\nVn)= %
An

dav_ktv|=6k|. 1

26.2 Abstrakte Skalarprodukte

Bisher haben wir uns auf das Standard-Skalarprodukt im Reellen (siehe ins-
besondere Abschnitt[17.2) und das hermitesche Skalarprodukt im Komple-
xen, das wir im vorigen Abschnitt[26.1 betrachtet haben, beschrankt. Viele
der Eigenschaften dieser beiden Skalarprodukte kénnen wir auch in einen
allgemeineren Kontext bringen und so auch Begriffe wir Orthogonalitét in
anderen Raumen definieren. Dies hat sehr interessante Anwendungen in vie-
len Bereichen der Mathematik. Beispielsweise kénnen wir definieren, wann
zwei stetige Funktionen auf einem Intervall (dies findet insbesondere in der
Nummerik Anwendung) oder zwei Dichten (dazu kommen wir in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung im néchsten Semester) senkrecht zueinander stehen.

Im Folgenden bezeichnet K entweder den Korper R oder C.

Definition 26.10. V sei ein K—Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf V ist eine
Abbildung
LLEV XV o5 K, (v,w) B Mw

mit folgenden Eigenschaften:
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1) Additivitat:
oy + vy, wiE= Dy, w3 D, wid
M wy +wp & w4 Mw, ]
v, w, vy, Vo, Wy, Wy K",
2) Sesquilinearitat (d.h. (1 + %)—fache Linearitat):

AV, wE ANM w]
M AWEE ADM w

K vw M.
3) Hermitesch: -
MwE W, v w M
4) Positiv Definitheit:
MvE20 und MVEFO-v=0
v V.

Fur ein Skalarprodukt [].[HeiRt die Abbildung
—
V - R201 \Y g m:l: MVD

die zugehoérige Norm.

Beispiel 26.11. 1. R" bzw. C", versehen mit dem Standardskalarprodukt
bzw. dem hermiteschen Skalarprodukt.

2. Der Raum
V =C’[a,b] ={f: [a,b] - R| fiststetig}
der stetigen Funktionen (s. Kapitel[8), versehen mit dem Skalarprodukt

M1
flglx f(Hg(t)dt
a
Additivitat, Sesquilinearitat und Hermitsch sind offenbar erfullt wegen
der Linearitat des Integrals und weil komplexe Konjugation auf reellen
Zahlen keine Auswirkungen hat. Um zu erkennen, dass die Formel tat-

séchlich ein Skalarprodukt definiert, missen wir als noch die positive
Definitheit einsehen. Offenbar gilt:

]
0 [fOPdt=0.



Problem:
Skizze fehlt:
fig:Stetigint!
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fig:Stetigint

Abbildung 26.2. SKIZZE FEHLT!

Ist f # 0, d.h. f ist nicht die konstante Nullfunktion, dann [ig] [C(&,b) :
f(tp) # 0, also wegen der Stetigkeit (s. Abb.[26.2) [£1> 0, & > 0 mit
|f(t)| > € it |t —to| < . Es folgt:

o] p0]
[fO)P dt= € dt=2e25>0.

a to—0

. Die komplexe Variante davon ist:

O g O ed
V= f:[ab] - C Of stetig, OlglF  f(t)g(t)dt.

a

. Sei ¢ eine Dichte, d.h.: ¢: [a,b] — R ist strikt positiv und stiickwei-

se stetig. Auf dem Vektorraum aller Dichten kénnen wir das folgende
Skalarprodukt nutzen:
1
Hgll= f(Hg®() dt.

a

. Sei V = K" endlich-dimensional und

LAV XV - K

ein Skalarprodukt. Die Einheitsvektoren von V bezeichnen wir wie Ublich
mit: e, CH". Wir setzen:

ayj = [ek, ej[3F [g), ex [ aj«.

Sei A = (a;). Dann ist A offenbar hermitesch. Die so definierte Matrix
A bestimmt das Skalarprodukt schon eindeutig: Zwei beliebige Vektoren

Vorlesung vom:

17. Juli 2009
Qualitatsstand:

erste \ersion

Problem:

noch erkléren: Die-
ses Skalarprodukt
als stetige Variante
des Standard-
Skalarproduktes auf
R", mit Bild!
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z,w [K" schreiben sich namlich z = Ze, W = wiej flr gewisse
k=1 j=1
7, wj LK und es gilt:

11 | DN | I |
ZwlF Zhew, Wiej[F  Zx  wjag =Z"Aw.
k=1 j=1 k=1 j=1

Ist umgekehrt A [CK™" eine beliebige hermitesche Matrix, so definiert
sie vermoge
Zwlal:=Z'Aw

ein Skalarprodukt zur hermiteschen Matrix A auf K" genau dann, wenn
alle Eigenwerte von A strikt positiv sind: Ist némlich v ein Eigenvektor
von A zum Eigenwert A, so gilt: M via = VIAv = VIAv = AVv. Aber:
Aiv>0 < A>0daviv>0.

Auf einem Vektorraum, der ein solches Skalarprodukt besitzt, kdnnen wir
explizit Basen konstruieren, so dass deren Vektoren paarweise senkrecht auf-
einander stehen und normiert sind:

Beispiel 26.12. Wir betrachten den Untervektorraum

LI 1]
U=E% QJEEF
ESES

und mdchten eine Basis von U finden, deren Elemente orthogonal zueinander
stehen, d.h. wir suchen z.B. v = a(1, 2, 1) +b(, 3, 0)! mit

0=(1,21 ' v=vi+2v, +Vv3 = (@a+h)+2-(2a+3b) +a=6a+ 7b.

Offenbar durfen wir einen der Koeffizienten frei wahlen (nur b = 0 ist nattir-
lich nicht erlaubt), z.B.a=t [R,d.h.b = —%t, um eine Lésung v zu erhalten.
Dies sollte uns nicht wundern, da natirlich mit v auch jeder Vektor s - v mit
s # 0 eine Losung ist.

Dies geht allerdings auch wesentlich einfacher mit folgendem Verfahren:

Satz 26.13 (Gram-Schmidt-Verfahren). Sei V ein K-Vektorraum mit Skalar-
produkt und wq, ..., wp eine Familie von linear unabhangigen Vektoren (also insbe-
sondere: dimDalq, ..., wy[F k [KE 1,...,n). Dann existieren Vektoren vy, ...,V
inV mit 0, v; & ;5 furd, j C1,2,...,n}, so dass:

O, ..o, v B D, .., wi T fUrk=1,...,n.

Beweis. Wir gehen induktiv vor:
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1. Zunachst wahlen wir vy := %—im Dann ist v; normiert und 074 (& 0y [

2. Sind vy, ..., V1 schon definiert, dann setzen wir:

K1
Uk '= Wy — v, w [V
j=1
Dafur gilt:
K1
0, u & M, w3 DM, wy [, vi &0, 1=1,2,... k=1,

j=t

also:uy [, ..., v [UiNd ug # 0, dawy ¢ DM, ..., Vg O3 D, ..., Wi—q [

3. Dann setzen wir

e
k_lﬂl(l—_i—l

so dass vy, ..., Vk ein sogenanntes Orthonormalsystem (siehe auch Def.
26.24) ist. AuBerdem gilt: Dalq, ..., wy[F O, . .., v [d

1

Dieser Satz liefert also die Bestatigung, dass wir die im Beweis zur Haupt-
achsentransformation (Satz|25.4) nétige Basis aus orthogonal zueinander ste-
henden normierten Vektoren tatséchlich explizit konstruieren kdénnen. Ein
Beispiel in einer htheren Dimension, so dass man nicht einfach durch kurzes
Uberlegen direkt eine Basis hinschreiben kann:

Beispiel 26.14. Wir betrachten V = R* mit dem Standard-Skalarprodukt und

der Basis: O O 0O .
1
1
-1

Um eine sogenannte Orthonormalbasis (siehe auch Def. 26.24) daraus zu
machen, missen wir nach dem Gram-Schmidt-\erfahren setzen:

]

1 V_
V1=§W1= da2= 4= w, L1

Damit kénnen wir nun v, berechnen:
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Up = wWp — vh, wp vy =

(I

NI= NI NI NI
=)
%)
o
<
N
Il
I
c
N

Der dritte Vektor v3 ergibt sich daraus folgendermafen:

us
Uz = Wz — v}, wa v — Vb, wa b, also vz = ——
3 3 3 3 3 [up[]

Il
)
A

SchlieBlich finden wir flr ug

5
g

Ug = Wy

Bl Bl B S
NI- NI NI N

also:

u
V4 = —4I:]: %

1 O
2
1
2
1
2
1
2

Die Matrix der Spaltenvektoren ist demnach:

MM

1
(Vivavavg) = -

5B SO(4) CGL(4,R).

Leider muss man feststellen, dass — im Gegensatz zum obigen Beispiel — bei
diesem Verfahren wegen der Normierung meist Quadratwurzeln auftreten,
die Berechnungen mit Papier und Bleistift etwas anstrengend machen. Auler
einigen kleinen Rechnungen zum vertiefenden Verstandnis wird man daher
zur praktischen Durchfihrung meist einen Computer verwenden.
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26.3 Das Hurwitz—Kriterium

In Beispiel[26.11]5 haben wir gesehen, dass genau solche hermiteschen Matri-
zen ein Skalarprodukt definieren, die nur strikt positive Eigenwerte besitzen.
Wir untersuchen nun, welche hermiteschen Matrizen diese besondere Eigen-
schaft erftllen.

Es gibt aulRerdem noch weitere gute Motivationen, dieses Problem zu studie-
ren. Solche Fragen sind ndmlich zentral bei der Untersuchung von Funktio-
nen im Mehrdimensionalen, die wir im néchsten Semester betrachten wer-
den: In Analogie zur Kurvendiskussion in einer reellen Variablen (siehe Ka-
pitel[10), in der ein Punkt mit verschwindender erster und positiver zweiter
Ableitung ein Minimum darstellt, ist im Mehrdimensionalen Fall ein Punkt
ein Minimum, wenn dort die erste Ableitung verschwindet und die Determi-
nante der sogenannten Hesse—Matrix nur strikt positive Eigenwerte besitzt.

Abbildung 26.3. Eine reelle Funktion im Mehrdimensionalen mit einem Maximum
und einem Sattelpunkt. Eine Unterscheidung zwischen Minimum, Maximum, etc.
liefert hier die positive bzw. negative Definitheit einer geeigneten Matrix.

Proposition/Definition 26.15. Eine hermitesche (oder symmetrische) Matrix A []
K™" heilt positiv definit (in Zeichen: A > 0), wenn folgende dquivalente Bedin-
gungen erfallt sind:

1) Alle Eigenwerte von A sind strikt positiv.

2)Z'Az>0 [ZIK"\{0}.

3) Durch
Zwi=7Z'Aw

wird ein Skalarprodukt auf K" definiert.

Beweis. Wir mussen die Aquivalenz der drei Aussagen zeigen:
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2) = 3) Zunéachst ist 3) [2)klar, weil 2) eine Teilaussage von 3) ist. Flr
die andere Richtung ist nur die hermitesche Eigenschaft nicht selbstver-

standlich. Dies folgt aber aus At = A [T RKi=A:

W, z[ = W'(Az) = (Z' AYW = ' AW = (Z Aw) = D WAl

3) [I)ISei A ein Eigenwert, v K" ein zugehériger Eigenvektor. Dann gilt:
0 < M VA= V'Av) = V'(Av) = AV'y,

also:A>0,davtv>0.

1) [2YINach Satz [26.9 und Satz [24.4 existiert eine Basis von K" aus nor-
mierten Eigenvektoren von A, etwa vy, ..., V,, die wir nach dem Gram-
Schmidt-Verfahren|26.13 auch orthogonal zueinander wéhlen kénnen. In
dieser Basis konnen wir z CK" schreiben als

1
z= ¢V} #0,
j=1

far gewisse ¢; [CK. Damit gilt:

B I NN 5l B g
Z'Az = CjVj A CkVk
j=1 k=1
1
TV AV
k=1
P 1
= C_jCk)\kéjk, da V_jt Vg = 6jk
k=1
1
le A > 0
k=1

da alle A > 0 und wenigstens ein ¢ # 0.

—1
Vorlesung vom: Satz 26.16 (Hurwitz—Kriterium). Eine hemitesche Matrix A (&) Q™" ist
22. Juli 2009 positiv definit genau dann, wenn samtliche oberen linken Minoren strikt positiv sind,

Qualitatsstand: d.h. wenn: . ]

erste Version 1 ... gk
detg .. ;%O [kl=1,2,...,n.

A .. Ak
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OD
SHo
2

=3>0, 8-2-2=4>0.

Beispiel 26.17. Es gilt O
A=

nach dem Kriterium,da2 >0, 4-—

=N

2
1
0
1

Beweis (des Hurwitz—Kriteriums (Satz 26.16)). Ist zunachst A > 0, dann sind
nach Definition auch alle Untermatritzen

] ]
1 ... gk
Ak ... Ak

Bedingung 2) in[26.15]ist namlich auch fur z = (z, ..., z.,0,...,0)t erfullt und
Z1,...,.Z2)AZ1, ..., 2)' >0 = (Z1,...,7,0,...,0A(z1, ..., Z,0,...,0)t > 0.

Auch diese Untermatrizen haben also nur positive Eigenwerte. Aber die
Determinante det Ay ist das Produkt aller Eigenwerte der Matrix und somit
auch strikt positiv. Die Bedingung ist also notwendig.

Wir missen noch zeigen, dass sie auch hinreichend ist. Dazu verwenden wir
Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist klar. Es bleibt also noch der Induktions-
schrittn—1 - n:

Nach Induktionsvoraussetzung ist:
] ]

11 .+ QAin-1
B=H: . %0.

an-1,1 -+ dn-1,n-1

Da B ebenfalls hermitesch ist, existiert S [J(n — 1), so dass:

far gewisse b [Q,i=1,2,...,n—1, c Q. Wir betrachten nun:
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0o, O
0 5%
T=% %ﬁi(nﬁ).

1

o og
TAH = . é:n
}\n—l
C

Da0 < detA = det A= detD, detT = detTt =1 undlﬁ?]. ., AL >0, folgt
c™> 0. Furw = (wy,...,wy)" # 0 gilt daher: W'Dw = 7 w? - Al wict> 0.
Insgesamt ergibt sich demnach:

Es gilt, da A”[R:

0<W!Dw=w!T!SH A sSFw.
Nun ist aber S5 [GL(n, C), d.h. [Z3¥ 0 [l # 0 mit z = STw, also:
ZY'"A-z>0 [Z%0 K"

d.h. A'ist positiv definit. —1

26.4 Normen

Wir haben bereits in einigen Spezialfallen Normen und damit Abstéande defi-
niert (s. beispielsweise Definition[26.10) und einige ihrer Eigenschaften nach-
gewiesen; nun folgt die allgemeine Definition:

Definition 26.18. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Abbildung
LTV - R
mit folgenden Eigenschaften:
1) =20und M F0 = v=0,
2) AWV A D] AICK, V1M,
3) ([=Ungleichung) D+ wl=x v+ ] Dvw M.

Beispiel 26.19. 1. Die euklidische Norm eines Skalarproduktes ist:

1
M= DMvL]

Um zu sehen, dass dies auch wirklich eine Norm in obigem Sinn ist,
mussen wir noch die [=Ungleichung zeigen, da die anderen Bedingungen
offensichtlich erfullt sind. Dies werden wir erst auf Seite[378 nach einigen
Vorbereitungen erledigen.
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2. Wir betrachten:

Ll O

i
V=R" m:%%

Xn

Dann ist die p-Norm, 1 < p < oo, definiert durch:

[ I Py
XL 1= [xglP °.
k=1
Die 2-Norm ist die euklidische Norm fur das Standard-Skalarprodukt
auf R".

3. Die Maximum-Norm oder co—Norm auf R" ist definiert durch:

XL = max{ |x |[k=1,...,n}

4. Analog zu den p—/co—Normen auf R" definieren wir fiir den Funktionen-
raumV = C[a, b]:

)
O = sup [f(x)], O1= [f(t)P dt
x [[alb] a

Wir haben zwar in diesem Semester gar nicht erklart, was Konvergenz und
Cauchy-Folgen sind, mdchten aber trotzdem kurz hierauf eingehen, da doch
viele der Horer im letzten Semester anwesend waren und da es hier sehr gut
passt:

Definition 26.20. Ein normierter Vektorraum ist ein K-Vektorraum V zusam-
men mit einer Norm. Die Norm gibt uns den Begriff einer Cauchy—Folge (siehe dazu
Definition[5.17 bzw. den ganzen Abschnitt[5.5). Ein normierter Raum, in dem jede
Cauchy-Folge konvergiert (siehe Definition|7.8), heiRt Banachraum.

Ein euklidischer Vektorraum (bzw. unitarer Vektorraum) ist ein endlich—
dimensionaler K-Vektorraum V fir K = R (bzw. K = C) zusammen mit einem
(hermiteschen) Skalarprodukt [1.IV x V - K.

Im Falle eines, moglicherweise unendlich—-dimensionalen, Vektorraumes mit Skalar-
produkt spricht man von einem Pré—Hilbertraum. Ein solcher heist Hilbertraum,
falls jede Cauchy—Folge konvergiert.

Beispiel 26.21. Jeder endlich—-dimensionale normierte K-Vektorraum, K = R
oder C, ist nach dem Volistandigkeitsaxiom (Satz[5.19) ein Banachraum.

Wie viele Aussagen Uber das Standard-Skalarprodukt, gilt auch die Cauchy—
Schwartz-Ungleichung (Satz[17.4) allgemeiner fir beliebige Skalarprodukte.
Auch fur unendliche-dimensionale Pra—Hilbertraume ist sie eines der zen-
tralen Hilfsmittel, um Konvergenz nachzuweisen (s. Beispiel 26.23):
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Satz 26.22 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sei []. [Cgin Skalarprodukt auf
dem K-Vektorraum V. Dann gilt fir x,y [\:

|y [ XT0yE]

und Gleichheit gilt fir x # 0 genau dann, wenn ein A K mit y = AXx existiert.

nicht oder nur knapp  Beweis. Der Beweis ist analog zu jenem furr das Standard-Skalarprodukt aus
vorgefiihrt Satz|17.4: FUr x = 0 [M ist nichts zu zeigen. Sei also x # 0. Wir setzen:

K [CH:= XxF XI21>0,¢ = -X y[TK.
Wir betrachten nun:

0 < [fix + py, dx + py 3 |¢|ZELXEP OO X[F Puid y [ [0y, y [ -
—2|xX1 yIA + | %] (v, I

x] , .
| (T T TR |
>0 =0

Wir kénnen also durch u dividieren und erhalten, nach Ausrechnen des
Ausdrucks in Klammern:

X2} 1= | ] y 1]

Die Monotonie der Wurzel (Bemerkung/5.30) liefert nun die Ungleichung.

Gilt Gleichheit, dann gilt Gleichheit von Anfang an, d.h. px+uy =0 [ y¥
nicht oder nur knaj N\ 1
pp X X.
vorgefuhrt

- Beweis (der [=Ungleichung aus Beispiel|26.19). Auch dieser Beweis ist wortlich
nicht oder nur knapp quasi identisch zu jenem flir das Standard-Skalarprodukt (Proposition|17.5):
vorgefihrt Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert:
X+ yPZl= X+ y,x + y[J
= X2 ¥ y[F X y[F 2]

X 2| y [ 2]

< XIZH 2 XLIyi3 yr2d

= (XT3 Ly
Nun folgt, mit der Monotonie der Wurzel (Bemerkung(5.30):

X+ y[E X3 ]

nicht oder nur knapp 1

vorgefuhrt

- Zwar sind die Beweise fur Cauchy-Schwartz und die Dreiecks—Ungleichung
so gut wie identisch zu jenen im R" bzgl. des Standard-Skalarprodukts.
Mit Hilfe der abstrakteren Versionen kénnen wir aber auch interessantere
Beispiele studieren. Das Folgende ist eines der einfachsten Beispiele eines
Hilbertraumes:
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Beispiel 26.23. Der Raum I*(R) ist die Menge

] 1 ]
I(R) = (Xn)nm relle Folge [Xn]? < oo .
n=0

Wir definieren darauf das Skalarprodukt:

1

[(Xn), (yn) [+ XnYn-
n=0

Zu zeigen ist, dass die Reihe konvergiert (absolut!). Die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung liefert:

E 1
XnYn Xn| [Yn| < |Xn|2 Iyn|2 < XY oo.

n=0 n=0 n=0 n=0

Das Skalarprodukt [JJ.I2(R) x I(R) — R ist also tatsichlich wohldefiniert.

Wie schon angedeutet, ist I1>(R) sogar ein Hilbertraum. Um dies zu zeigen,

betrachten wir eine Cauchy-Folge (Vidkma, Vk = (X¥)n i CIA(R), von Vektoren
in I2(R), d.n. E» 0 [N :

v —vixe L[KI=N.
Nun folgt: (xﬂ‘))km bildet fur jedes feste n eine Cauchyfolge, denn
Y- xO2 <@ —vB<e? KI=N

Da in den reellen Zahlen jede Cauchy-Folge konvergiert (das ist gerade die
Aussage des Vollstandigkeitsaxioms, Satz|5.19), hat jede dieser Folgen einen
Grenzwert in den reellen Zahlen:

33 [R: lim X = g,

Weiter existiert daher § = (¥n)nm Mit kIim vk = V, so dass wirklich jede

Cauchy-Folge in I?(R) konvergiert.

26.5 Orthogonale Projektion

Wir haben bereits das Gram-Schmidt-\Verfahren zur expliziten Konstruktion
von Basen, deren Elemente normiert und paarweise orthogonal zueinander
sind, kennen gelernt. Dies werden wir nun verwenden, um die geometrische
Abbildung der orthogonalen Projektion nun auch fur allgemeine Vektorrdu-
me mit Skalarprodukt durchfihren zu kénnen. Im Abschnitt[17.3.3 hatten
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Abbildung 26.4. Die Orthogonale Projektion des Punktes q auf die Hyperebene H.

wir ja schon den Fall des R" gemeinsam mit dem Standard-Skalarprodukt
untersucht (siehe auch Abb.26.4).

In diesem Abschnitt bezeichnet K entweder R oder C. V ist immer ein K-
Vektorraum und
CLEOV xV - K

ein (euklidisches oder hermitisches) Skalarprodukt.

Definition 26.24. Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt L).Cund {v;}jeine
Familie von Vektoren.

1. {vj}jcmbildet ein Orthogonalsystem, wenn v, vi (3= 0 i k CIlund wenn
v; # 0 OACD

2. {v;}jrrist ein Orthonormalsystem wenn auBerdem: vf, v; 3= 1 01 - v} [=
1), wenn also gilt: 0, vi (= 85 O,k [

3. Ein Orthogonal— bzw. —normalsystem heif3t Orthogonalbasis bzw. Orthonor-
malbasis, wenn die Vektoren des Systems eine Basis bilden.

Beispiel 26.25. 1. Die Einheitsvektoren e; CK" bilden eine Orthonormalba-
sis des K" beziglich des Standard—-Skalarprodukts.

2. Die Spalten v; einer orthogonalen beziehungsweise unitéren n x n-Matrix
A bilden ein Orthogonalsystem, denn:

(D_L‘jvvkmzl ..... n, k=1,..., n:KtA:E-

3. Wir betrachten den Vektorraum:
V ={f: R - C| fist 2t —periodisch und stetig }.

Eine Funktion f hei8t 2rm—periodisch, falls f(x + 2m) = f(x) JCR.
Der Grund, hier komplexwertige Funktionen zu betrachten ist, dass sich
mit e = cos(nt) + isin(nt), n [Ny, leichter rechnen I&sst als mit sin(nt)
und cos(nt), n [1M,. Beispielsweise gilt e+ = e* . (cosy + isiny), eV =
cosy+isiny, e™=—1,¢"" =1 e*W =¢?.¢" fiir z,w [Q (siehe Abschnitt
[7.4/fur weitere Informationen zur komplexen Exponentialfunktion).
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Wir betrachten also die Funktionen {en}nz [M mit eq(t) := e Die en(t)
sind 2m—periodisch, da e?™ = 1 und n [Z, und sie bilden ein Orthonor-
malsystem beztiglich des Skalarprodukts

1
Mgl - f(Hg(®)dt
0
auf V. Es gilt namlich:
1 1
= aimt,aint gy — i(n-m)t
eh, en & o gimt. "M dt o e dt

0 0

1 1dt, n=m |:1| n=m 5
~on EER L Gk T 0, n#gm M
@m0 NFMm

Mit Hilfe des Gram-Schmidt-\Verfahrens (Satz[26.13) konnen wir Orthonor-
malsysteme bzw. —Basen explizit berechnen. Eine interessante Eigenschaft
solcher Basen ist folgende:

thonormalbasis des Vektorraums V und w [CM ein weiterer Vektor. Dann gilt:
W = M;WM-’_-’_ M—',Wlﬁh

Beweis. Wir bilden die Differenz u zwischen beiden Seiten,

| I |
u=w- [, wig,
j=1
und wenden auf diese Summe das Skalarprodukt [vj, —[Can:
1
vk, ulE D, wi3F v, O, wivg
j=1
1
= ), wl+ (v, wilvg,, v; L1
j=1
= vk, wis D, wid
=0.
Es folgt: u steht senkrecht auf vy, ..

Linearkombination von vy, .
gilt insbesondere:

., Vp und somit auch senkrecht auf jeder
..,Vp. Davy,...,v, den Vektorraum V erzeugen,

WulZ=0 Cul+0 Cuo.

Vorlesung vom:
24. Juli 2009

Qualitatsstand:
erste \ersion
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Wir kdnnen, wenn wir eine Orthonormalbasis eines Vektorraumes zur Verfu-
gung haben, fur jeden beliebigen Vektor die Koeffizienten einer Darstellung
als Linearkombination in der Basis direkt hinschreiben. AuBerdem werden
wir jetzt gleich sehen, dass wir mit Hilfe dieser Formel auch orthogonale
Projektionen auf Untervektorrdume explizit angeben kdnnen.

Definition 26.27. Seien V ein Vektorraum mit Skalarprodukt [].Cind U [CMein
Untervektorraum. Dann heif3t

ULl {v ¥ | MulZ=0 Cw [0}

der zu U orthogonale Untervektorraum oder orthogonales Komplement von
u.

Bemerkung 26.28. Es gilt:
utdu=o,

da nur der Nullvektor zu sich selbst senkrecht ist.
Wenn dimV < oo, gilt aullerdem:

utta=vy,
dadimU™2 dimV —dimU. Ferner ist dann
uHt2 u.
U CW 5™t auch ohne die Voraussetzung dimV < oo Klar.

Definition 26.29. Sei U [CM ein Untervektorraum. Eine Abbildung ¢:V - U
heil3t Projektion von V auf U, falls fur jedes u [CU gilt: ¢(u) = u. Eine Projektion
heilt orthogonale Projektion auf den Untervektorraum U, falls fir jeden Vektor
v [M gilt:

($(v) —v) U

Dieser Begriff verallgemeinert den bereits fir Hyperebenen in Propositi-
on/Definition|17.14/eingefiuihrten.

Satz 26.30. Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und U [\ ein endlich—
dimensionaler Teilraum. Es sei {us, ..., Uy} eine Orthonormalbasis. Dann sind die
Abbildungen
1
pry:V - U v [, v [
j=1
und
1
prycaV - UV O v— [y, vim,
=1
orthogonale Projektionen auf die Teilrdume.
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Beweis. pr(v) CU istklar, v = pr(v) + pr V) ist auch Klar.
Es bleibt zu zeigen: w := pr,(v) [0 “Es gilt:
—1
[y, wi= [y, v+ Wy, v, uj&0, I=1,... k
=1
Also:w = prv) COS2 mh, ..., u EMitu = pr(v) istv = u+w O A5

und u [Cwl pr;, und pr,sind also orthogonale Projektionen auf U bzw. U 1
Auch in diesem Fall gilt: U [CTI"2 V. 1

Beispiel 26.31. 1.SeiV = R"undU = [g],...,e[DannistU™2 [g},4,...,e, 1
und offenbar gilt mit x = (Xg,...,Xn)"

1
pry(X) = (Xa,..., %, 0,...,00' = [g],xe],

j=1
prict) = (0,...,0,Xkr1, ..., Xn)' = X = pry(x).

2. Sei L [CR" eine Gerade durch den Ursprung mit Richtungsvektor v. Ohne
Einschrankung kénnen wir [WI"# 1 wéhlen. Dann sind die orthogonalen
Projektionen auf L bzw. L™

pr.:R" - L, x3 MxM
pr.»R" - L5 B x— M x

Betrachten wir ein konkretes Beispiel:
L=0,...,)'IR", dh.v= ‘}:(1,...,1)3
n

. 1 C 1 v_ _ .
Es ergeben sich: L™2 {x | x; = 0} und M x[&* J—H Xi = n-X, wobei

X = % Xij das arithmetische Mittel der Komponenten von x ist. Die

beiden Projektionen sind also:

pr.oR" - L, xB (X...,X),
pr.csR" - L5 O x-(X,...,X).

Tatsachlich ist fur y = pr  (x):
—air—1 1

Vi = Xi—n-X= Xi— X =0,
d.h.y ot

Wie bei der Projektion auf Hyperebenen in Abschnitt[17.3.3] ist die Projektion
eines Vektors v auf einen Untervektorraum derjenige Punkt darauf, der von v
den kleinsten Abstand hat, der also die beste Annéherung von v durch einen
Vektor des Unterraumes darstellt:
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Korollar 26.32 (Approximationssatz). V sei ein R—Vektorraum, versehen mit
einem Skalarprodukt und der zugehérigen Norm LI _Bei ferner U ein Untervektor-
raum. Zu jedem v [M ist pr,(v) die beste Approximation von v in U, d.h.:

- pr (v) C& - u ey mit u # pr;(v).

Beweis. Da flr x, y [M der verallgemeinerte Satz des Pythagoras (siehe Pro-
position[17.3) gilt, d.h. X+ y[l= X1+ 2[X] y[3 [yI?] ergibt sich:

M- ul?l= M= pr,,(v) + pr,,(v) — u [2]

- al
= M- pr,(v) B [pr(v) —ul
> V- pr, (V)]
Gleichheit gilt offenbar genau dann, wenn u = pr(v). 1

Beispiel 26.33. Wir versehen V = C°[0, 2], den Raum der stetigen Funktionen
auf [0, Z1, mit dem Skalarprodukt

If%l
(fl g=F f(t) - g(t) dt.
0

Wir méchten die Gerade bestimmen, die f(t) = sint auf dem Intervall [0, Z]
bzgl. der zugehérigen Norm am Besten approximiert.

Wir betrachten also U := [ tCdler Untervektorraum aller Geraden. Wir su-
chen: pry(f(t)) = A1+ At mit

() = Az-l— At 1030,  O(t) — A-1 — At t=F= 0.
FUr A1 und A; ergibt sich das Gleichungssystem
(M1 + @)1, = [Sint, 100 [ty + )t = [Sint, tL]

Die Skalarprodukte sind mit Schulmitteln oder mit der Integrationstheorie
aus dem ersten Semester einfach zu berechnen:

Ij%l T Ij%l ™
M1 1dt:§, M)10F Ot tdt=§,
4 '
2 3 2
Mtrx Pdt= %, Eint, 1% sintdt=1,
4 0
2
[Sint, t+ t-sintdt=---=1.

0

Das System ist also
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O 00O
3
A = 1.
T e
Es hat die Losung (siehe auch Abb.[26.5):

— 4_
AN =8 ”ﬂ23 =011, Ay =24. nf ~ 0.66.

fig:AppxSinLin

Abbildung 26.5. SKIZZE FEHLT!

Eine &hnliche Vorgehensweise wird bei Wavelets verwendet, auf denen das
Bild-Komprimierungsverfahren Jpeg2000 basiert. Ein erster Schritt zu de-
ren Verstandnis liefern Fourierreihen, die wir im néachsten Abschnitt kurz
betrachten.

Aufgaben

Aufgabe 26.1 (Orthonormalisierungsverfahren).

1. Berechnen Sie mit dem Gram-Schmidt-Verfahren aus 1, x, x2, x® eine Or-
thonormalbasis des Vektorraumes U = R[x]<3 bezlglich der Skalarpro-

dukte
-
MaEF  p)g)xdx,
MaE  p)g(x)(1 = x*)dx.
-1
2. Bestimmen Sie bezUglich beider Skalarprodukte aus (a) die orthogona-

le Projektion mi(f) von f = x?(x? — 1) [R[x]<4 auf U und fertigen Sie
Zeichnungen (auch mit Maple okay) von f — 1i(f) an.

Problem:
Skizze
fig:AppxSinLin!

fehlt:



Problem:
Bild
fehlt!

PseudolnvPt
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Aufgabe 26.2 (Unitdare Matrizen). Sei A [U(n) [A™" eine unitare Matrix.
Zeigen Sie: [S1CO(n) mit:

]

0
StAS=D =: . %

An

wobei A;j [Q die Eigenwerte von A sind. Zeigen Sie ferner, dass gilt: |Aj| = 1.

Hinweis: Zeigen Sie, dass das orthogonale Komplement W eines Eigenvektors
v von A von der Matrix A in sich abgebildet wird, d.h. AW [W.

Aufgabe 26.3 (Orthogonales Komplement). Sei V ein endlich-dimensionaler
R-Vektorraum und sei U M ein Untervektorraum von V. Zeigen Sie:

ubh™—u.

Aufgabe 26.4 (Pseudoinverse in einem Punkt). Wir betrachten die Abbil-
dung

1. Berechnen Sie Ker f und Bild f.

2.Sei P = (1,1,0)t CR3. Berechnen Sie Q := Bild(P), das Bild von P unter
der orthogonalen Projektion des R® auf Bild f.

3. Berechnen Sie das Urbild f71(Q) = {v [R? | f(v) = Q} von Q unter f.
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Fourierreihen

Fourierreihen und deren Verallgemeinerungen gehen zentral bei der Kom-
primierung von Bildern im JPEG2000-Format und anderen Bereichen der
Bildverarbeitung ein, wie wir schon weiter oben erwahnt haben. Bei deren
Vorstellung werden wir, wie schon in einigen Beispielen zuvor, intensiv mit
Skalarprodukten auf Funktionenrdumen arbeiten. Dies macht deutlich, wie
wichtig auch solche, auf den ersten Blick vielleicht sinnlos allgemeinen, Kon-
struktionen sein kénnen.

Aulierdem werden wir sehen, dass Fourierreihen einen Bezug zur sogenann-
ten Riemannschen Zeta-Funktion haben; wir werden ndmlich mit unseren
Mitteln einige besonders interessante Werte dieser Funktion berechnen kén-
nen. Fourierreihen haben also nicht nur wichtige Anwendungen in der realen
Welt, sondern auch in der rein innermathematischen.

Leider werden dabei auch einige Resultate aus der Analysis eingehen, doch
wir werden versuchen, die Darstellung immer so zu halten, dass auch die
Horer, die den ersten Teil der Vorlesung nicht gehért haben, die wesentlichen
Ideen nachvollziehen kdnnen.

27.1 Zur Definition

Wir betrachten im gesamten Kapitel den Vektorraum (fur die Definition von
integrierbar siehe Abschnitt[13.1; man kann auch stetig statt dessen denken)

| |
V= f:R-C Ef ist Uber [0, 21] integrierbar und 2m—periodisch

mit dem Skalarprodukt

[k

1 -
EﬂgD:E ) f(t)g(t) dt.
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Wie wir in Beispiel 26._25@ schon gesehen haben, bilden die Funktionen
{enlhzm M mit eq(t) := e ein Orthonormalsystem. Die reellen Funktionen

| O O
— cos(nt) & sin(nt)
TU n=0 n=1

L1

bilden ebenfalls ein Orthonormalsystem, da namlich
|
sin(kt) cos(It) dt = 0 [k,
ok
sin(kt)sin(lt) dt =0 = cos(kt) cos(It) [K¥ I,
|

cos?(kt) dt = 1t = sin?(kt) dt [K® 1,
0 0

wie man leicht mit Schulmitteln oder mit Methoden des ersten Semesters
berechnen kann. Da aufRerdem die Beziehung

e = cos(nt) + i sin(nt)

besteht (siehe Abschnitt(7.4), kénnen wir auch leicht zwischen den beiden Or-
thonormalsystemen umrechnen, wenn wir zusatzlich die bekannten Eigen-
schaften cos(x) = cos(—x) und sin(x) = — sin(—x) verwenden (diese wiederum
folgen direkt aus den Formeln in Beispiel[7.3):

cos(nt) = L0+ O _ e L e,
sinnt) = SO _ -2 Lo e ).

Definition 27.1. Sei f [CM eine reellwertige Funktion. Dann heif3en

1 2k
a = = f(t)cos(kt) dt, k =0,1,...,

ka

1 ft)sinkt) dt, k=1,2,...,
T o

die Fourierkoe [ziehten von f und

o E—1
> +  (akcos(kt) + by sin(kt))
k=1

die Fourierreihe von f.
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Ahnlich wie ein Taylorpolynom eine Funktion approximiert (siehe Beispiel
[15.5), kdnnen wir versuchen, mit einem sogenannten trigonometrischen Poly-
nom eine 2r—periodische Funktion anzunahern. Genauso wie die Taylorreihe
zu einem Polynom gerade wieder das urspringliche Polynom ist, ist auch
die Fourierreihe zu einem trigonometrischen Polynom wieder das urspring-
liche, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel/Definition 27.2. Ist

2 1
f(x) = 0 +  (axcos(kx) + by sin(kx)), ax [R,by [R,
k=1

eintrigonometrisches Polynom, d.h. ein Polynomiin (sin(x), cos(x)) vom Grad
< n (siehe dazu auch eine Ubungsaufgabe aus dem ersten Teil der Vorlesung),
so sind

ag,a1,...,an,0,...und by,...,by,0...

die Fourierkoeffizienten von f und die Fourierreihe gibt in diesem Fall ge-
rade die Funktion zurtick. Setzen wir namlich f(x) in die Formeln aus der
Definition 27.1]ein, so erhalten wir, weil die sin(kx) und cos(kx) eine Ortho-
normalbasis bilden, tatséchlich die angegebenen Werte.

Im Allgemeinen kdnnen wir die Partialsumme

2 1
> +  (akcos(kt) + by sin(kt))
k=1

der Fourierreihe von f als Bild von f unter der orthogonalen Projektion
auf den von den trigopnometrischen Polynomen vom Grad < n aufgespann-
ten Untervektorraum U und damit als beste Approximation (bzgl. der
zugehorigen Norm) der Reihe durch solch ein trigonometrisches Polynom
auffassen.

Haufig schreibt man wegen e = cos(nt) + i sin(nt) die Fourierreihen auch in
der Form
 — L _
ce e mit ¢ = o f(x)-e 7 dx.

—oo

0
Eine Fourierreihe in dieser Form konvergiert, wenn die Funktionenfolge
1
sn(x) = cee™®™

-n

konvergiert.

Vorlesung vom:

29. Juli 2009
Qualitatsstand:

noch nicht ganz fertig



Problem:
Skizze
fig:Zackenfkt!

fehlt:
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27.2 Fourierreihen und Konvergenz

Im ersten Semester haben wir verschiedene Arten von Konvergenz kennen
gelernt. Wir werden sehen, dass einige spezielle Fourierreihen besonders gu-
te Konvergenzeigenschaften besitzen, was uns erlauben wird, einige Grenz-
werte konkret zu berechnen. Insbesondere werden wir den Wert einer Reihe
ausrechnen kénnen, fur dessen Bestimmung Euler unter anderem bekannt
ist.

Satz 27.3. Die Fourierreihe

konvergiert punktweise (d.h. fur jedes feste x, siehe Definition|16.1/fir Details) gegen
die Zackenfunktion (siehe Abb.|27.1)

f:R - R, f(X) = % z_q(z)),zn[,

FUr jedes d mit 0 < & < 7 ist die Konvergenz auf 16, 2rt — [ gleichmaRig.

fig:Zackenfkt

Abbildung 27.1. SKIZZE FEHLT!

Bemerkung 27.4. Nach Abschnitt[16.1 heiR3t eine Folge (f,) von reellwertigen
Funktionen auf einem Intervall | gleichméaRig konvergent gegen eine Grenz-
funktion f: 1 - R,wenn: [E> 0 [y : |fa(X) — f(X)] < € [N ny [x]I T
Die Konvergenz im Satz kann wegen des Satzes[16.4|Uiber die Stetigkeit eines
gleichmafigen Limes stetiger Funktionen nicht tberall gleichméfig sein, da
die Grenzfunktion nicht stetig ist.

Wir verwenden flr den Beweis des Satzes folgenden Hilfssatz:
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Lemma 27.5. Fir t [R, das kein ganzzahliges Vielfaches von 21t ist, gilt:

1 i 1
% +  cos(kt) = w

1 2 sin(%)
Beweis. Es gilt wegen cos(kx) = 3(e** + ™) und ;k=0 x = 220
~+  cos(kt) = = elkt
k=1 k=—n
Z: I |
Lo, gk
2
k=0
_ } . e—int . 1-— e(2n+1)it
2 1—eit
1 ei(n+%)t _ e—i(n+%)t
T2 giz —g iz
_sin((n + 5)Y)
2sin(3)
wie behauptet war. 1

Beweis (von Satz 27.3). Zunachst zur punktweisen Konvergenz: Fur x =
0, T, 21 ist die Aﬁage klar. Sei nun x [, 2mt[, dann liefert das Lemma,

da _cos(kt) dt = ¢ sin(kt) = L sin(kx):

sink (= |
) 0 _ cos(kt) dt

k=1 k=1
in(n+ )t 10

o 2sin(3) 2
1 m—X
- —-dt= ,
noo 2 2
weil wir folgenden Hilfssatz fur f(x) = =L+ anwenden kénnen:

sin(L)
Lemma 27.6. Sei f: [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion. Es gilt
[

a
Siehe dazu auch Abb.[27.2] Analog erhalt man:
]

f(x) sin(kx) dx = 0.

f(x) cos(kx) dx = 0.
a — 00
Problem:

Skizze
fig:fxsinkx!

fehlt:
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fig:fxsinkx

Abbildung 27.2. SKIZZE FEHLT!
Beweis. FUr k # 0 ist eine Stammfunktion F(x) des ersten Integranden (mit
partieller Integration, Satz|13.22):

]
cos(kx) IQ+ 1 ¢x) cos(kx) dx.

|
FOO = —109= = .+ 7

Da f und fUstetig sind, existiert wegen des Satzes zur Existenz von
Maximum und Minimum stetiger Funktionen ein M [R, so dass

If)l < M, |f'(x)| <M [alb].

Es folgt: |F(K)| < 34 + w -0 -

— 00

Far x 0, [ zeigt man die Aussage analog. Nun zur gleichméf3igen Konver-

ausfuhren! genz auf ]9, 2t — 9[. . .. etwas Rechnung. . . 2 Seiten
Es folgt, dass _; %(kx) auf 16, 2t — 9[ eine gleichmalige Cauchy-Folge ist;
wir erhalten also die gleichmaRige Konvergenz auf |5, 21t — 9. —1

Dies erlaubt es uns, einige Grenzwerte konkret zu bestimmen:

Korollar 27.7. Die Fourierreihe

Fcosth)

k2

k=1
konvergiert auf [0, 21] gleichmé&Big gegen die Funktion

Ronl 2
F0= "5 3

Beweis. Die Konvergenz ist gleichméfig, da k;;:l % eine konvergente Majo-

rante ist. Die Folge der Ableitungen, — 7, Si”ﬁkx), konvergiert auf 16, 21t — [
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gleichmaRig gegen 5. Es folgt mit Korollar|16.8, dass F auf [0, 2m] diffbar ist
mit Fi¢x) = 5. Integration liefert:

— B!
F(x) = @—n +c
2
fur eine Konstante ¢ [CR. Um ¢ zu bestimmen, betrachten wir
2k 2 (L — 2 2k e
F(x) dx = — dx+ cdx = — + 2rc.
0 0 2 0 6

Andererseits gilt (wegen der gleichmaliigen Konvergenz dirfen wir nach
Satz|16.6 Grenzwert und Integral vertauschen):

A osdg ) o !

— cos(kx) dx = —0=0.
2 2 2
0 k=1 k k=1 S k=1 K
2
Es folgt: ¢ = —15. 1
Insbesondere erhalten wir an der Stelle 0 fur F(x) die Folgerung (siehe Abb.
27.3 fur andere Werte): Problem:
Skizze fehlt:

fig:sumcoskk2Konv!

fig:sumcoskk2Konv

Abbildung 27.3. SKIZZE FEHLT!

Korollar 27.8.
' kel n2 6

qim_eli . Mit der Notation aus dem vorigen Korollar erhalten wir unmittelbar:
2 2
mm=FO=3P-5=% 1

Das Problem, diesen Grenzwert k;:; 1 = zu berechnen, formulierte als erster
wohl Pietro Mengoli im Jahr 1644. Erst 1735 fand Euler den Wert heraus.
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Seitdem wurden sehr viele verschiedene Wege gefunden, dieses Resultat zu
erhalten. Besonderes Interesse hat die Summe auch, weil sie der spezielle
Wert {(2)der Riemannschen Zeta—Funktion fur n [N ist:

{(n) = i

k=1

Die Webseite |http://mathworld.wolfram.com/RiemannZetaFunction.html gibt
dazu recht viele Hintergrundinformationen.

27.3 Besselsche Ungleichung und Vollstandigkeitsrelation

Eine der zentralen Ungleichungen im Zusammenhang mit Fourierreihen und
der Funktionalanalysis im Allgemeinen ist die Besselsche Ungleichung. Auch
sie und verwandte Satze werden es uns erlauben, konkret einige Fourierrei-
hen zu berechnen und als Spezialfélle einige beriihmte Reihengrenzwerte zu
bestimmen. Ein erstes Resultat in diesem Zusammenhang ist folgendes:

Proposition 27.9. Sei f [M und seien

)

1 :
— f —ikt
Ck o . (He ™ dt

die Fourierkoeffizienten. Dann gilt:

[ — 1
H- aell= O ol

k=—n k=—n

Beweis. Es bezeichnes := IEn ckex die orthogonale Projektion von f auf den
Untervektorraum [El,, ..., e, it (siehe Satz[26.30; die g := ™t bilden ja nach
Beispiel[26.25/3 eine Orthonormalbasis). Dann ist g := f — s die orthogonale
Projektion von f auf [el,,...,e,(O{ebenfalls Satz [26.30). Insbesondere ist
s [CgIMit dem Satz des Pythagoras folgt:

1 1
2= [Pk S12= - cePH [cl?.

k=-n k=-n

1

Wir sehen also, dass hier die Theorie der Orthonormalbasen und der ortho-
gonalen Projektion auf Funktionenrdumen relevant eingeht. Eine wichtige
Folgerung ist:


http://mathworld.wolfram.com/RiemannZetaFunction.html
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Korollar 27.10 (Besselsche Ungleichung). Sei f: R — C eine tber [0, 21t] inte-

grierbare 2m—periodische Funktion und seien (cy)x =z die Fourierkoeffizienten. Dann

gilt:
2 1 [:;l 2

< — f(t)[* dt.
=7 1)

Beweis. Nach Proposition|27.9 gilt insbesondere:

[ —
02+ o =0.

k=—n

Mitn - oo folgt die Behauptung. 1

Im allgemeineren Kontext eines Hilbertraumes sagt die Besselsche Unglei-
chung aus, dass ein Vektor mindeslﬁnjﬁo lang ist wie eine beliebige Projektion
auf einen Unterraum, d.h. (21> |, |, f 03, wobei f, ein Orthonormalba-
sis des Unterraumes ist. Gilt in der Besselschen Ungleichung Gleichheit, so
heil3t sie Parsevalsche Gleichung und ist eine allgemeine Form des Satzes
von Pythagoras.

Wir fragen nun, ob die Fourierreihe von f gegen f konvergiert. Es stellt sich
heraus, dass im Allgemeinen weder gleichméfige noch punktweise Konver-
genz vorliegt. Den besten Konvergenzbegriff fur Fourierreihen gibt Konver-
genz im quadratischen Mittel:

Definition 27.11. Seien f: R - Cund f, [R - C Funktionen aus V. Die Folge
(fa)nm konvergiert im quadratischen Mittel gegen f, wenn

lim f1- f, ;1= 0.

n- oo

Satz 27.12 (Vollstandigkeitsrelation). Fir jede 2m—periodische und Uber [0, 211]
integrierbare Funktion f: R — C gilt: Die Fourierreihe von f,

1
CKeWx

konvergiert im quadratischen Mittel gegen f und es gilt:

! —
loxl? = (ALY

k=—oc0

Bemerkung 27.13. Die Vollstandigkeitsrelation besagt, dass der [L1x3+-Abschluss

(dieser Begriff geht leider Uber den Inhalt dieser Vorlesung hinaus) des von

den g erzeugten Unterraum von V, ganz V ist. ein paar Worte mehr
hierzu?
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396 27 Fourierreihen

Mit ihrer Hilfe kdnnen wir {(2) auch bestimmen:

Korollar 27.14.

! Z—
2) = 2%
k=1
Beweis. Wir betrachten f(x) := k;=;1 Si”S‘X’ = X auf 10, 2rt[ und erhalten:
=0
Ck = — f(X)'e_ikX dx = E - Txe k#0,

21
0

Mit der Vollstandigkeitsrelation folgt:

- L X1 =0, k=0

.1 £ 0O
F S cml:
2 k2 2k
k=1 =—00 k#0
1 L — x [
= — dx
2n 2
~ EE(DT[ 0’ Llq 3k
- 8n 30
1 s s °
= "2an ' )=
was die Behauptung liefert.
Korollar 27.15.
i tn
k4 90

Beweis. Ahnlich.

1

Nun zum Beweis der Vollstandigkeitsrelation (Satz[27.12). Wir beweisen sie

zundchst fur einen Spezialfall:

Lemma 27.16. Satz|27.12 gilt fur 2rt—periodische Treppenfunktionen.

Beweis. Es genugt, den Spezialfall

f(x) = % 2

=x<a,
<X <2m

zu betrachten. Andere Treppenfunktionen entstehen aus solchen namlich
durch Linearkombination und da [T der Dreiecksungleichung genigt, reicht

dies.
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Die Fourierkoeffizienten von f sind offenbar:

. a
0= 7
21
6 = — I__arle‘”"‘ dx = (e @ —1) furk 0
KTom o, 21k '
Far k # 0 gilt:
1 i i 1 — cos(ka)
2 ika ika
cl” = 1-e™)(1-e = ————
o = g (1)1 - ™) = —— =5
Es folgt:
1
|Ck|2 =...
k=—o00
-
S 2n
e ausfuhren!
Andererseits ist
e o 2
Tom o, Com
Die Besselsche Ungleichung ist also eine Gleichheit und es folgt:
1
- ™™ l-- 0,
— n-
was zu zeigen watr. 1
Beweis (allgemeiner Fall der Vollstandigkeitsrelation Satz[27.12). Sei f: R - C
2m—periodisch und Uber [0, 211] integrierbar. ... Hilfssatz zur Besselschen ausfiihren!
Ungleichung geht ein. .. 1

Die verschiedenen Konvergenzbegriffe hangen folgendermafen zusammen:

[_Honvergenz im quadratischen Mittel
gleichmaRige Konvergenz
[dunktweise Konvergenz.

Weitere Implikationen gelten nicht. Unter gewissen Bedingungen gilt aber
sogar gleichmaRige Konvergenz:

Satz 27.17. Sei f: R — C eine stetige, stiickweise stetig diffbare Funktion, d.h. es
existiert eine Unterteilung

O=ty<ty <. <t =21

von [0, 2m], so dass f|y, ;) stetig diffbar ist. Dann konvergiert die Fourierreihe
gleichméRig gegen f.
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Beweis. ...Besselsche Ungleichung. .. partielle Integration. .. ausfuhren!

Die Fourierreihe konvergiert im Mittel gegen g und gegen f, so dass [f-gl;1=
0 folgt. Da aber f und g stetig sind, erhalten wir f = g. 1

Wie schon angedeutet, haben Fourierreihen viele Anwendungen:

Signalverarbeitung: Die Fourierkoeffizienten eines Signals geben die An-
teile der einzelnen Frequenzen an. ax und by mit kleinem k entsprechen
niedrigen Frequenzen, solche mit groBem k hohen Frequenzen. Dadurch
kann man beispielsweise Filter produzieren, die gewisse Frequenzberei-
che dampfen.

Bildverarbeitung: Ahnlich zur Signalverarbeitung. Hier entsprechen nied-
rige Frequenzen groRraumigen Bildstrukturen und hdhere Frequenzen
Details.

In beiden genannten Anwendungsbereichen liegen die Daten meist diskret
vor (beispielsweise als einzelne Pixel oder abgetastete Signale). Dann ver-
wendet man die sogenannte diskrete Fouriertransformation, in der Integrale
durch Summen ersetzt werden. Hierfur existieren sehr schnelle Algorithmen
(Fast Fourier Transform (FFT)), die beispielsweise ein Signal mit n Werten
mit einer Laufzeit von O(n log n) in seine Frequenzanteile zerlegen.

Wavelets sind eine Weiterentwicklung der Fourierreihen, die sowohl Fre-
quenz als auch Ort bertcksichtigen. Diese liefern das derzeit effizienteste
Verfahren zur Signal- und Bildkompression (JPEG2000), da viele der Ko-
effizienten sehr klein sind und ohne offensichtlichen Nachteil weggelassen
werden kdnnen. Auch hierfir existieren sehr effiziente Algorithmen miteiner
Laufzeit von O(n).

Aufgaben

Problem: Aufgabe 27.1 (...)....
Aufgaben zu Fourier-
reihen fehlen noch!
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Singularwertzerlegung

Dieser Abschnitt muss noch ausgefuhrt werden. ...

... Einleitung: Numerik, Verallgemeinerung der Inversen. . . auBerdem: keine
komplexen Zahlen nétig, Singularwerte sind immer alle reell. ..

weitere Anwendung der orthogonalen Projektion. . .
numerisch stabile Rang-Berechnungen maoglich. . .

28.1 Die Singularwertzerlegung

Satz/Definition 28.1 (Singularwertzerlegung). Sei A CR™". Dann existieren
01,...,0p LR Mito; = -+ = 0p = 0sowie U LO(m) und V LO(n), so dass

wobei p = min(m, n). Die g heilen Singulé@rwerte von A. Eine Darstellung der
Form A = UXV! heilt Singularwertzerlegung (englisch singular value decom-
position, kurz SVD).

Bevor wir diesen Satz beweisen, zunachst einige Beispiele:

Beispiel 28.2. 1....
A]_ =..

\orlesung vom:
31. Juli 2009

Qualitatsstand:
noch unfertig

to do: Einleitung
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2. Die Singularwertzerlegung von orthogonalen Matrizen ist besonders ein-

fach: ] O d OO oo ™
cosa —sina cosa—-sina 10 10
A2: . = . . .
sina cosa sina cosa 01 01

3. Wegen der in der Einleitung erwéhnten numerischen Stabilitat werden
haufig Singulérwertzerlegungen fur (auch nicht-quadratische) Matrizen
mit Dezimalzahlen als Eintrdgen berechnet:

- oo, 00 Oy 108
A 036160 048 _ 0806 200 %6 oos%
3= - B ' = '

048-120064 ~ —0608 010 "B 1

Beweis (von Satz/Definition|28.1|Uber die Singularwertzerlegung). Wir konstruie-
ren eine Singularwertzerlegung von A;

Zunachst setzen wir B := A'A. Dies ist eine reelle symmetrische n x n-
Matrix und hat daher nur reelle Eigenwerte A;, die wir so nummerieren,
dass Ay = A\, = -+ = A, Mit {vy,..., vy} bezeichnen wir eine Basis des R"
aus orthonormalen Eigenvektoren von B zu den entsprechenden Eigenwer-
ten. Tatsachlich sind alle A; nicht negativ, denn es gilt einerseits, da die v;
orthonormal sind,

Vit B-vi= )\i 'Vit'Vi = )\i

und andererseits, nach Definition von B und da das Skalarprodukt positiv
definit ist:

Vit B-vi= Vit -At ‘A -vi = [Av;, Av; = 0.
Dar := rang A = rang B, sind genau die ersten r Eigenwerte Ay, ..., A, strikt
positiv.
Wir setzennun fari=1,...,r

uj .= ‘véAvi
Ai

und ergénzen diese durch m — r orthonormale Vektoren uy,, ..., Uy, die au-
Rerdem zu uy, ..., u, orthonormal sind, zu einer Basis des R™.

Wir bilden nun die beiden gesuchten Matrizen U und V aus den Spaltenvek-
toren u; bzw. v;:
U=(U1...Un), V=(vi...Vpn).

Die Singularwerte von A sind ¢; := A;, furi = 1,2,...,r und o; = 0 fir
i=r+1,...,p.

Es ist noch zu zeigen, dass A = UZV! dann tatsachlich eine Singularwert-
zerlegung von A ist. Zunéchst ist V orthogonal, da v; nach Konstruktion eine
Orthonormalbasis ist. Die u; bilden ebenfalls eine Orthonormalbasis, denn
fari,j=1,...,rgilt
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1 Aj i=j

Uit uj = —E:Vit AtAVj = —IELI:vi‘ Vj = % . J
AiAj AiAj 17 ]

und diese Orthonormalitéat setzt sich nach Konstruktion auf uy.q, ..., uy fort.

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass wirklich A = UZV! gilt:

C I 1 F 1 1
UZVt = )\iUiVit = AViVit = AViVit =A- ViVit =A1=A
i=1 i=1 i=1 i=1

Wir haben also tatsachlich eine Singularwertzerlegung von A konstruiert. [

In der Praxis fuhrt die im Beweis angegebene Konstruktion der Singularwert-
zerlegung auf das Problem, dass wir die Eigenwerte A; berechnen mussen,
was sich ftir Polynome vom Grad = 5 recht schwierig gestalten kann. Auch
aus anderen Grunden gibt es weitere Methoden zur Berechnung einer Sin-
gularwertzerlegung. G. Golub war einer der ersten, die solche geeigneten
Methoden gefunden und damit die Anwendung dieser Zerlegung erst mog-
lich gemacht haben. Leider konnen wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht
auf Details eingehen.

Korollar 28.3. Sei A = UZV die Singularwertzerlegung von A CR™" mit Sin-
gularwerten oy = -+ = g, fir p = min(m, n). uy, ..., Uy und vy, ..., v, bezeichnen
die Spalten von U bzw. V. Dann gilt:

1. Av; = giu; und Aty = gy furi=1,2,...,p.
2.1sto; =+ =20y > 0py1 =+ =0p =0, s0ist rang A = r. Auflerdem ist
Ker A = \Myq,...,va[ind BildA = [k, ...,u/[]

3. Die Quadrate o7, ..., 03 der Singularwerte sind die Eigenwerte von A'A und
von AA! zu den Eigenvektoren vy, ..., Vp bzw. uy, ..., Up.

Beweis. Mit dem Satz ist dies recht einfach nachzurechnen und wird hier
nicht vorgefthrt. 1

28.2 Die Pseudoinverse

to do: Einleitung

Definition 28.4. Sei A CR™". Eine Matrix A* [CR™™ heitt Pseudoinverse von
A, wenn [BCR™ der Vektor x = A*b die bzgl. der euklidischen Norm kleinste
Lésung der Minimierungsaufgabe

Finde x, so dass [@l— Ax[thinimal ist,
d.h. Atb CKer A) “dnd M- AA*DE miny gy M- Ax[J



nicht oder nur knapp
vorgefuhrt

to do: ausfuihren
nicht oder nur knapp
vorgefuhrt

nicht oder nur knapp
vorgefuhrt
nicht oder nur knapp
vorgefuhrt

to do: stabile
Rang-Berechnung
erklaren

Problem:
Aufgaben zur Singu-
larwertzerlegung feh-
len noch!

402 28 Singulérwertzerlegung

Es ist klar, dass fur eine quadratische invertierbare Matrix A die Pseudoin-
verse gerade die Inverse ist: A* = A™L. In diesem Sinne verallgemeinert die
Pseudoinverse also den Begriff der Inversen.

Tatsachlich ist A* eine lineare Abbildung und es gilt:
AAT:R™ - BildA
ist die orthogonale Projektion auf das Bild und
ATA: R" - (KerA)H!
ist die orthogonale Projektion auf das orthogonale Komplement von A.

Satz 28.5. Sei A CR™" und sei A = UZV! ihre Singularwertzerlegung mit Sin-
gularwerten 01 = -+ = 0; > Ory1 = - = 0p = 0. Dann ist mit der Notation

die Matrix A* = VD*U! [R™™ die Pseudoinverse von A.
Beweis. ...

Kennen wir also eine Singulérwertzerlegung, so auch automatisch die Pseu-
doinverse.

Aufgaben

Aufgabe 28.1 (). . ..

1



Teil IV

Mehrdimensionale Analysis
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EinfUhrung ins dritte Semester

Im dritten Semester der Veranstaltung Mathematik fur Informatiker ge-
hen wir zunachst auf die mehrdimensionale Analysis ein (Teil [IV), da sie
Grundlage fur sehr vieles ist, wie beispielsweise Optimierungen, wie wir
sie schon aus den Kurvendiskussionen im Fall einer Veranderlichen kennen.
Aulierdem sind viele Objekte aus der Computergraphik und geometrischen
Modellierung, wie Kurven und Flachen, nur mit mehreren Variablen sinnvoll
beschreibbar.

Wir werden die mehrdimensionale Analysis aufRerdem in der Wahrschein-
lichkeitstheorie und Statistik (Teil V) essentiell benétigen. Einen wichtigen Be-
reich dieses Gebietes bilden sogenannte stochastische Prozesse, die in einigen
interessanten Féllen durch stochastische Matrizen beschrieben werden kon-
nen. Dazu zahlt beispielsweise der Page—Rank-Algorithmus, der bei Google
verwendet wird und den wir bereits in Beispiel[24.3)betrachtet haben. Zentra-
le Resultate wie das Gesetz der grofRen Zahl, statistischen Methoden wie Tests
und sogenannte robuste Statistik werden in diesem Abschnitt ebenfalls eine
wichtige Rolle spielen. Anwendungen von Wahrscheinlichkeitstheorie und
Statistik in der Informatik sind beispielsweise probabilistische Algorithmen,
Performance-Messungen, Einschatzung von Anfragen in einem Netzwerk,
Untersuchung der am Haufigsten in Anwendungen eintretenden Falle bei
einem Algorithmus (im Gegensatz zum Worst Case).

Im abschlieRenden Teil [VI der Veranstaltung werden wir uns dann der
Numerik widmen. Auch hier ist Googles Algorithmus ein zentrales Bei-
spiel, denn wir werden sehen, wie man sehr groRe Matrizen durch itera-
tive Methoden tatsachlich untersuchen kann. Im zweiten Semester zur li-
nearen Algebra hatten wir dies zwar prinzipiell, beispielsweise mit Hilfe
des GauR-Algorithmus, aber nicht praktisch durchfuhren kdénnen, wegen
Genauigkeits— und Laufzeit-Problemen.

Problem:
umschreiben zu Ein-
fUhrung in mehrdim.
Anal
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Kurvenim R"

In diesem einleitenden Kapitel zur mehrdimensionalen Analysis betrach-
ten wir einige Objekte, fUr deren Bearbeitung wir im Wesentlichen nur die
Differential- und Integralrechnung in einer Veranderlichen bendtigen, nam-
lich Kurven. Diese beschranken sich jetzt allerdings nicht mehr auf Funkti-
onsgraphen von Funktionen einer Veranderlichen, wie wir sehen werden.

Dieses Kapitel ist auch eine gute Moglichkeit, die Begriffe und Konzepte aus
dem Analysis Teil aus dem ersten Semester zu wiederholen und zu vertiefen,
bevor wir auf kompliziertere Aspekte der mehrdimensionalen Analysis ein-
gehen. Anwendungen der Kurven im R" in der Informatik liegen beispiels-
weise im Bereich der Computergraphik, der geometrische Modellierung und
auch der Bilderkennung.

29.1 Elementare Definitionen und Beispiele

Definition 29.1. Seien | ein Intervall und fy,..., f,: 1 - R stetige Funktionen.
Dann heif3t
f:1l o R t3 f(t) = (fi(b),..., fa(D)

eine Kurve im R". Die Kurve heift di Lerenzierbar (kurz di [bar), wenn alle Kom-
ponenten f differenzierbar sind.

Wie man hier schon sieht, werden wir Vektoren, wenn keine Verwechse-
lungen mdéglich sind, haufig aus Platzgriinden als Zeilenvektoren schreiben.
Haufig werden wir den Begriff des Intervalls in der vorigen Definition ein
wenig weiter fassen als in Definition[5.7/und als Intervallgrenzen auch oo
und —oo zulassen, so dass die Kurvendefinition insbesondere auch Kurven
einbezieht, die auf ganz R definiert sind.

Vorlesung vom:

14. Oktober 2009
Qualitatsstand:

zweite Version, viele
Bilder noch gescannt
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Far eine Kurve f: 1 — R" hat die Menge f(I) von Punkten im R" oft einen
Namen, wie z.B. Kreis, Gerade. Wir werden diesen Namen auch fur die
Abbildung f verwenden, wenn dies nicht zu Verwirrungen fuhrt:

Beispiel 29.2. 1. Seir > 0. Der Kreis mit Radius r (Abb.|29.1) ist die Kurve

f:[0,2n[ -~ R%t 3 (rcost,rsint).

$

s

Abbildung 29.1. Ein mittels sin und cos parametrisierter Kreis.

2. Seien a [R" ein Vektor, v CR"\{0} ein Richtungsvektor und
f:R-R" f(th=a+v-t

Das Bild von f ist offenbar eine Gerade im R".
3. Eine Schraubenlinie (Abb.[29.2): Seienr > 0,c # 0 [R und

f(t) = (rcost, rsint,ct) CR3.

z

Abbildung 29.2. Eine Schraubenlinie.

4. Sei ¢: | - R eine stetige Funktion. Dann ist der Graph von ¢ eine Kurve
im R

f(t) = (t. (1) LR
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Wir interpretieren den Parameter t oft als Zeit und die Kurve als Bewegung
eines Partikels im Raum. Daran angelehnt ist die folgende Definition.

Definition 29.3. Seien | ein Intervall, f: 1 — R" eine diffbare Kurve. Dann heif3t

der Vektor
ft) = (f(0), ..., fa(0),

dessen Komponenten die Ableitungen der Komponenten von f sind, der Geschwin-
digkeitsvektor zum Zeitpunkt t. Seine Lange [F{t) CheiRt Geschwindigkeit
zum Zeitpunkt t. Ist f%ty) # 0 fiir ein to, so heiRtt: R — R", f(to) +t- fto) die
Tangente an f in f(tp).

Der Geschwindigkeitsvektor ist also:

o fEh) - (1)
fie) = lim ————.

Eine Kurve f: 1 — R" braucht nicht injektiv zu sein, wie die folgenden
Beispiele zeigen:

Beispiel 29.4. 1. Der Newtonsche Knoten: f(t) = (t> — 1,t® — t). Das Bild
f(R) [CRP (Abb.[29.3) kann auch durch eine Gleichung beschrieben wer-
den: f(R) = {(x,y) | y? = x>+x%}. Wir geben hier keinen Beweis; allerdings
ist die Inklusion [Cmiittels Nachrechnen leicht einzusehen: tatsachlich gilt
namlich (t2 — t)2 = (2 — 1) + (t? — 1)°.

F0)=(2¢, 3¢"-1)

Fien)=622)
; ‘h) = (1,2)

L) fen 0

li)e=022)

Abbildung 29.3. Der Newtonsche Knoten. Das Bild zeigt auch die Geschwindig-
keitsvektoren im Punkt f(1) = (0,0) = f(-1), die in diesem Fall auch die Tangente
andeuten.

2. Die Neilsche Parabel: f: R - R?, f(t) = (t?,t%). Es gilt (auch dies ohne
Beweis): f(R) = {(x,y) | y*> = x3} (Abb.[29.4).

Schneiden sich zwei Kurven in einem Punkt, so kbnnen wir mit Hilfe der
Geschwindigkeitsvektoren wie in der linearen Algebra (Definition|17.8) einen
Winkelbegriff einflhren;



Achtung! To do: bes-
ser in ty, tp, da Dop-
pelpunkte dann er-
laubt sind!?
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F#).(2¢ 3t%)
[llo)=0

Abbildung 29.4. Die Neilsche Parabel.

Definition 29.5. Es seien f: 1 - R", g: J - R" zwei Kurven mit f(t;) = g(t2).
Sind die Geschwindigkeitsvektoren ft;), g'(t2) # 0, dann ist der Winkel 8 zwi-
schen den Kurven im Punkt f(t;) = g(t2) definiert durch:

[Fita), 9'(t2)
[FHty ) CgHt,) O

cos O =
Bemerkung 29.6. Diese Definition passt mit der Definition der Tangenten
zusammen, denn der Winkel zwischen zwei Kurven ist gerade der Win-
kel zwischen den Richtungsvektoren der Tangenten der beiden Kurven im
Schnittpunkt.

Beispiel 29.7. 1. Hat eine Kurve f Selbstiberschneidungen, d.h. f(t;) =
f(tp) fur ty # tp, so kann man die obige Definition des Winkels auch auf
eine einzige Kurve (mit g = f) anwenden: Beim Newtonschen Knoten aus
Beispiel[29.4lkénnen wir furt; = =1 und t, = 1 den Winkel © [0, Tt[ zwi-
schen den beiden Geschwindigkeitsvektoren im Ursprung bestimmen:

[(32,2),(2,2)(1  —4+4 0
(32,2320 8 8

cos0 = =0,

d.h. 8 = 7. Die beiden sogenannten Kurvenzweige stehen im Ursprung
also senkrecht aufeinander.

2. Die logarithmische Spirale (Abb.[29.5
'R - R? I(¢) = (e? - cos ¢, e? - sin ¢)

bildet mit jeder Geraden durch den Ursprung an jedem ihrer Schnitt-
punkte den gleichen Winkel, namlich 45°.

Beweis. Ubungsaufgabe. —1
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’ ’

Abbildung 29.5. Eine logarithmische Spirale und deren Schnittwinkel mit einer Ge-
raden durch den Ursprung.

3. Alle Ellipsen zu zwei festen Brennpunkten (siehe dazu Bemerkung/25.13)
bilden in all ihren Schnittpunkten mit Hyperbeln zu den selben Schnitt-
punkten jeweils rechte Winkel (siehe Abb.[29.6). Mit der obigen Definition
ist dies etwas anstrengend nachzuweisen; wir verweisen auf S.
5] fur einen wesentlich einfacheren Zugang zu diesem Spezialfall.

Abbildung 29.6. Ellipsen und Hyperbeln mit gemeinsamen Brennpunkten stehen in
allen Schnittpunkten senkrecht aufeinander.

29.2 Rektifizierbarkeit und Bogenlange

Wir kennen aus der Schule die Umrechnung eines Winkels in sein Bogenmal3.
Dieses ist am Einheitskreis einfach die Lange des Kreisbogens, der zu dem
gegebenen Winkel gehort.

Wir mdchten hier nun einer Kurve bzw. einem Kurvenabschnitt (Bogen)
sinnvoll eine Lange zuweisen. Insbesondere soll diese Lange im Fall von
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Strecken und dem eben angesprochenen Kreisbogen mit dem uns Bekannten
zusammenpassen.

Hierzu betrachten wir, wie schon Archimedes vor mehr als 2000 Jahren,
zunéchst eine Approximation der Kurve durch einen stiickweise linearen
Linienzug:

Bemerkung 29.8 (Polygonapproximation). Seien [a,b] [CR ein abgeschlos-
senes Intervall, f: [a,b] - R"eine Kurveunda=1t <t <. <t =b
eine Unterteilung. Dann kdnnen wir den Polygonzug durch die Punkte
f(to), f(ty),..., f(t,) als Approximation der Kurve ansehen (Abb.[29.7). Die
Lange des Polygonzuges ist:

1
Pi(to,...,tr) = [Ht) — f(te-1) LI
k=1

Abbildung 29.7. Polygonapproximation einer Kurve.

Damit kdnnen wir nun sinnvoll die Lange einer Kurve definieren:

Definition 29.9. Eine Kurve f: [a,b] - R" heilt rektifizierbar mit Bogenlange
L R, wenn =3 0ein 6 > 0 existiert, so dass fur jede Unterteilunga =t <t; <
< <t =DbmitFeinheit <& (d.h. [tj — ti1| < [AI< i <) gilt:

IPt(to, ..., tr) —L| <&

Der Begriff Bogenlange wird statt Kurvenlange (wie man hatte vermuten
kénnen) verwendet, da sich die Lange eines Bogens auch definieren lasst,
wenn die Kurve nicht nur auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b], sondern
auf ganz R definiert ist. Den meisten Kurven, die auf einem solchen abge-
schlossenen Intervall definiert sind, kénnen wir eine Lange zuweisen, wie
der folgende Satz zeigt:

Satz 29.10. Jede stetig diffbare Kurve f : [a,b] — R" ist rektifizierbar mit Bogen-

lange -
L= [Of)at
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Bevor wir dies nachweisen, zunéchst ein Beispiel:

Beispiel 29.11. Wir betrachten f : [a,b] - R?, f(t) = (cost,sint). Das Bild
von f ist bekanntlich ein Kreisbogen (Abb. 29.8).

)

/J(a.) A
ez

Abbildung 29.8. Berechnung der Bogenlange eines Kreises.

Die Bogenlange von f ist:

] -
L= Oi)@dt=  [Fsint, cost)dt
a
Cora L]
= sint+cos2tdt=  ldt=b-a.
a a

Dies passt mit der aus dem Schule bekannten Bogenmal} eines Winkels zu-
sammen, denn flr a = 0 und b = 21 erhalten wir tatsachlich 21 und entspre-
chendes fuir andere Werte von b.

Analog zu obiger Rechnung ergibt sich, dass der Kreis mit Radius r,
g:[0,2m] — R?, g(t) = (rcost,rsint),

die Bogenlange ?" r dt = 27tr hat.

Vorlesung vom:
Hilfssatz 29.12. Sei f: [a,b] — R" stetig diffbar. Dann gilt: [€1> 0 [81> 0, s0o 16. Oktober 2009

dass: Qualitatsstand:
%{t - f(t - i
i_ T( ) _ f?t)% e zweite Version

1 (A, bl mit0<|t—1| <3d.

Beweis. Die Koordinatenfunktionen von f sind nach Voraussetzung stetig
diffbar. Daher sind die fF: [a,b] -~ R gleichmaBig stetig (siehe Definition|13.8
und Satz[13.10), also: [C£1> 0 [a1> 0, so dass:

|t1(s) — ft)| < € 3 mit|t—s| <d.
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Der Mittelwertsatz|10.5/liefert:
fi(t) — fi(T)
— 7 =fl(s
t—T '
fur ein gewisses s []t, t]. Also:

i(ti - : o fi%)é: If5) - il <e.
Summation ergibt:
O K = A A

Wir hatten oben statt € auch € = a?ﬁ wahlen kénnen. Damit folgt die Behaup-
tung. 1

Damit kénnen wir nun den Satz Uber die Rektifizierbarkeit stetig diffbarer
Kurven angehen:

Beweis (des Satzes|29.10). Sei € > 0 vorgegeben. Aus der Approximation des
Integrals durch Riemannsche Summen (siehe Definition|13.1 und Satz|13.7)
wissen wir: [d] > 0, so dass:

1
Ot — Ot C(t — ties)

k=1

N m

fur alle Unterteilungena =ty <t; < - <t. = b mit Feinheit < 6;. Nach dem
Hilfssatz|29.12|existiert ein d mit 0 < d < d; mit:

%gtk) ~f(tr) %
—ty ) 2(b—a)’

EEE(tk) — f(ti1) 3 () (t — ti 1)|§E 20— a) = ti-1).

Dies ergibt:

Summation Uber alle Teilintervalle liefert:
i . L
) — f(t-1) 5 Eﬂ%tk)(tk = ti-1) ( —a)=
2(b—
k=1 k=1
Daraus folgt insgesamt mit der Dreiecksungleichung in R:
- ook £
f(to ..... tk) - D'j%t) Cdt - E =€

far alle Unterteilungen mit Feinheit < 9. 1
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Korollar 29.13. Jede stlickweise stetig diffbare Kurve ist rektifizierbar.
Beispiel 29.14. Die Zykloide ist die Kurve:
f:R - R? f(t)=(t—sint,1— cost).

Sie beschreibt die Bewegung eines festen Punktes auf einem rollenden Rad
mit Radius 1 (Abb.[29.9).

A
NIV 4

Abbildung 29.9. Die Zykloide.

Wir berechnen die Lange des Bogens der Kurve, die entsteht, wenn sich das
Rad genau einmal dreht: ft) = (1 — cost, sint), also

. .ot
fH¢t) 1= (1 — cost)? + sint = 2 — 2cost = 4S'n2§

mit Hilfe einer trigonometrischen Formel. Fir die Bogenlénge L ergibt sich
damit, da sin § = 0 far t C[0, 2m):

) ¢ ]
L= 2sin=-dt=4 sinudu=28
0 2 0

mitu = % also du = % Bewegt sich ein Auto also um 21 = 6.28 Meter, so
bewegt sich ein Punkt auf dem Rand eines seiner Rader um 8 Meter.

Es stellt sich die Frage: Ist jede Kurve rektifizierbar? Die Antwort ist nein,
wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 29.15. Die Kurve

0), t=0,
:[0,1] - R%tB
v: 0.1 %t-cos(%), t+0,
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ist stetig, aber nicht rektifizierbar. Formal mochten wir das hier nicht bewei-
sen, doch was sollte die Lange L sein? Jedenfalls gilt (siehe Abb.[29.10):

1 1 1 1
L=2 2T[+2 3n+2 4n+2 5T[+ .

Aber der Grenzwert i;:;1 1 existiert nicht.

I A A i
e — T

Abbildung 29.10. Eine nicht rektifizierbare Kurve.

Es gibt sogar Kurven, wie die im folgenden Beispiel, die keine Kurven im
anschaulichen Sinn sind, die namlich als Bild im R? ein Flachenstiick haben.

Beispiel 29.16 (Peano-Kurve). Wir konstruieren eine surjektive stetige Ab-
bildung vom Intervall [-1,1] [CR auf das Dreieck im R? mit Ecken (—1,0),
(1,0), (0,1) vermdge Intervallschachtelung (Abb.[29.11).

— N AN

Abbildung 29.11. Definition der Peano-Kurve.

Far jede reelle Zahl r [T+1, 1] haben wir dann eine bzw. mdglicherweise zwei
Intervallschachtelungen und zu diesen eine bzw. zwei Schachtelungen von
Dreiecken. Der Punkt im Durchschnitt der Schachtelungen der Dreiecke sei
der Bildpunkt ¢(r). Eine bemerkenswerte Eigenschaft der Abbildung ¢ ist:
¢ ist stetig und surjektiv. Dies zeigen wir hier nicht; in einer Ubungsaufgabe
werden wir aber nachweisen, dass solche Kurven (genannt Peanokurven)
nicht rektifizierbar sind.
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Definition 29.17. Sei f: [a,b] — R" eine (stetig diffbare) Kurve und ¢: [a, B] —
[a, b] eine monoton steigende bijektive (stetig diffbare) Abbildung. Wir sagen, die
Kurve g = f o ¢: [0,B] - R" geht aus f durch Parameterwechsel hervor.

Wir interessieren uns fur Eigenschaften von Kurven, die nicht von der Para-
metrisierung abhangen. Beispielsweise gilt:

Satz 29.18. Die Bogenlénge einer stetig diffbaren Kurve hangt nicht von der Para-
metrisierung ab.

Beweis. Die Bogenlange ist; L = . [fi{t) Cdt. Sei t = ¢(u) ein stetig diffbarer
Parameterwechsel. Es gilt:

Kettenregel

= -
[ © ¢)'(u) Cdu = CEHp(u)) - ¢'tu) Cdu

0 [THb(u)) LI ) du

o B)
Substitutionsregel
= [ ¢t) Cdt
)
= CF(t) Cdt.

a

1

Definition 29.19 (Parametrisierung nach Bogenlange). Sei f: [a,b] - R" ste-
tig diffbar mit ft) # 0 CEICTA, b]. Dann ist die Funktion

L]
() = [T (t) Cat

a
streng monoton und diffbar mit ¢¢t) # 0 CE 1 J& b[ und definiert eine Bijektion
¢: [a,b] - [0O,L], wobei L die Bogenlédnge von f beschreibt. Die Umkehrabbildung
¢ =071 [0,L] - [a,b] liefert die Parametrisierung g = fo: [0,L] — R". Diese
heillt Parametrisierung nach Bogenlange. Es ist Ublich, den Parameter in dieser
Parametrisierung mit s zu bezeichnen: s 3 g(s).

Bemerkung 29.20. Ist g: [0,L] - R" eine Parametrisierung einer Kurve
f%[a, b] - R" nach Bogenlange, so hat fur [s;,s,] [ID,L] die Teilkurve
S:

9, 57" [s1,52] — R" die Bogenlange s, —s;.

Beweis. Seien ¢: [a,b] — [0,L] und ¢ = ¢! wie in der Definition. Ferner
seien t; = Y(s1) und t; = Y(s,). Dann ist auch
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¢: [t 2] - [0,52—51], tB P(t) — 51

w2l

nach Bogenlange. Diese ist daher s, —s;. [

eine Bijektion mit Umkehrappildung ) und g% =fo:[0,5,—51] - R"
die Parametrisierung von f 1

tz]

Beispiel 29.21. Sei f: [0,2n] — R%,t B f(t) :\grcost,rsint) ein parametri-
sierter Kreis mit Radius r. Dann ist (F{t)[Z r- sin’t+ cos?t = r und:

ok
[FHt) Cdt = 2mr.
0
Die Bijektion ¢: [0,21] - [0,2mr],t B t-r hatdie Umkehrfunktion y(s) = %-s.
Die Parametrisierung nach Bogenlange ist also:
QO O g s
g:[0,2rr] -~ R?, s3 (foy)(s) = f r rcosF,rsinF .

Satz 29.22. Sei g: [0,L] — R" eine Parametrisierung nach Bogenlange (d.h. insbhe-
sondere g(s) # 0 [S)l Dann hat der Geschwindigkeitsvektor (Abb.29.12) T(s) = g'(s)
die Lange [TI(s) = 1.

7Cs)

Abbildung 29.12. Der Geschwindigkeitsvektor einer nach Bogenlédnge parametrisier-
ten Kurve.

Beweis. Wegen der Bemerkung[29.20 ist:

.
[gH(s)Cds = s, —s1 [Sg)s, OO, L].

S1

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung|13.12 folgt: Es existiert ein
& [31,s2], so dass
L
[g(s) Cds = [gH€) (s, — 51),

S1

also [gH{€) (= 1. Dadies aber fiir alle s, s, []0, L] gilt, folgt: [g{s)[(F 1 [s1 [
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29.3 Krummung

Definition 29.23. Sei g: [0,L] — R" eine zweimal stetig diffbare Kurve, pa-
rametrisiert nach Bogenlange. T(s) = g'(s) heilt Tangentialvektor der Kurve.
K = K(s) = [M(s) [(kappa) heiRt Kriimmung der Kurve im Punkt g(s). N(s) = %S))
heiRt Normalenvektor (definiert, wenn K(s) # 0). Also: T'(s) = K(s) - N(s).

Bemerkung 29.24. Tatsachlich steht der Normalenvektor N, wenn er defi-
niert ist, senkrecht (auch normal genannt) auf dem Tangentialvektor T. Nach
Definition der Parametrisierung nach Bogenlénge gilt ndmlich 1 = [T, T d.h.
diese Funktion ist konstant, so dass ihre Ableitung verschwindet. Nach der
Produktregel ergibt sich daher: 0 = ([0, TOH= MYT & 0, THZ 2k, NLW.h.
N [T1

Beispiel 29.25. 1. Ein Kreis mit Radius r: s 3 (rcos f,rsin $) = g(s). Dann
ist: T(s) = g'6s) = (=sin ¢, cos £) und somit T'(s) = 1(—cos 2, —sin £), also
K=1undN = (-cos ¢, —sin £) (Abb.[29.13).

o0
SIa

&

Abbildung 29.13. Kriimmung, Normalen- und Geschwindigkeitsvektor am Kreis.

2. Sei f eine Kurve mit der Eigenschaft k = 0 und TH= 0. Dann gilt: Die
Kurve ist eine Gerade.

Bemerkung/Definition 29.26. Im Fall von ebenen Kurven kann man Kk mit
einem Vorzeichen versehen: Wir wahlen N(s), so dass (T(s), N(s)) [SIO(2). Um
jetzt die Gleichung Ts) = K(s) - N(s) immer noch zu erfullen, muss K(s) jetzt
ggf. ein Vorzeichen bekommen. Ist dieses positiv, so hei3t die Kurve in diesem
Punkt positiv gekrimmt; ist es negativ, so heifit sie in diesem Punkt negativ
gekrimmt. Fur ebene Kurven ist der Kreis mit Mittelpunkt g(s) + %N(s) und
Radiusr = & der Kreis, der die Kurve in g(s) am Besten approximiert. Er heil3t
Krimmungskreis; siehe Aufgabe[29.4 fir ein Beispiel.

Mit Hilfe der Krummung kann man folgende interessante Kurve definieren:

nicht oder nur knapp
vorgefuhrt
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Definition 29.27. Ist f eine Kurve mit Krimmung K(s), so heif3t

] [
sO K(s), k')

Problem: die charakteristische Kurve von f.
Bsp und Bild char.
Kurve Satz 29.28 (von Cartan, hier ohne Beweis). Zwei Kurven g und § in R? ge-

hen durch eine euklidische Bewegung auseinander hervor genau dann, wenn ihre
charakteristischen Kurven tbereinstimmen.

Ahnliche Satze charakterisieren, ob Kurven durch sogenannte affine oder
projektive Transformationen auseinander hervorgehen. Charakteristische
Kurven finden in der Bilderkennung Anwendung (siehe beispielsweise

[COS*98]).

29.4 Kurven im R®

Definition 29.29. Sei g: [0,L] — R® eine Kurve, die nach Bogenlinge parametri-
siert ist. Dann ist N [_T1Wir wéhlen nun B [R3, so dass (T, N, B) eine orientierte
Orthonormalmatrix (CSIO(3)) bilden (Abb.[29.14). B heiRt Binormalenvektor und
das Tripel (T, N, B) Fresnelsches Dreibein.

4

o

fr_&meéoiﬂ 3’&0-«
2 A=CT 7> = N LT doner

Abbildung 29.14. Das Fresnelsche Dreibein einer Kurve im R®.

Um einen Binormalenvektor zu berechnen, ist hdufig das Folgende hilfreich:

Definition 29.30 (Kreuzproduktim R®).Seiena = (a1, a, as)'undb = (b1, by, bz)t 1
R3 zwei Vektoren. Dann ist das Kreuzprodukt der Vektor

4 b3 - agbg =
axb= b1 - a1b3
albg - agbl
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Die folgenden Eigenschaften sind nicht schwer nachzuprifen, so dass wir
uns auf den Nachweis einer einzigen beschranken:

Elementare Eigenschaften 29.31. 1. a x b steht senkrecht auf a und b.

2. [alx bkt die Grole (d.h. der Flacheninhalt) des Parallelogrammes, das von a
und b aufgespannt wird.

3. Es gilt: det(a, b,a x b) = [@x b2l

4. Es gelten die folgenden Rechenregeln:
e ax(b+c)=axb+axc,
e (@+b)yxc=axc+bxc,
e (Aa)xb=A@xh)=ax(Ab),

e bxa=-axh.

Beweis. 1. Wir betrachten die Determinante:

L] []
a b1

0 = det a by
a3 as bs

Entw. nach 3. Spalte
= ay(aghs — aghy) — ax(arhs — biaz) + az(aih, — axbhy)

= [@aaxbl]

Also: a [{alx b) (und b genauso).
1

Die in der folgenden Beziehung zwischen Binormalenvektor und Normalen-
vektor auftretende Torsion misst, wie weit die Kurve von einer ebenen Kurve
entfernt ist:

Proposition/Definition 29.32. BYs) = t(s)N(s) fur eine gewisse Funktion T(s).
T(S) heilt Torsion der Kurve im Punkt g(s).

Beweis. Es gilt: 1 = [B,BLIDies liefert: 0 = (B,B)F= BB [B,BY k=
2B5BO AP Da T,N,B eine Orthonormalbasis bilden, folgt: B =
a(s)T+T(s)N fur gewisse a, T. Wir missen noch zeigen, dass gilt: a = 0. Dafir
bemerken wir zunéchst: 0 = [M, B[ [0, T x N[ Dies liefert:

0 = (M, BOH= M5B 0, B+

= [KN. B[ 4T, aT + TN all, T q,
10 N |

=0

da auch [T, N[ 0. —1
nicht oder nur knapp

vorgefihrt
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Aufgaben

Aufgabe 29.1 (Bogenlange). Seien r,c [CR,r > 0 und R [R,R > 0. Seien
ferner
f:[0,2n] -~ R3 t3 (rcost,rsint,ct)

und
g:[0,2m] -~ R? t3 R (t—sint, 1 —cost)

gegeben.

1. Berechnen Sie die Bogenlangen von f und g.
2. Parametrisieren Sie f und g nach Bogenléange.

Aufgabe 29.2 (Winkel eines Graphen einer Funktion zur x-Achse). Geben
Sie eine Formel fir den Winkel zwischen einem Graphen (t, f(t)) einer Funk-
tion f: R - R und der x-Achse im Punkt ty, abhéngig von der Steigung
f%to) in diesem Punkt, an.

Aufgabe 29.3 (Krummung eines Graphen einer Funktion). Wir betrachten
den Spezialfall einer ebenen Kurve, die in der Form

f:[ab] - R? xB (X y(x)

geschrieben werden kann (also einen Graphen einer Funktion).
Zeigen Sie, dass fur die Krimmung dann gilt:

y™x)

KX) = ———
(1 + (yHx))»)¥2

Aufgabe 29.4 (Krummungskreis). Berechnen Sie mit Hilfe des Computeral-
gebrasystems MAPLE fir die ebene Kurve (x,x®) [CR? die Krimmungen in

x=0,-1,1,-3,1, 4, —2 und plotten Sie die Kurve und die Krimmungskrei-
se.

Aufgabe 29.5 (Krimmung einer ebenen Kurve). Wir betrachten den Spezi-
alfall einer ebenen Kurve, die parametrisiert gegeben ist:

f:[ab] - R% tB (x(t), y(1).

to do: priufe, ob zu Zeigen Sie, dass fur die Krimmung dann gilt:

schwierig

_ XYY - Xy ).

K(x) 3
(X{t)? + yt)?)
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Aufgabe 29.6 (Die charakteristische Kurve einer ebenen Kurve). Wir de-
finieren die charakteristische Kurve einer nach Bogenlange parametrisierten
ebenen Kurve [a,b] — R?, s B (x(s), y(s)) als die ebene Kurve

0 O
[a,b] - R?% s3 K(s), %(s) .

1. Seien f:[0,1] - R? s B (xu(s),yi(s)) und g:[0,1] - R? s B
(X2(8), Y2(s)) zwei ebene Kurven. Zeigen Sie: Geht g durch eine orthogona-
le Bewegung aus f hervor, dann stimmen die charakteristischen Kurven
von f und g berein.

2. Seir [R.Bestimmen Sie die charakteristische Kurve der nach Bogenlédnge
parametrisierten Kurve

g: [0,2rr] - R?, tB (rcos(t), rsin(t)).

3. Bestimmen Sie die charakteristische Kurve von

h:[0,2n] — R? s B (}sint,cost).

Aufgabe 29.7 (Der Newtonsche Knoten). Wir betrachten die Menge M :=
{(x,y) [R? | y?> = x? + x3} [R?. Zeigen Sie, dass die Kurve f: R - R? t03
(t? — 1, t — t) surjektiv auf M abbildet.

Hinweis: Betrachten Sie Geraden durch den sog. Doppelpunkt (0, 0).

Aufgabe 29.8 (Winkel zwischen Kurven). Wir betrachten eine sogenannte
logarithmische Spirale

'R - R?, I(¢) = (e? - cos ¢, e? - sin §)

und fur jeden festen Winkel ¢ die Geraden

0! R — R, g(t) = 1), falls ¢ = 7 + nmufareinn 4,
tan¢ - t), sonst.

Zeigen Sie:

1. Fur jedes ¢ [R liegt der Punkt I(¢) CR? auf der Geraden g.

2. Der Winkel ag CJD, i[ zwischen den Kurven | und g4 im Punkt I(¢) ist
unabhéngig von ¢, namlich ay = 7 fur alle ¢ [R.
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Funktionen auf R"

Vorlesung vom:
21. Oktober 2009
Qualitatsstand:
zweite Version

Sei D [R", f: D - R eine Funktion. Wie kdnnen wir uns f veranschauli-
chen? Wir stellen hier zwei Méglichkeiten vor: den Graph von f und Niveau-
mengen.

30.1 Erste Definitionen und Beispiele

Definition 30.1. Wir nennen
Me:={(x,y) (DxR| f(x) =y}
den Graph von f.

Beispiel 30.2. 1. f(x1,%2) = xg — X1Xo (s. Abb.[30.1] links).
2. f(x1,x2) = X2 + X3 (s. Abb.[30.1] rechts).

Abbildung 30.1. Zwei Graphen von Funktionen.
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Definition 30.3. Sei f: D - R, ¢ [CR. Wir nennen
Nc(f) :={x [D| f(x) =c}

die Niveaumenge von f zum Niveau c. Falls n = 2 (also D [CR?), so heilt diese
Niveaumenge auch Niveaulinie, falls n = 3 Niveauflache.

Beispiel 30.4. 1. f(x1,x2) = X2 = x3 — x$ (s. Abb.[30.2| links).
2. f(x1,%2) = X2 + X2 (s. Abb.[30.2| rechts).

M;(F’) ced

A ARG

A (€]
VA

Abbildung 30.2. Niveaulinien zweier Funktionen.

Bemerkung 30.5. Der Definitionsbereich D von f soll mdglichst einfach, z.B.
“echt n-dimensional” sein.

30.2 O [ende und abgeschlossene Mengen

Definition 30.6. Zua [CR" und r > 0 heif3t

Br(@) i={x [R" | XI—al % r}
der o Lede Ball mit Radius r.

B/(a) = {x [R" | X-alZ r}
heil3t abgeschlossener Ball um a mit Radius r.

Definition 30.7. Sei U [CR" eine Teilmenge. U heilt o [ed, wenn [0 [£l>
0, so dass B¢(a) [CU. Sei A [CR" eine weitere Teilmenge. A heiflit abgeschlossen,
wenn R™A offen ist.

Beispiel 30.8. B,(a) ist offen, B,(a) ist abgeschlossen.
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Definition 30.9. D [CR" heilt beschrankt, wenn es ein r > 0 gibt, so dass gilt:
D [B}(0). Eine abgeschlossene und beschrankte Teilmenge K [CR" heilit kompakt.

Definition 30.10. Zu einer beliebigen Teilmenge D [RI" bezeichnet

D= {x [R"| [E> 0B(x) [D}

die Menge der inneren Punkte (oder kurz: das Innere) von D.

D :={x [R" | B¢(x) n D # CIEl> 0}
heiRt Abschluss von D und

oD := D\D

Rand von D.

Beispiel 30.11. B,(a) istder Abschlussvon B,(a) und dB(a) = {x [R" | xalZF
r} ist die Kugeloberflache.

In der Regel werden wir offene Mengen als Definitionsbereich nehmen, even-

tuell Mengen mit D = D Analog zum univariaten Fall (Def. ??) kobnnen wir
den Begriff einer stetigen Funktion einftihren:

Definition 30.12. SeiD [R", f: D - R eine Funktion. f heift stetigina [D [
R", wenn

Cel>0 [B1=0: [f(x)— f(a)] <e XICD mit xXI—al<d.

Satz 30.13. Summen, Produkte und Quotienten (wo sie definiert sind) stetiger Funk-
tionen sind stetig.

Wir geben keinen Beweis, weil dieser analog zum Fall einer Veranderlichen
ist. Wenigstens ein kleines Beispiel dazu:

Beispiel 30.14. f(x1,X2) = ist stetig.

2+ 2+l

30.3 Di Leréntiation

Sei f: U - R eine Funktion, wobei U offen ist. Wir stellen nun zwei Kon-
zepte vor, die die Differentiation in einer Variablen auf h6here Dimensionen
verallgemeinern: partielle Differentiation und totale Differentiation.
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30.3.1 Partielle Di Ceréntiation

Definition 30.15. Seien f: U - R, a = (az,...,a,) [W. Dann heit f in a
partiell nach x; di Lerknzierbar (kurz partiell nach x; di [bdr), wenn die Funktion
in einer Variablen

Xi B f(ai,...,a-1,%i,Qi+1,---,an)

nach x; differenzierbar ist. Dann bezeichnet
of f(a,...,a+h,...,ay) — f(as,...,a,...,an)

%@ = h

die partielle Ableitung von f nach x;.

of

Y = —X1.

Beispiel 30.16. f(xy, Xz) = X3 — Xy%,. Dann gilt: g =32 -,

Definition 30.17. Ist f: U -~ R, U offen, in jedem Punkt nach allen Variablen
partiell diffbar, dann hei@3t f partiell di [erenzierbar auf U (kurz: partiell di [har
auf U).

Der Vektor ]

%f f
Lf(k) := (grad f)(a) := a_xl(a)’ T a_xn(a)

heif$t Gradient von f im Punkt a [O.

Definition 30.18 (héhere partielle Ableitungen). Sei f: U - R in U nach x;
partiell diffbar und g—;: U - R partiell nach x; diffbar, dann bezeichnet

9’ f

USSR
anaXi

die j-te partielle Ableitung von %

Das folgende Beispiel zeigt, dass wir im Allgemeinen die Reihenfolge der
Ableitungen hierbei nicht vertauschen durfen:

Beispiel 30.19. Sei

X3—x3
f(x1, X2) = %Xz—xgﬂgl falls (x1, x2) # (0,0),

falls (x1,x2) = 0.

Im Nullpunkt gilt dann: :—Xfl(O,O) =0, :—:2(0, 0) =0,da f(x;,0) =0, f(0,x2) = 0.
Ferner ist:
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(| 1
af (4 +x3) Xa(X§ = X5) + XaXa2x1 = 2x1 (X1 X2)(X] — X5)

a1 (X2 + x2)?
xz(x4 = X3) + 4x2x3
(<G + x2)2
0% f o Lof a U 9

%(O’O):a_xzax(’ 2) = x_‘z‘ = % (=x%2) = -1

Andererseits: ax (0,0) = 1 wegen der Symmetrie von f: f(xy, %) =
—f(X1,%2). Im Alllgememen gilt also:
0% f 4 0% f
6xi 6Xj 6Xj 6Xi .

Glucklicherweise gibt es aber viele Situationen, in denen das Vertauschen der
Reihenfolge doch richtig ist:

Satz 30.20. Sei f: U - R zweimal stetig partiell diffbar, dann gilt:

?f ot
aXi an - an aXi'

Beweis. Siehe z.B. Forsters Analysis 2 Buch [For08b]. 1

Korollar/Definition 30.21. Unter der Voraussetzung dieses Satzes ist also die
Hesse-Matrix

Lles o A L]
Dazf O X1)2  OX1 0X2 0X1 OXn
Hess(f) := I o i = : :
Xn OX1 (0%n)?

symmetrisch.

Beispiel 30.22. Sei f(xy,X2) = X3 sin(Xz + X1). Dann ist der Gradient

1 O
grad f = sin(xy + X2) + X1 €COS(X1 + X2), X1 COS(X1 + X2)

und die Hesse-Matrix:

|
2c0S(X1 + Xp) — Xg Sin(Xg + Xp)  €0S(Xy + Xp) — X3 sin(Xy + xz)
€os(X1 + X2) — X1 SiN(X1 — X2) =X Sin(X; + X2)
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30.3.2 Totale Di Ceréntiation

Das zweite Konzept, das die Ableitung in einer Variablen verallgemeinert,
beruht auf der Grundidee, die Ableitung als beste lineare Approximation
aufzufassen (s. Abb.[30.3). Wir verallgemeinern dieses Konzept gleich auf
Abbildungen

f:U - R", U [R" offen.

Abbildung 30.3. Ableitung als beste lineare Approximation.

Definition 30.23. f: U - R", f = (f,..., fy) heilt ina CW [CR™ total
di Cerenzierbar (kurz: total di [bar), wenn es eine lineare Abbildungx B A-x, A [
R™M gibt, so dass fur den Fehler ¢, definiert durch

fa+x) = f(a) + Ax+ d(x)

die Bedingung
0
i 5T
erfalltist. A =: Df(a) =: J¢(a) heillt dann die Jacobimatrix (oder das Di Cerkntial)
von fina.

0

Dass die Jacobimatrix tatsachlich eindeutig ist, ist nicht schwierig nachzuwei-
sen. Im Eindimensionalen ist A einfach eine Zahl, und zwar die Ableitung an
der Stelle a, und es gilt: f(a+x) = f(a) + f5a) - x + d(X).

Beispiel 30.24. Seiq: R" - R, q(X) = xt-C-x, C [R™" mit C = C' symme-
trisch. Sei ferner a [CR". Dann gilt:

g(x+a) = (x+a)C(x+a) = ﬁfﬂfﬁ?atc“ ﬁfﬁj]

9(@) ()

AuBerdem ist:

X} Cx [ [ Cx % [XTJOx[X [QCIXTE] (30.1)
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Hierbei ist [Aldie sogenannte Matrixnorm von C, definiert duch

[ACE max [Ax[]
X[RI, XI=1

Damit gilt % x% % B IXI% [ACIXT, ko dass (30.1) tatsachlich erftllt

ist. Insgesamt folgt also:

—_— < .

und 2at C CR™" ist die Jacobimatrix.
Vorlesung vom:
23. Oktober 2009
Satz 30.25 (Kettenregel). Seien U [R" offen, f: U - R™, f(U) CM [CR™, V Qualitatsstand:
offen, g: V — RX.Ist f in a total diffoar und g im Punkt b = f(a) total diffbar, dann ~ zweite Version
ist die Kompositionh = g = f: U - R¥im Punkt a total diffbar und es gilt fur das
Differential:
Dh(a) = Dg(b) - Df(a).

Siehe auch Abbildung 30.4.

4:80[

&
{ R
fDﬂ(aJ \D

J(é)

—
Dh(a)=& Dy (&) Df ()

Abbildung 30.4. Die Kettenregel.

Beweis. Sei ¢ der Fehler fur f und  der Fehler fir g. Dann: f(x + a) =
f(@a) + Ax+ ¢(x), g(y +b) = g(b) + By + W(y). Daraus folgt:

(ge f)(x+a) = g(b+ Ax + %%x))

y
= g(b) + B(AX + §(x)) + W(AX + ¢(X))

=Cc+ BAX+ B:ix‘ + i‘“Ax + =§x“
[ T\ T T

n(x)
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Es gilt weiterhin:

< [BI[]

—>0,

X-0

(Bip(x) L] [di(x)
xI]

da f diffbar ist. Somit folgt:

[I(AX + d(x)) I [AX + ¢(x) 0 o H
T e - e B R - SR
wobei g(x) = %ﬂq 0, da g diffbar. 1

Korollar 30.26. Die Eintrage der Jacobimatrix A = Df(a) = (ajj) sintﬂie pzﬁiellen

Ableitungen der Komponentenfunktionen: a;; = g—xf;(a). Also: J¢(a) = a—fj(a) .

Beweis. Fur ein festes Paar (i, j) betrachten wir:

e: R - Rnl Xi g (all"'vai—llxivai+ll"'1an)
g: Rm - Rl (Yl'---,Ym) g yJ
Dies sind lineare Abbildungen. Es gilt: De = (0, ..., 1,..., 0)t =: &' (1 an der
i-ten Position) und Dg = (0,...,1,...,0) =: ¢; (1 an der j-ten Position). Damit
gilt nun:
D(g - f -e)(a) = Dg(f(a)) - Df(a) - De(ai)
=€j- Jf(a) : (-Z‘it = ajj-

Andererseitsist (go foe)(xi) = fj(as, ..., ai-1,Xi,...,an). Nach x; ableiten liefert:

0 B afj
6_xi(g e feoe)a)= a_xi(a)'

L1

Beispiel 30.27 (Polarkoordinaten). Sei P: (r,¢) B (rcos ¢, rsin ¢), wobei wir
P entweder als Abbildung P: R? - R? oder P: [0,21] X Rsy — R? auffassen
(S. Abb. 305) Pl]O,ZT[[X]O,OO[ ist injektiv. Es gllt

] ]

cos¢ -rsind detd = .

Jp=DP = sing rcos¢

Fernerist: g: R?> - R, g(x,y) = x? + y?,also Dg = (2x,2y) undh = g P = r?,
d.h. g =2rund % = 0. Nun: Dh = Dg(2r cos ¢, 2rsin ¢) - DP = (2r, 0).

Korollar 30.28 (aus Satz|30.25, Korollar|30.26 und Beweis). Sei f: U - R™,
g:V - R, f(U) M CR™und h = g = f. Dann gilt:

oh  Toagl of;
a—Xi(X) = . a—yj(fl(X% o Tm(¥)) - a—Xi(X)-
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Abbildung 30.5. Polarkoordinaten.

Bemerkung 30.29. Der Zusammenhang zwischen den Diffbarkeitsbegriffen
ist wie folgt:

. . . . [pattiell diffbar
stetig partiell diffoar [tothl diffbar [sfetig.

Weitere Implikationen gelten nicht.

Definition 30.30. Seien U [CR" offen und f: U - R, a CW und v CR" mit
v =+ 1.
f@+h-v)—f(a)

h

Dyf)@) =i

(Dy )@ = lim

heilt Richtungsableitung von f in Richtung v.

Satz 30.31. Sei f: U - R, U [R" offen, total diffbar in a. Dann gilt:
D, f(a) = [(@rad f)(a), v[]

Insbesondere gilt: Fur v [C3"! := {v [CR" | W[ 1} ist die Richtungsableitung
maximal genau dann, wenn der Gradient grad f(a) in die gleiche Richtung wie v
zeigt.

Beweis. Kettenregel und Geometrie der orthogonalen Projektion auf Rv. [

30.3.3 Taylorformel

In einer Variablen ist die Formel
f(x+a) = f(a) + f'{a) - x + d(X)

nur der erste Fall der Taylorformel.
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Wir méchten dies fur Funktionen f: U —» R, U [R" offen, verallgemeinern.
Wir werden f durch Polynome in xy, ..., X, approximieren. Wie man vermut-
lich erwartet, wird sich dabei herausstellen, dass f{a) durch die Jacobi-Matrix
ersetzt wird und die Hesse—Matrix in ¢(x) auftaucht. Mit “geschickter” In-
dexnotation ist die Formel am Ende genauso einfach wie in einer Variablen.

Notation 30.32. a = (ay,...,0,) " nennen wir einen Multiindex. |a] = a; +
-+« + ap heiBt Totalgrad von a. Wir setzen x* := xfl -+-.. X% Dann bezeichnet
oo ol f

XY (OX)% - -+ (OXp)Sn

die o-te (partielle) Ableitung und a! := ay! - - - a,!. FUr |oj-mal steig partiell diffbare
Funktionen kommt es auf die Reihenfolge des partiellen Ableitens nicht an.

Df%:=

Definition 30.33. Sei U [CR" offen, a [W. Sei ferner f: U - R k-mal stetig
partiell diffbar. Dann heift das Polynom

Col  (emae
AR

laj=k

das k-te Taylorpolynom von f in a. Es ist das eindeutig bestimmte Polynom,
welches die gleichen Werte fur die partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k an der
Stelle a hat wie f.

Satz 30.34 (Taylorformel). Sei f: U -~ R (k+1)-mal stetig partiell diffbar. Dann
gibt es fur jedes x [CR", das so klein ist, dass die Strecke {a + tx | t [[+1,1]} O

ist, ein 9 [0, 1], so dass:
L pada) L L_pak(y)

! al
laj=k loj=k+1

f@a+x) = (a+9x)x°.

Beweis. Wir betrachten die Funktion g(t) = f(a + t-x) in einer Variablen, die
Taylorformel dort und die Identitat

dg L pada+tx) o

—(t) = k! ,
k
(dt) 0|k al
Problem: welche mit Induktion nach k aus der Kettenregel (der Fall k = 1) folgt. 1
noch genauer ausfth- o ] ) . .
ren? Beispiel 30.35. 1.Sei f: U - R, U [R" offen, f zweimal stetig partiell
diffbar. Wie sieht das zweite Taprolynﬁn ina =0 [ aus? Es spielen
£(0), grad f(0) und Hess(f)(0) = %(O) eine Rolle:
1
f(0) + [grad f(0), x[+ zx‘ Hess(f)(0)x
Problem: ist das Taylorpolynom zweiter Ordnung.

noch konkreteres Bei- . . . (cty)?
spiel, mit Bild? 2. f(x,y) = eX-¢¥ = &*"Y. Das zweite Taylorpolynomin (0, 0) ist: 1+X+y+-~—~.



30.3 Differentiation 435

30.3.4 Extremalstellen

Viele praktische Probleme flihren auf Optimierungsaufgaben. Auch in der
Situation, dass hierbei mehrere Variablen auftreten, gibt es einen Kalkul,
ahnlich der Kurvendiskussion im univariaten Fall, um diese anzugehen.

Definition 30.36. Sei f: U - R eine Funktion, U [CR". f hat in a ein lokales
Maximum (lokales Minimum), wenn ein Ball B;(a) [U existiert, so dass f|g,()
in a das Maximum (Minimum) hat. f hat in a ein lokales Extremum, wenn einer
der beiden Falle eintritt.

In 26.15 haben wir definiert, wann eine Matrix A positiv definit heil3t, ge-
schrieben A > 0, ndmlich wenn alle Eigenwerte von A strikt positiv sind,
d.h. wenn ZtAz > 0 [ZICK" \ {0}. AnschlieBend haben wir in Satz[26.16
das Hurwitz—Kriterium dafir bewiesen. Um ein hinreichendes Kriterium
fur Extremstellen geben zu kénnen, benétigen wir nun auch die folgenden
verwandten Begriffe:

Definition 30.37. Eine hermitesche Matrix A Q™" (symmetrisch Uber R) heif’t
positiv semi—definit, wenn alle Eigenwerte von A grofer oder gleich 0 sind.

A heil’t negativ definit bzw. negativ semi—definit (in Zeichen: A < 0 bzw. A < 0),
wenn —A positiv definit bzw. positiv semi—definit ist.

A heiB3t indefinit, wenn keiner der vorigen Falle eintritt.

Es gibt auch fur die negative Definitheit ein Kriterium im Stil des Hurwitz—
Kriteriums; dieses ist aber ein wenig komplizierter zu formulieren, als man
denken kénnte. Insbesondere ist die Negativitat aller linken oberen Minoren
kein Kriterium fur die negative Definitheit einer Matrix. Am Einfachsten ist
es daher wohl meist, die Eigenwerte zu berechnen.

Satz 30.38. Sei U [CR" offen, f: U — R zweimal stetig partiell diffbar.

1. Notwendig dafr, dass f in a [O ein lokales Extremum hat, ist, dass

of

= a—xn(a) =0.

of
A
2. Ist die notwendige Bedingung erfullt, dann 'ﬁt hinrei[c_1]1end fur ein lokales Mi-
nimum, dass die Matrix A = Hess(f)(a) = #ng(a) i positiv definit ist. Ist A

negativ definit, dann liegt ein lokales Maximum vor. Ist A indefinit, dann ist a
kein lokales Extremum.

Diese Aussage verallgemeinert offenbar direkt die entsprechenden Resultate
aus dem univariaten Fall, ndmlich Satz|10.2 und Satz[10.10. Bevor wir diesen
Satz auf Seite[438 beweisen, zunachst einige Beispiele:

Vorlesung vom:
28. Oktober 2009
Qualitatsstand:
zweite Version

Problem:
thematisiere: lokales
Extremum im Gegen-
satz zu isoliertes Ex-
tremum!
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Beispiel 30.39. 1. f(x,y) = x*+y2, & =2x = 0, § = 2y = 0. Somit ist
a = (0,0) der einzige Kandidat fuir ein lokales Extremum. Es gilt:

Cl O

Hess(f)(a) = é (2) > 0.

Also hat f in (0, 0) ein lokales Minimum (Abb.30.6).

Abbildung 30.6. Ein lokales Minimum.

2. f(x,y) = x? — y?. Wieder ist der Nullpunkt der einzige Kandidat fir ein
lokales Extremum. Es gilt:
I%I ]
Hess(f)(a) = 0-2

Dies ist eine indefinite Matrix. Der Ursprung ist hier also ein sogenannter
Sattelpunkt (Abb.[30.7).

Abbildung 30.7. Ein Sattelpunkt. Es ist auch die Niveaulinie f(x,y) = x> —y? =
(x—y) - (x+y) = 0 eingezeichnet.

3. Sei f(x,y) = x? + y3. Hier ist ebenfalls a = (0,0) der einzige Kandidat.

sp Of af 2
Dannist 3 = 2x, = 3y< und
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7"
Hess(f)(a) = 00 (positiv semidefinit).

Der Satz macht fur diese Situation keine Aussage. Der einzige Kandidat
fur ein lokales Extremum, der Ursprung, ist aber keines, da f|p—g: R -
R, y By kein Extremum hat (s. auch Abb.[30.8).

Abbildung 30.8. Die gewohnliche Spitze f(x, y) = x* + y® als Funktion. Es ist auch die
Niveaulinie f(x,y) = 0 eingezeichnet.

4. Fur f(x,y) = x? + y* erhalten wir ebenfalls a = (0, 0) als einzigen Kandi-

daten und wieder
O O

Hess(f)(a) = 58 (positiv semidefinit).

Auch hier macht der Satz keine Aussage. In diesem Fall ist a aber offen-
sichtlich ein Minimum (s. auch Abb.[30.9), denn f(x,y) = 0 [(Xly) [R?
und f(0,0) = 0.

Abbildung 30.9. Die Funktion f(x,y) = x> + y*.

Dies ist analog zum Fall einer Variablen, wo die Funktion f(x) = x* zwar
eine verschwindende zweite Ableitung, aber trotzdem ein Minimum in
x = 0 besitzt. Wir werden hier aber keine analogen Kriterien fur héhere
Ableitungen aufstellen.
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Zum Satz|8.10/tber die Existenz von Maximum und Minimum stetiger Funk-
tionen auf einem abgeschlossenen (d.h. kompakten) Intervall gibt es folgende
Verallgemeinerung:

Satz 30.40 (Maximum und Minimum auf einem Kompaktum). Seien K [R"
eine kompakte Menge und f: K - R eine stetige Funktion. Dann nimmt f ein
Maximum und ein Minimum auf K an (s. Abb.|30.10).

Abbildung 30.10. Minimum und Maximum werden auf einer kompakten Menge
angenommen. Hier haben beide Maxima den gleichen Funktionswert und werden im
Inneren des Kompaktums angenommen, die unendlich vielen Minima dagegen auf
dem Rand.

Beweis. Sei M := sup{f(x) | x CK} [Jl— oo, ]. Dann existiert eine Folge
(X")vm, SO dass lim,_. f(x') = M. Die Folgen der Komponenten (x’) R
sind jeweils beschrankt. Nach Bolzano-Weierstrass [5.33/existiert daher eine
Teilfolge (X" )xm, die konvergiert. Der Grenzwert y = limy_ . X" [K, da K

Problem: abgeschlossen ist. Fur die Funktionswerte gilt: f(y) = limy_ o f(x%*) = M
steht das in einem wegen des Folgenkriteriums fur Stetigkeit (Satz[8.5), da f stetig ist. In y [K
Satz oder in einer nimmt f daher ein Maximum an. Der Fall des Minimums ist analog. 1
Ubungsaufgabe?

Nun zum notwendigen und zum hinreichenden Kriterium ftr Extremstellen:

Beweis (von Satz[30.38).
1. Hat f in aein lokales Extremum, dann hat die Funktion
gi: tB gi(t) = f(a+et),

wobei e; der i-te Einheitsvektor ist, eines in t = 0. Der entsprechende Satz
10.2]in einer Variablen liefert nun gRO) =0,d.h.

00i . Kett | Of
0= gR‘O) — atI (O) e e;rege — (a)
i
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2. Es sei (grad f)(@ = 0 und zunéchst einmal A = Hessmﬁ) > 0. Die

DY f(a)

Taylorformel erster Ordnung fur f nahe a ergibt, da <y =57 X% =

f(a) + [grad f(a), x[LEs existiert 8 []0, 1], so dass

] 14 tIZIaZf ]
f(x+a) = f(@+ gradf(a),x + EX 3% 9%, (a+9x) x

= f(a) + %x‘ AX + %x‘ B(X)X,

wobei B(x) 6 0 CR™", da f zweimal stetig diffbar ist. Sei nun
X—

. VIAv .
‘= min = min [Av
r] v [RIM\{0} ng vIRP, =1 |:|

das wegen des obigen Satzes|30.40 auch existiert, da die 1-Sphéare 9B (0)

kompakt ist. Es gilt n > 0, da A positiv definit ist. Mit € := g folgt:
81> 0, so dass [B(x) % € XInit IXI < .
Wir zeigen, dass a das Minimum von flg;() ist:
14
f(x+a)— f(a) = > xPAX + xt B(X)x
1 l:l l:l n — &
=3 nmﬁ—smﬁ:_z XI1= 0

und Gleichheit gilt genau dann, wenn x = 0.

Die anderen Falle gehen analog. Im indefiniten Fall schrankt man f auf

a+ Eig(A, A) mit A positiv bzw. negativ ein.

1

Beispiel 30.41. Wir betrachten f(x, y) = x? — y? + x3 (Abb.[30.11) und suchen

maogliche Extrema.
Zunéchst berechnen wir dafuir die eine partielle Ableitung:

of 5 ! 2
— =2Xx+3x*=0, also:x=0oderx=—=.
ox 3

Die andere partielle Ableitung liefert:

o _ oyl 0
5y == [v30.

Insgesamt folgt: a = (0,0) und a = (—2,0) kommen als lokale Extrema in

Frage. Um Genaueres herauszufinden, betrachten wir die Hesse-Matrix
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Wew (F

=

Abbildung 30.11. Der Newtonsche Knoten R? — R, (x,y) B f(x,y) = x> —y? +x%: Die
linke Abbildung zeigt einige Niveaulinien, die rechte die Funktion gemeinsam mit
einigen eingezeichneten Niveaulinien.

%I 20 -
X +
Hess(f) = 0 -2
an diesen Stellen:

% |

Hess()(0,0) = 0 -2 (indefinit),
(| |
2 -2 0 . -
Hess(f)(—é,O) = 0 - (negativ definit).

Also ist —%, 0) ein lokales Maximum und (0, 0) kein Extremum.

Aufgaben

Aufgabe 30.1 (Definitheit). Bestimmen Sie, ob die folgenden Matrizen posi-
tiv definit, negativ definit oder indefinit sind:

]

610-1 2 Ly 45 1
Boo21-7-1 BE4-12-8 168 4
A‘§1—715—2§ B‘%s 8-6 598 -

2-1-211 1 16 5-35

[

Aufgabe 30.2 (O [ede Mengen). Zeigen Sie:

1. U; CR", i [Tleine Familie von offenen Mengen [ }J; offen.
2. Uy, U, [R" offen [Uin U, offen.
3. R" und [sind offen.
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Aufgabe 30.3 (Abgeschlossene Mengen). Im Folgenden bezeichne [ die
euklidische Norm auf R". Wir sagen, dass eine Folge (x,)yn im R" zu einem
Punkt p [R" konvergiert (in Zeichen: lim, _, . X, = p), falls gilt: Zu jedem € > 0
gibt es ein vy [N, so dass fur alle v > vg gilt: X}, — pCX €.

1. Zeigen Sie, dass eine Folge (x,)y g genau dann gegen p konvergiert, wenn
fur jedes j [{1,...,n} die Folge der j-ten Komponente, (Xyj)vm, gegen die
entsprechende Komponente p; von p konvergiert, d.h.:

[ [
\!Lrgoxv =p = \!iﬂlx"i =p; O&F1,...,n.

2. Zeigen Sie: A [[R" ist genau dann abgeschlossen, wenn fur jede konver-

gente Folge (xy)ym CAlgilt: lim, _ o X, [CA.

Aufgabe 30.4 (Kompakte Mengen). Sei (x, )y €ine Folge im R". Eine Teilfolge
ist eine Folge (aww))vm, Wobei K : N - N,v B Kk(v) eine injektive Abbildung
ist.

Zeigen Sie: Eine Menge K [CR" ist genau dann kompakt, wenn jede Folge
(Xn)ne Mit Werten in K eine in K konvergente Teilfolge besitzt.

Aufgabe 30.5 (Jacobimatrix). In welchen Punkten ist die Jacobi-Matrix der
Abbildung

f:R® - R% (x,y,2) B (4y, 3x* — 2sin(yz), 2yz)
nicht invertierbar?

Aufgabe 30.6 (Taylorpolynom). Bestimmen Sie das Taylorpolynom 3-ter
Ordnung im Punkt (1, 1) von:

f:RZ, - R, f(x,y) =x".

Aufgabe 30.7 (Taylorpolynom). Bestimmen Sie das Taylorpolynom 3-ter
Ordnung im Punkt (1, 1) von:

X—y
f: R>0 X R>O, f(X, y) = m

Aufgabe 30.8 (Ausgleichsgerade).
1. Seien (X, yx) [CR?, k = 1,...,n Punkte in der Ebene. Bestimmen Sie die
Koeffizienten a,b [CR der Gerade y = ax + b, so dass

1
(ax + b — yi)?
k=1

minimal wird. Diese erhaltene Gerade heif3t Ausgleichsgerade.
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2. Bestimmen Sie zu folgenden Punkten die Ausgleichgerade und skizzieren
Sie die Punkte sowie die Ausgleichsgerade.

x| 01 2345
y[0.9265.16.28.389
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Hyperflaichen und der Satz tGber implizite
Funktionen

Wir haben schon in der linearen Algebra Beispiele von Flachen kennenge-
lernt, die als Nullstellenmenge von Funktionen in mehreren Variablen defi-
niert sind, ndmlich die Quadriken. In der geometrischen Modellierung und
Visualisierung werden in letzter Zeit aber auch immer mehr Flachen im
R3 verwendet, die sich zwar immer noch als Nullstellenmenge von Funk-
tionen schreiben lassen, wobei diese Funktionen aber nicht unbedingt nur
quadratisch, sondern komplizierter sind. In diesem Abschnitt gehen wir auf
Maoglichkeiten ein, wie man die Geometrie solcher Flachen, zumindest lokal,
untersuchen und oft recht gut beschreiben kann.

Definition 31.1. Sei f: R" - R eine (diffbare) Funktion. Dann heift ihre Null-
stellenmenge
N(f) := No(f) ={a [R"| f(a) = 0}

die durch f definierte Hyperflache.
Beispiel 31.2. Neben den bereits genannten Quadriken im R" (siehe Ab-

schnitt|25.2) sind Hyperebenen und Niveaumengen Beispiele fur Hyperfla-
chen, die wir bereits kennengelernt haben.

Sogar, wenn wir uns auf polynomielle Funktionen beschréanken, kénnen Hy-
perflachen aber eine sehr komplexe Geometrie aufweisen.

Definition 31.3. Sei X = N(f), f stetig diffbar, eine Hyperflache und a [X. Ist

e
9= 1@+ 5-@0-a) +o(0d-aDy
j=1

die erste Taylorformel (zum Landau-Symbol o(.) siehe Abschnitt[5.3), so heift

Vorlesung vom:
30. Oktober 2009
Qualitatsstand:
zweite Version

Problem:
Konkrete  Beispiele
und Bilder



Problem:
weiteres Beispiel: y? =
X3
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(| E 5¢1
TaX = X I:Bn E &(a)(xj - aJ) =0
i j

j=1

der Tangentialraum von X im Punkt a (s. Abb.|31.1).

rool. £ (a)
@
X

Abbildung 31.1. Tangentialraum und Gradient in einem glatten Punkt einer Fléache.

T.X ist der um a verschobene Untervektorraum
{x CR" | [grad f(a),x(F 0}.

Ist grad f(a) # 0, so ist ToX eine Hyperebene und X heif3t glatt in a. Andernfalls
heiRt X singulér in a.

Beispiel 31.4. 1.Sei E = {(x,y) [R? | x? + 2y? = 3} = N(f), d.h. f(x,y) =
x? + 2y? — 3 (Abb.[31.2). Einsetzen zeigt, dass (1,1) [HE. Der Gradient
grad f = (2x,4y) istin diesem Punkt grad f(1, 1) = (2, 4). Die Hyperflache
E ist daher glatt im Punkt (1, 1).

(AR

v

Abbildung 31.2. Tangentialraum und Gradient in einem glatten Punkt einer Kurve.

2. Der Tangentialraum an einer Hyperflache im R3 beruihrt die Hyperflache
in der Umgebung eines glatten Punktes nicht unbedingt nur in einem
einzigen Punkt. Dies liegt daran, wie die Flache gekrimmtist. Wir kénnen
darauf hier nicht weiter eingehen, sondern zeigen nur ein Beispiel: Der
einschalige Hyperboloid x? + y?> — z2 = 1 im Punkt (1,0, 0) (Abb.[31.3).

Der Tangentialraum ist in glatten Punkten eine oft akzeptable Annaherung
an die Hyperflache.

Frage 31.5. Gegeben seien X = N(f) und a [X ein glatter Punkt. Kénnen wir X
nahe a besser darstellen?
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Abbildung 31.3. Eine Tangentialebene an einen einschaligen Hyperboloiden. Auf
unserer Webseite gibt es dazu eine Animation: GIF-Format, SWF-Format. Genau wie
das Bild wurde die Animation mit unserer Software surfex [HLMO05] erstellt, die unter
www.surfex.AlgebraicSurface.net herunterzuladen ist.

Antwort. Ja, wenn wir die Gleichung f(xg,...,X,) = 0 nach einer Variablen
auflosen kdnnen. Etwa nach x,; dann suchen wir eine Funktion g(x, . . ., Xn-1),
so dass

f(X1,. ..y Xn=1, 9(X1, .. ., Xn-1)) = 0.

Beispiel 31.6. Wir betrachten nochmals das Beispiel E={kxy) CR?|
x%+2y?—3 = 0}. Die Gleichung kénnen wir nach y aufldsen. Fir nicht negative
y erhalten wir (s. auch Abb.[31.4):

—1
. 3-x?
y=
Dies beschreibt die Kurve wesentlich genauer als der Tangentialraum in ei-
nem der Punkte. Problem:

besseres Bild und
Bildunterschrift!

Abbildung 31.4. Ein wunderhtbsches Bild.

Der folgende Satz besagt, dass ein solches Auflésen zumindest lokal in der
Umgebung eines Punktes oft maglich ist:

Satz 31.7 (Uber implizite Funktionen). Sei U [CR", U offen, f: U - R k-mal
stetig diffbar und a = (a1, ...,an-1,an) CB(F). Gilt é?—an({:l) # 0, dann existieren


http://www.math.uni-sb.de/ag/schreyer/LEHRE/0910_MfI3/vorl/pics/hyperboloid_one_sheet_tangsp.gif
http://www.math.uni-sb.de/ag/schreyer/LEHRE/0910_MfI3/vorl/pics/hyperboloid_one_sheet_tangsp.swf
http://www.surfex.AlgebraicSurface.net
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offene Umgebungen VE TR von (ay, ..., a,-1) = a%und V™[R von a, = a™
Problem: mit VEx VIO (s. Abb. 31.5) und es existiert eine Funktion g: V&7~ VIR

Bild wesentlich infor-  mit g(ay = a™und
mativer machen!

1. f(Xq, ..., Xn-1, (X1, . . ., Xn-1)) = 0 XT= (X1, ..., Xn—1) CM™und
2. [XXTY V% VI n N(f) gilt: x™= x, = g(xb.

g ist k-mal stetig diffbar und

ax,( a)

6x

furi=1,2,. -1.

ax'(%’—

el

v

Abbildung 31.5. VFund V™im Satz tiber implizite Funktionen.

Mit Hilfe von g wird die implizite Gleichung f = 0 also nach x™= x, auf-
geldst und die partiellen Ableitungen von g in atkénnen wir sogar explizit
ausrechnen. Naturlich kénnen wir nach anderen Variablen auflésen, indem
wir die Variablen umnumerieren und dann den Satz anwenden.

Beweis. Der vollstandige Beweis folgt spater flr eine allgemeinere Version in
Satz[31.18] Nur die Formel fur die partiellen Ableitungen zeigen wir sofort,
unter der Annahme, dass der Rest bereits bewiesen ist, also insbesondere
x™M= x, = g(x"). Diese folgt aus der Kettenregel

g L N
0= g5 X s gl Xn-1)
of I [
= o X X1 90K Xae)
|
+ of E] X (x X )EI 99 (x Xn-1)
an Tyeeny n—l,g 1y« -y An—-1 aX| 1y« oy An—-1
durch Einsetzen von a%/da g(aY = a™= a,. —1

Formeln fur hohere Ableitungen von g bekommt man, indem man erneut
ableitet. In singularen Punkten verschwinden alle partiellen Ableitungen, so
dass dort weder der Tangentialraum noch der Satz Uber implizite Funktionen
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Auskunft geben. Selbst, wenn man sich auf singuléare Punkte von Hyperfla-
chen beschrankt, die durch Polynome gegeben sind, ist dies ein sehr weites
und faszinierendes Gebiet, das zur sogenannten Singularitatentheorie ge-
hort, auf die wir hier leider nicht genauer eingehen kdnnen.

31.1 Extrema mit Nebenbedingungen

Sei h: U - R, U [CR", eine diffbare Funktion. Wir méchten h unter der
Nebenbedingung f(x) = 0 maximieren, wobei f: U — R eine weitere diffbare
Funktion ist. In diesem Abschnitt werden die meisten Beispiele fur diese Art
von Problem aus der Geometrie kommen, wie wir aber spater sehen werden
(Seite[528), hat diese Methode auch wichtige Anwendungen in der Statistik
und vielen anderen Bereichen der Wissenschaft.

Beispiel 31.8. Fiir alle Punkte auf dem Kreis f(x,y) = (x—1)?+y> -1 =10
(Abb.[31.6) machten wir den Abstand h(x, y) zum Ursprung maximieren.

sl

T
-

Abbildung 31.6. Eine Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen.

Satz/Definition 31.9. Sei f: U - R diffbar, a CIN(f) = {x CW | f(x) = 0}
mit grad f(a) # 0. Sei h: U — R eine weitere Funktion. Notwendig dafur, dass
hin¢ry im Punkt a ein lokales Extremum hat, ist die Existenz eines A R, so dass
grad h(a) = Agrad f(a). Der Faktor A heiRt Lagrangescher Multiplikator.

Beispiel 31.10. f(x,y) = x? + 2y? =1, h(X,y) = X + y (Abb.[31.7).

Es gilt: gradh = (1,1), grad f = (2x, 2). Die notwendige Bedingung liefert
zwei Gleichungen:
_ -2
1=A2x, 1=A >

Gemeinsam mit der Gleichung x? + %yz = 1 vom Anfang ergibt sich (das

sind insgesamt 3 Gleichungen mit 3 Unbe\yannten): )\\/ L+ [2X1= % (IVE

= 2x

4x)2 .
x2+ & —1 =5x2—1 Dasliefert: x=+! 5 y=+4 5
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Abbildung 31.7. Eine Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen.

Da hin(ry ein Maximym u\pd ein Minimum annimmt und grg;i f(b)\:; 0 b1

N(f), sofolgt: In (2 5,2 5)wird h|ycy maximal und in (-1 5,-% 5) wird

15
hiner minimal.

Beweis (des Satzes|31.9). Da grad f(a) # 0, kdnnen wir wegen des Satzes tber

5 1,

Abbildung 31.8. Zum Beweis des Satzes Uber Lagrangemultiplikatoren.

implizite Funktionen die Gleichung nach einer der Variablen auflésen, etwa
nach x,. Der Satz liefert die Existenz einer Funktion g: R"! COY_ R mit
g@y =a,und0 = f(xy,...,Xn-1, 9(x5). Die Funktion h(x, ..., Xn-1, 9(X1, . . . , Xn—1))
hat somit in a“= (ay, ..., a,—1) ein lokales Extremum. Also:

L]
0= Da%(h(xl,---,xn—lng(xly---,xn—l)) (2"
k

Chh
= a—xk(xl,...,Xn-1,g(X1,---,Xn-1))
oh 0 0
+6_xn(xl’ ooy Xn=1, (X1, . .y Xn=1)) - a—)i(xl, ooy Xn-1) (351

oh oh a9
= O_Xk(a) + a_xn(a) ' 6_xk(a5]'
Andererseits liefert der Satz Uber implizite Funktionen:

9 o 5@

—@
N %@
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fur jedes k. Insgesamt erhalten wir demnach durch Einsetzen in die vorige

Gleichung:
- ol
6Xk

Der erste Faktor hangt dabei nicht mehr von k ab, so dass wir ihn mit A

bezeichnen kdnnen und somit erhalten: grad h(a) = A - grad f(a). 1

Bemerkung 31.11. Mit Hilfe der Rekursionsformeln fur hohere partielle Ab-
leitungen von g aus dem Satz tber implizite Funktionen lasst sich auch die
Hesse—-Matrix von h(Xy,...,Xn-1, 9(X1, ..., Xn-1)) bestimmen, also ein hinrei-
chendes Kriterium angeben.

31.2 Der Umkehrsatz

SeienU [CR"offenund f: U — R"eine diffbare Abbildung (s. Abb.|31.9); wir
sind hier also im Fall, dass sowohl U als auch f(U) Teilmengen des gleichen
Raumes R" sind. Wir schreiben nun b = f(a) flir a 0. Existiert eine offene

4
/fww

Abbildung 31.9. Zum Umkehrsatz.

Umgebung V von a, so dass f|y bijektiv ist und ist g = (f|v)™* ebenfalls
diffbar, dann ist (Dg)(b) = (Df)(a) = E,, die n x n—Einheitsmatrix. Der folgende
Satz gibt eine hinreichende Bedingung dafiir, dass diese Situation eintritt. Mit
Hilfe dieses Satzes werden wir dann eine allgemeinere Variante des Satzes
Uber implizite Funktionen herleiten kénnen.

Satz 31.12 (Umkehrsatz). Seien U CR" offenund f: U — R" eine k-mal stetig
diffbare Abbildung, a W und b = f(a). Ist det(Df(a)) # 0, dann existieren
Umgebungen V und W mita W O undb CW [CR", sodass flyv:V - W
bijektiv ist und g = (flv)™: W - V [CR" ebenfalls k-mal stetig diffbar ist mit
Jacobimatrix Dg(b) = (Df(a))™.

Zum Beweis werden wir einen Fixpunktsatz verwenden. Dazu bendétigen wir
zunachst den Begriff des Fixpunktes:

Vorlesung vom:

4. November 2009
Qualitatsstand:
zweite Version



450 31 Hyperflachen und der Satz tiber implizite Funktionen

Definition 31.13. Sei ¢: M - M eine Abbildung. & M ist ein Fixpunkt von ¢,
wenn & = §(&).

Uber Fixpunkte gibt es viele interessante Satze, beispielsweise gilt:

Satz 31.14 (von Brouwer). Sei ¢: B1(0) — B1(0) eine stetige Abbildung der
abgeschlossenen Kugel B;(0) in sich selbst. Dann hat ¢ einen Fixpunkt.

Der Satz hat viele interessante Folgerungen, wie beispielsweise den Satz
vom lgel, der im Wesentlichen aussagt, dass ein Igel, der sich zu einer Kugel
zusammengerollt hat, nicht Gberall in die gleiche Richtung gekdmmt sein
kann. Wir kénnen den Satz von Brouwer hier zwar leider nicht beweisen
(siehe dazu beispielsweise [Kon02]); flr gewisse Arten von Abbildungen ist
ein Nachweis aber nicht allzu schwierig, ndmlich ftr kontrahierende:

Definition 31.15. Sei B, eine abgeschlossene Kugel. Eine Abbildung ¢: B, — B,
heit kontrahierend, wenn es ein A mit 0 < A < 1 gibt, so dass [§i(x) — ¢(y) £

AX—- yCIXly [B.

Man kann leicht nachweisen, dass kontrahierende Abbildungen stetig sind.
Wie schon angedeutet, kdnnen wir den Brouwerschen Fixpunktsatz, der all-
gemein fur stetige Abbildungen gilt, hier nicht nachweisen. Fur den Spezi-
alfall der kontrahierenden Abbildungen aber schon; in diesem Fall ist der
Fixpunkt sogar eindeutig und wir kdonnen explizit angeben, wie wir die-
sen Fixpunkt erhalten. Dieser speziellere Fixpunktsatz wird reichen, um den
Umkehrsatz zu beweisen.

Satz 31.16 (Banachscher Fixpunktsatz). Seien B, eine abgeschlossene Kugel und
¢: B, — B, eine kontrahierende Abbildung. Dann hat ¢ genau einen Fixpunkt
&. Genauer gilt: Fur jeden Startpunkt xo [ B, konvergiert die Folge (Xy)ma mit
Xir1 = G(Xi) gegen &.

Beweis. Wegen der Kontraktionseigenschaft gibt es ein A mit:
DX — Xn CF A Dn-1 — Xn—1 CE A" K- — Xo £ A™-2r [ml= n.

Die Folge (xi) ist also eine Cauchy-Folge und konvergiert daher. FUr den
Grenzwert & := limy_ o Xx (B gilt mit dem Folgenkriterium fur Stetigkeit

(Satz[8.5):
6@ = o(limx) * = 1im px) = lim xeoy = &

Also ist & ein Fixpunkt von ¢. Es ist der einzige, da fur jeden weiteren Punkt
n gilt:
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[qi(n) — &L& [i(n) — p(E) L= A - - &L
Wenn n ebenfalls ein Fixpunkt ist, folgt: Ql— &£ A - [Qi— &L Dies ist aber nur

furn = & moglich, daA < 1. 1

Nach diesen Vorbereitungen nun zum Beweis des Umkehrsatzes:

Beweis (des Umkehrsatzes/31.12). Sei f: U - R" wie im Satz. Wir durfena =0
undb = f(a) = 0annehmen (sonst betrachten wir f(x) = f(a+x)— f(a)). Ferner
seiL=(Df(0))™*: R" - R". Danngiltfur L~ f: D(L = f)(0) = Ep.

Ohne Einschrankung sei also a = 0 = b, Df(0) = E. Wir wollen die Gleichung
y = f(x) fur y nahe b = 0 mit Hilfe einer Fixpunktabbildung I6sen. Dazu
betrachten wir ¢y(x) := y + x — f(x). Ist & ein Fixpunkt von ¢y, dann gilt:
E=0y(§) =y+&— f(§), alsoy = (). Siehe auch Abb.|31.10.

'&?‘1
| g S
s lived

i

Abbildung 31.10. Zum Beweis des Umkehrsatzes.

Wir mussen zunéchst den Definitionsbereich von ¢, festlegen. Dazu wahlen
wir r > 0, so dass

1 -
My (x) = B — Df(x) =% 3 X1 B, (0),
wobei [ADWieder die Matrixnorm

[AC= sup{ Avv CR" mit I 1}

bezeichnet. So ein r existiert, da f stetig diffbar ist und Df(0) = E,. Nach der
Taylorformel [30.34 existiert & [0, 1], so dass

[ly(X2) — by (x1) [ [(En — DFf)(X2 + B(Xy — X2)) [F [X] — x>
< 1 = %[Ol Xo [Byr(0).

(31.1)

Ferner gilt fur y mit ylC<

[y (X) L= [dly(x) — dy(0) + y [
< [ @)~ ¢yO0)F WX XTI r<r+r (31.2)
= 2r X1 By (0).

Problem:
check: y [CB.(0) oder
y [Bbr(0)?

Problem:
check  Anwendung
der Taylorformel!



Problem:
Skizze dazu!

nicht oder nur knapp
vorgefuhrt
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Problem:

Also: ¢y: By(0) — Byr(0) nach (31.2). Nach (31.1) ist ¢, auRerdem kontra- wgﬁ;‘;\?g;ﬁe%und
hierend. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz [31.16 hat ¢y also fir jedes '

y [B,(0) genau einen Fixpunkt

&(y) By (0)

und fir diesen gilt: f((y)) = y. Dieses &(y) ist also der einzige Urbildpunkt
von y in By (0). Wir setzen W := B,(0) und V := f~1(W) n B,,(0) und definieren
g: Br(0) - V durchy 3 Fixpunkt &(y) von ¢,.

Esbleibt zu zeigen, dass g stetig und diffbar ist. Zur Stetigkeit: Seieny;, y, W

und x; = g(y1), X2 = g(y2)- Dannist: x, — xg = ¢o(xz) — do(x1) + f(x2) — f(x1),
also, mit der Dreiecksungleichung und (31.1):

Xp — x1 = [dho(X2) — do(x1) & Hx2) — f(xq)
< 258 =13 [Tl — ()

Es folgt Xy — x3 [ 2-[F(xp) — f(x1) ZF 2:0yh — y1 [dnd daher [Q(y,) — g(y1) ZF
X} — x; X 2-[y} — y1 [CDie Abbildung g ist also stetig.

Nun zur Differenzierbarkeit von g. Zunéchst einmal ist Df(x) invertierbar
XM, denn fur v [R" gilt:

(Ex — D () - V= (B, -~ D () I 3]

Andererseits ist Df(x) - v = 0; wir haben demnach:;
ML [(E, - Df(x)) - v[Z %u—ajm 0.

Df(x) hat also als Kern nur {0} und es folgt, dass Df(x) invertierbar ist.
Differenzierbarkeit von f in xq bedeutet aber:

f(x) = f(x0) = Df(xo) - (X = X0) + (X} xo [)]

Dies zeigt:
Df(xo)) 2(f(x) = f(Xg)) = X — Xo + (Df(Xg)) *o(IXI— Xq [1]
( ( 0)) ( ( ) ( 0)) 0 I|||||||||||||||||||ll||||||||||||||||||||-
o([xxo DFo([yFyo )

Mit f(x) = y und f(xo) = Yy, folgt:

a(y) — 9(Yo) = (Df(x0)) *(y — yo) + 052 ﬁ_ y %

o(lyyo ]
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g ist also differenzierbar und

Dg(yo) = (DF(g(yo)) ™.

nicht oder nur knapp

vorgefuhrt Hdéhere Ablleitungen folgen mit der Kettenregel induktiv. 1

Beispiel 31.17. Wir betrachten den Durchschnitt zweier Zylinder: x> +z? = 1,
y? + (z — 1)> = 1. Kénnen wir diese Kurve, wenigstens nahe dem Punkt
a = (0,1,1), als eine Funktion von x darstellen? Siehe dazu Abbildung|31.11
und eine Animation auf unserer Webseite: GIF-Format, SWF-Format.

Abbildung 31.11. Durchschnitt zweier Zylinder.

Satz 31.18 (tUber implizite Funktionen, allgemeiner Fall). Sei U [R", f =
(fi,..., fm): U = R™, m < n, eine k-mal stetig diffbare Abbildung und a U ein
Punkt mit f(a) = 0. Angenommen, der letzte Minor der Jacobimatrix erfullt

o, &
© o
D B #0.

afn
-
Dann existiert fiir a = (a'a™ CR"™™ x R™ eine Umgebung a LM VIO ]
R"™M x R™ und eine k-mal stetig diffbare Abbildung g: VY- Vit g@@y = a
so dass

1L f(xFg(xY) =0,
2. [xEXTY M5 Vit f(x5x™ = 0 gilt: g(x) = x™

Bevor wir dies zeigen, zunéchst zuriick zum obigen Beispiel:


http://www.math.uni-sb.de/ag/schreyer/LEHRE/0910_MfI3/vorl/pics/zyl_zyl_intersect.gif
http://www.math.uni-sb.de/ag/schreyer/LEHRE/0910_MfI3/vorl/pics/zyl_zyl_intersect.swf
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Beispiel 31.19. Entsprechend der Problemstellung in|31.17/setzen wir

(|
2 2
3 2 o xt+zr -1
f:R° - R, (XY,2)B f(x,y,2) = V2 472 — 27
Dann ist
%0 22 902
X z
Df = 0 2y 22_2,alson(0,1,1)_ 0 20

Fur den letzten Minor gilt demnach: det()) # 0. Der Satz Uber implizite
Funktionen liefert nun die Existenz einer Abbildung: x B (y(x), z(X)) = 9(x).
Tatsachlich gilt:

vV L1
zZ(x)= 1-x2, yx)= 1-( 1-x2-1)2

Wir sehen am obigen Beispiel, dass der Satz zwar die Existenz sichert, dass die
konkrete Berechnung der Abbildung aber schwierig werden kann. Betrachten
wir noch ein weiteres Beispiel:

Beispiel 31.20. Wir méchten die Schnittkurve von x? + y? + 72 = 1 (Kugel)
und (x = 3)? + y2 = (3)? (Zylinder) im Punkt a = (1,0, 0) untersuchen, s. Abb.
31.12Jund die Animationen auf unserer Webseite: GIF-Format, SWF-Format.
Wenn wir f analog zum vorigen Beispiel aufstellen, erhalten wir:

O o O
2X 2y 2z 200

Df = 2(x—%) 2y 0 , also Df(1,0,0) = 100 -

Alle Minoren sind demnach null und wir kénnen den Satz nicht anwenden.

Abbildung 31.12. Durchnitt einer Kugel mit einem Zylinder. Der Punkt a = (1,0, 0),
in dem wir die Schnittkurve (weil) untersuchen mochten, ist gelb markiert.

Dies liegt an der speziellen Wahl des Punktes. Beispielsweise ist


http://www.math.uni-sb.de/ag/schreyer/LEHRE/0910_MfI3/vorl/pics/zyl_ball_intersect.gif
http://www.math.uni-sb.de/ag/schreyer/LEHRE/0910_MfI3/vorl/pics/zyl_ball_intersect.swf
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Ol |
002

Df(0,0)=  gg -

so dass wir mit dem Satz nach Umnumerieren der Variablen tatsachlich
die Existenz von Abbildungen x(y) und z(y) in der Umgebung von (0,0, 1)
garantiert bekommen.

Nun schlieBlich zum Beweis der allgemeinen Version des Satzes Uber im-
plizite Funktionen, der dann auch den oben nicht ausgeftihrten Beweis der
anderen Variante (31.7) dieses Satzes liefert. Mit dem Umkehrsatz ist dieser
Nachweis nun nicht mehr viel Arbeit:

Beweis (des Satzes |31.18 uber implizite Funktionen). Sei f = (fy,..., fy) wie
im Satz. Wir betrachten die Abbildung F(X) = Xi,...,Xn-m, f1(X), ..., fn(X)),
F: U - R" Dann ist DF wie in Abb.|31.13 angegeben.

n-m

dob (D) 20

Abbildung 31.13. Eine Anwendung des Umkehrsatzes.

Wir wenden den Umkehrsatz an (s. Abb.[31.13) und erhalten: DWW = V% V™
eine Umgebung von (a50), und G: W — U mitF - G = idy. Es folgt:

G(X1, -+ oy Xnemy Yir e« - Ym) = (X1, -+ Xnem Greme1 (X5Y), - . ., Gn(X5Y)),

da F e G = idw. Die Abbildung g: V& — V™ definiert durch g(x9 =
(Gnems1(x50), ..., Gn(x50)), erfullt dann: f(x5'g(x)) =0,daF -G =idy. [

Damit haben wir zwar alle Aussagen dieses Abschnittes bewiesen, doch
leider mussten wir auch feststellen, dass die abstrakten Existenzaussagen
schon in einfach erscheinenden Beispielen auf schwierige Rechnungen fluh-
ren, wenn wir uns nicht auf eine reine Existenzaussage beschréanken, sondern
explizite Ergebnisse erhalten mdchten. Daran kénnen wir im Rahmen dieser
Veranstaltung nichts &ndern. In nicht zu komplizierten Beispielen ist es aber
doch noch recht h&ufig moglich, mit Hilfe von Computeralgebra Software
konkrete Formeln zu produzieren.



456 31 Hyperflachen und der Satz tiber implizite Funktionen

Aufgaben

Aufgabe 31.1 (Lokales Auflosen). Zeigen Sie, dass sich
f:R? O R, f(X,y)=1+x+xy—¢

in einer Umgebung von (0, 0) lokal nach y aufldsen lasst, und berechnen Sie
die Taylorreihe der Auflésung y = g(x) bis zum Grad 2.

Aufgabe 31.2 (Extremwerte unter Neb%aﬁdingungen). Welcher Punkt der

Flache z = x? + y2 liegt dem Punkt p := EEEm néchsten?

NI

Aufgabe 31.3 (Banachscher Fixpunktsatz). Zeigen Sie mit Hilfe des Banach-
schen Fixpunktsatzes, dass die Abbildung

. 1V 1,
f.[1,2]_>R,xQ§ X ﬂx X+1

genau eine Nullstelle besitzt. Bestimmen Sie diese ndherungsweise mit Hilfe
von Maple.

Aufgabe 31.4 (Brouwerscher Fixpunktsatz). Zeigen Sie, dass der Brouwer-
sche Fixpunktsatz fur stetige Abbildungen

f:B1(0) ~ B1(0)

mit B4 (0) =]—1, 1[ R, die also nur auf dem Inneren der Einheitskugel definiert
sind, im Allgemeinen falsch ist.

Aufgabe 31.5 (Extremwerte). Bestimmen Sie Lage, Art und GroR3e der lokalen
Extrema der Funktion

f:R? 2 R, (xY) B XCy?’(1—x-y).
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Ein Blick auf Di Lergéntialgleichungen

Vorlesung vom:

6. November 2009
Qualitatsstand:
erste \Version

Die meisten physikalischen Naturgesetze lassen sich in der Form Es ist eine
bestimmte Differentialgleichung erflllt formulieren. In der Informatik sind DGLs
nicht so wichtig, auf3er in der Bildverarbeitung. Daher geben wir hier nur
einen sehr knappen Uberblick.

32.1 Gewohnliche Di Lergéntialgleichungen erster Ordnung

Definition 32.1. Eine DGL (Di Lerkntialgleichung, genauer: gewohnliche Dif-
ferentialgleichung) erster Ordnung ist folgendermaBen gegeben: U [CR? offen,
f:U - R, x"= f(t,x) (wobei hier x = x(t) und x"= x'(t) die Ableitung nach t
bezeichnet). Eine Losung von x"= f(t, x) ist eine diffbare Funktion ¢: 1 - R mit

L (t o) LU LY
2.9'(1) = (1, $(t) L1

Oft werden Lésungen gesucht, die einer Anfangsbedingung ¢(ty) = X gentigen.

Beispiel 32.2. Wir geben zunéchst einige Félle an, in denen wir die Lésung
direkt angeben kénnen:

Exponentielles Wachstum: Wir betrachten die Gleichung: x"= cx, wobei ¢ []
R eine Konstante ist, U [CRP, f(t,x) = cx hangt nicht von t ab.
Losung: ¢(t) = A - e, A = ¢(0) CR, dennn ¢t) = A-et-c=c- ¢(t).

Anwendung: Wachstum proportional zum Bestand, z.B. fur jeweils zwei
Kaninchen einer Population kommen vier in der nachsten Generation
hinzu.
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Radioaktiver Zerfall: Strahlung proportional zur radioaktiven Masse (s.
Abb. [32.1). x"'= —cx, ¢ > 0. x(t) = Ay - e ) x(t)) = Ay (Masse zum
Zeitpunkt to). Einfacher: A-e™t = x(t). t, = Halbwertszeit, definiert durch

Abbildung 32.1. Radioaktiver Zerfall.

1 1 1 In2
X(tp) = EX(O) o Ao = EA “5= e ooty =In2, t, = nT

Trennung der Variablen: Wir betrachten die DGL x= x - t.

Losung (Trennung der Variablen): Mit ‘(’j—’t‘ = x"= x - t erhalten wir formal
t-dt = &, d.h. Integrieren liefert:
1 ]
tdt+c= 1 dx
X

fur eine gewisse Konstante ¢ [(R. Es folgt:

1 2

—t“+c=1In|x|.
> X
Dies liefert x| = ezt*¢. Eine Losung unseres Problems ist also ¢(t) =

¢t ez fiir eine gewisse Konstante ¢P> 0. Tatsachlich erfiillt dies die
ursprungliche Gleichung, denn:

O'(t) = c” et t=0(1) t

Das angegebene Verfahren haben wir freilich nicht sauber untermauert.
Tatsachlich lasst es sich aber prazisieren, was wir hier aus Zeitgriinden
aber unterlassen werden.

Im Allgemeinen hat eine Differentialgleichung in getrennten Variablen
die Gestalt
x"= g(t) - h(x);

die rechte Seite lasst sich also in Produktform schreiben, wobei der eine
Faktor nur von tDund der andere nur von x abhangt. Zur Lésung formt
man diese in ﬁ = g(t) um und findet die Lésung durch Integration
beider Seiten.
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Autonome DGLs: Man kann diese Methode auch anwenden, wenn die rechte
Seite gar nicht von t abhangt. In diesem Fall hei3t die DGL autonom.

Ein Beispiel ist die sogenannte Explosionsgleichung x“= x?: Es folgt
& = x2, d.h. formal & = dt. Integrieren ergibt:
—1 1
% dx= dt —c

fur eine gewisse Konstante ¢ [CR, d.h. —% =t —c. Wir erhalten ¢(t) = &
In diesem Fall ist die L6sung nur auf einem endlichen Zeitintervall [to, c[

gegeben.
J)
|
|

_

Abbildung 32.2. Die Explosionsgleichung.

Definition 32.3. Seien f: U -~ R,U [RP? und x"= f(t, x) eine DGL. Wir ordnen
jedem Punkt (t, x) den Vektor (1, x5 = (1, f(t,x)) [CR? zu. Dies heift Richtungs-
feld. Zur Veranschaulichung zeichnet man die Vektoren, die ja die Steigung einer
Losung x(t) in einem gegebenen Punkt angeben, als Pfeile an die Punkte ein (s. Abb.
[32.3). Eine Lésung x(t) fiir einen gegebenen Anfangswert folgt dann den Pfeilen.

Abbildung 32.3. Ein Richtungsfeld.

ispiel 32.4-Die logistische Gleichung x~'= x(1 — x) (Abb. [32.4). Es gilt:
Bt

dt +c = % = (E+:)dx = Inx=In(x—1) = In%;. Daher ist:
2 = Aet mit A = . Nach Umformung folgt: x(t) = 2% oL

Die konstante Funktion ¢(t) = 1 heil3t Gleichgewichtslosung. Im Allgemei-
nen heil3en so die Nullstellen von f(x), weil an diesen Stellen die Ableitung
xHverschwindet und daher die Losung x(t) kontant ist.
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Abbildung 32.4. Das Richtungsfeld der Logistischen Gleichung und einige Lésungen
fur verschiedene Anfangswerte.

32.2 Gewohnliche Di Leréntialgleichungen héherer Ordnung

Definition 32.5 (DGL hoherer Ordnung). Sei U [CR x R" offen, f: U - R.
Dann heif3t
x™ = £(t,x,x5. .., x("7Y)

eine gewohnliche DGL n-ter Ordnung. Eine L6sung ist eine n-mal diffbare Funk-
tion¢: 1 - Rmit

L (6 (1), $'€), ..., " (V) [O LT
2.0 = f(t. (), ..., " (D).

Ein Di Lerkntialgleichungssystem 1-ter Ordnung ist gegeben durchU CRIxR",
f:U - R,

xr'= fi(t, X)

xH= f,(t, X).
Losungen sind ¢: | — R", so dass .{t) = fi(t, (1)), k=1,...,n.

Beispiel 32.6. Das Mathematische Pendel: x™= —sinx.

e N (conx, shx)

v

Abbildung 32.5. Das mathematische Pendel.
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Der Harmonische Oszillator: x™= —x. Lésung: x(t) = acost + bsint.

Bemerkung 32.7. Jede DGL n-ter Ordnung ist &quivalent zu einem DGL-
System, namlich:

XM = f(t,x,...,x") O A= xT ..., x0 =x, xF'= f(t,x, ..., Xn).

n-1’

Definition 32.8. Sei (o]

1
xt= % % f(X)
Xq'

eine autonome DGL. Dann nennen wir die Menge der Losungskurven t =
(x1(b), ..., Xn(t)) das Phasenportrait der DGL.

Beispiel 32.9. Rduber-Beute-Modell; Volterra: x = Population von Karpfen,
y = Population von Hechten. x“= kx —axy, y~= —ly + bxy. Die Gleichge-
wichtslosung (x # 0 # y) erfullt kx —axy = 0, —ly + bxy = 0, d.h. y(t) = 5
und x(t) = % Man kann zeigen, dass die anderen Lésungen konzen-
trische Kreise um diesen Punkt, der die Gleichgewichtslosung darstellt,
beschreiben; s. Abb.[32.6.

Ll Hacplinm fo

o dalt]

T L B

Abbildung 32.6. Das Phasenportrait des Rauber-Beute-Modells.

DGLs vom Typ x™= f(x): Das Phasenportrait besteht aus Kurven in der
(x, xB-Ebene.

Aus der Physik motiviert, setzen wir:

1
Ekin = E(X[:)Qr Epot = _F(X)1
1
wobei F(x) eine Stammfunktion von f(x) ist, also F(x) = f(x) dx und

somit Fifx(t) = f(x()) - x'Ct).

Mit dieser Notation folgt, dass Eto := Eyin + Epet tatséchlich konstant ist,
wie sich leicht nachrechnen lasst:

Efor = X'€t) - x™) — F(x(t)) - x"€t) = ') - (x%ﬂ i) <o

=0
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Die Gleichung E¢t = ¢ fUr eine Konstante ¢ zeigt, dass jede Losungskurve
der Differentialgleichung, die wir im (x, y) := (x, xD-Koordinatensystem
einzeichnen wollen, eine Gleichung

SV -F =

erftillen muss, also eine Niveaulinie der Gesamtenergie

1
Etot(X, X%’ = Ewt(X, y) = Eyz —F(x)

ist.
Das Mathematische Pendel (x™= —sin(x)): Beispielsweise besteht das Pha-

senportrait des mathematischen Pendels aus den Niveaukurven von:
1y? — cos(x) (s. Abb.[32.7).

Abbildung 32.7. Das Phasenportrait des mathematischen Pendels.

Wir konnten hier nattrlich nur einige wenige Beispiele von DGLs und de-
ren Losungen vorstellen. Tatséchlich kann man aber in vielen Féllen zeigen,
dass Losungen existieren mussen und sogar eindeutig sind, wenn man den
Anfangswert vorgibt:

Satz 32.10 (Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen von DGLSs). Sei U [1
RxR"offen, f: U - R", x"= f(t, x) ein DGL-System. Ist f stetig partiell diffar,
dann existiert [{fd,a) O ein Intervall | mitt, [Tund eine Lésung ¢: 1 — R" mit
d(tp) = aund

L (t () (U LY
2. ¢(t) = f(t. (1) LD

Ferner gilt: Zwei Lésungen ¢: 1 - R", @: J —» R" mit dem gleichen Anfangswert
®(to) = Y(tp) stimmen auf dem Durchschnitt I n J tGberein. Die Losung ¢ = ¢y, 4
héngt stetig von dem Anfangswert to, a und den “Koeffizienten” von f ab.



Problem:
Referenz fir Beweis:
Ex u Eind Lsg DGLs?
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Abbildung 32.8. Skizze einer Ldsung einer DGL.

Im Rahmen dieser Veranstaltung kdnnen wir leider keinen Beweis hierfur ge-
ben. Fur die Existenz reicht Stetigkeit (Satz von Peano). Fur die Eindeutigkeit
nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 32.11. x”= 3x¥3 hat als Lésung z.B. x(t) = t3. Aber auch (wie man
leicht nachrechnen kann):

-1)3, =t
¢(t) = Lst<st
1), <t

f(x) = x?/* hat partielle Ableitung g = 2x71/%; diese hat einen Pol bei x = 0.
X
//ﬂw z

Abbildung 32.9. Skizze von Ldsungen einer DGL.

Problem:
bessere Funktionsgra-
phen; auch 3x¥® und

32.3 Partielle DGL X" zeigen
\orlesung vom:

11. November 2009
Qualitatsstand:
erste \ersion

Partielle DGLs (engl.: PDE) beschreiben Funktionnen durch Bedingungen an
die partiellen Ableitungen. Im Folgenden betrachten wir Abbildungen der
Formu: G - G, wobei G [R" ein Gebiet ist, d.h. eine zusammenhéangende
offene Menge.

32.3.1 Die Laplacegleichung bzw. die Potentialgleichung

EsseiG [R", u: G - R, zweimal stetig differenzierbar. Wir betrachten
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d%u d%u
5t ot =0
ox] 0X§,
auf G. Mit dem Laplace-Operator
92 92

A:C®(G,R) -~ C°(G,R), A= +...4
©.R) ©.R) 0x? ox2

schreibt sich dies sehr kurz: Au = 0. Solche u, die diese Laplacegleichung
(bzw. Potentialgleichung) erfullen, heif}en harmonisch.

Die Webseite http://abel.math.upb.de/Beispiele/01/ zeigt ein nettes bebildertes
Beispiel hierzu.

32.3.2 Die Wellengleichung

Wir betrachten R2 x G IZBZX R" mit den Koordinaten t, Xy,...,X,. Mit der
Notation A = & + - + Z-heift fiir u: R x G — R die Gleichung
1 n

o%u

i
Wellengleichung. Siehe Abb. [32.10/ und die schon eben zitierte Webseite
http://abel.math.upb.de/Beispiele/01/. t wird meist als Zeit interpretiert; die
Webseite zeigt dementsprechend auch eine Animation.

2\ \\“\\g.&
20N )\\!}\\ T2

L!vo’»:g" /
570 “"o" hyz
N S i

Abbildung 32.10. Skizze zur Wellengleichung.

32.3.3 Warmeleitungsgleichung bzw. Di [usionsgleichung

Fir G [CR" und R x G mit Koordinaten t, x bezeichnen wir eine Gleichung
der Form


http://abel.math.upb.de/Beispiele/01/
http://abel.math.upb.de/Beispiele/01/
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E = DAy

als Warmeleitungsgleichung oder Di [zsionsgleichung. Fur Illustrationen
hierzu siehe wiederum http://abel.math.upb.de/Beispiele/01/. Neben der Mo-
dellierung von Warmeleitung kann man die Gleichung auch verwenden,
um andere Ausgleichsprozesse, wie Diffusionsprozesse, zu beschreiben. u ist
hierbei die Konzentration bzw. Temperatur und t die Zeit.

In der Bildverarbeitung verwendet man Diffusionsprozesse zum Entrau-
schen (Di [uslionsfilter). u beschreibt den Grauwert und die Diffusionszeit t
ist ein MaR fur die Glattung.

Bemerkung 32.12. Alle in diesem Abschnitt vorgestellten partiellen Diffe-
rentialgleichungen sind durch Linearkombinationen von Di Leréntialopera-
toren zweiter Ordnung 82u / 9x;0x; beschreibbar. Analog zur Klassifikation
der Quadriken kann man diese dann in entartetete und nichtentartete ein-
teilen und, beispielsweise im Fall von zwei Variablen, die nichtentarteten in
elliptische (Poissiongleichung bzw. Laplacegleichung), parabolische (Wa-
remeleitungsgleichung bzw. Diffusionsgleichung) und hyperbolische (Wel-
lengleichung) Differentialgleichungen einteilen.

Aufgaben

Aufgabe 32.1 (Trennung der Variablen). Seien | ein Intervall, f;,f, : 1 - R
stetig und f, ohne Nullstellen. Dann heif3t

m fl (X)
f2(y)

Differentialgleichung mit getrennten Variablen. Schreiben wir formal nun
yH= g—i so erhalten wir die Gleichung f,(y)dy = fi(X)dx. Seien F; Stamm-
funktionen von fi,i = 1,2. Dann liefert die Gleichung F,(y) = F1(x) + C eine

Losung y = Fgl(x)(Fl(x) + C) der Differentialgleichung.

1. Zeigen Sie, dass dies tatsachlich eine Losung der obigen Differentialglei-
chung ist.

2. Losen Sie mit dieser Methode die Differntialgleichung x + yy = 0 im
Allgemeinen.

3. Wir fordern nun zuséatzlich die sogenannte Anfangsbedinung y(0) = 2.
Wie lautet die Losung der Aufgabe in diesem speziellen Fall?

Aufgabe 32.2 (Phasenportrait). Skizzieren Sie (ggf. mit Hilfe eines Compu-

teralgebrasystems) die Phasenportraits der Differentialgleichungen x™= §
und x™= cos(x).

Problem:

ausfuhren mit
0%/0x? + 9%/0y? analog
zux? +y? = letc.?


http://abel.math.upb.de/Beispiele/01/
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Aufgabe 32.3 (Ein Anfangswertproblem). Lésen Sie das Anfangswertpro-
blem y~= eV sin(x) fir Anfangswerte y(0) = y, < —log 2.
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Integration im R"

Zum Abschluss der kurzen Einfuhrung in die mehrdimensionale Analysis
gehen wir nun noch auf die Integration ein. Sie ist grundlegend fur Vieles im
Abschnitt Gber Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik. Aus Zeitgriinden
mussen wir leider auch hier manche Resultate ohne Beweis akzeptieren, wie
beispielsweise den sogenannten Satz von Fubini.

33.1 Integrale Gber kompakten Mengen

Bemerkung/Definition 33.1. Seien K [R" eine kpmpakte Teilmenge und
f: K - R eine stetige Funktion. Dann lasst sich | f dxwie folgt definieren.
Wir setzen f fort:

1

~ ~ f(x), x [K,
. n -
f:R" 5 R, f(x) = 0, X ¢ K.

Sei ;_;Qi [H eine endliche disjunkte Vereinigung von Quadern, die K

tiberdeckt (s. Abb.[33.1). Endliche Uberdeckungen von kompakten Teilmen-
gen des R" existieren immer; wir werden dies hier nicht formal beweisen,
sondern verweisen dazu auf die Literatur, wie beispielsweise [For08b, §3].
Allerdings sollte dies anschaulich nicht wirklich erstaunen, wenn man Abb.
133.1 betrachtet.

Wir setzen:

Problem:
Heine-Borel wenigs-
tens angeben?
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i

Abbildung 33.1. Endliche Uberdeckung eines Kompaktums durch disjunkte Quader.

L4 1 1 O
f dx = inf max(fla) -Vol(Q) Qj Uberdeckt K ,
K [
Obersumme
— I — — O
fdx =sup min(f|a) -Vol(Qj) Qi Uberdeckt K .
K[ i
Untersumme

Es liegt nahe, dass im Fall stetiger Funktionen f auf einem Kompaktum beide

Problem: Grenzwerte Ubereinstimmen. Dies gilt tatsachlich und wir kénnen daher
Referenz fur Beweis?  definieren: 4 1 1
f(x) dx = f(x) dx =: f(x) dx.
K K K

Bemerkung 33.2. 1. Der Integrationsbereich K wird bei obigem Prozess
ebenfalls approximiert (Quader am Rand von K spielen hierbei eine Rol-
le).

2. Far den QI%Iader Q = [ag, by[ %+ x [an, ba[ gilt: VOI(Q) = I, (b; — aj)
3. Wol(K) := k1 dx ist das Volumen des Kompaktums K.

Far praktische Zwecke ist das Folgende oft hilfreich:

Satz 33.3 (von Fubini). Sei f: K - R stetig, K [CR" kompakt, etwa K []d, b]".
Dann gilt (siehe auch Abb.|33.2):

1 1

(I
f(x)dx= f(X)dxy---dx, = f(X) dxg - - dXp-1 dXp.
K K a KnR"™1x{x,}
Problem:
auch Bild im R3: Ellip-
soid Im inneren Integral ist x, ja eine feste, konstante Zahl, so dass wir damit

das Problem der Integralberechnung um eine Variable reduziert haben. Da-
mit kann man prinzipiell Rechnungen schrittweise bis auf Integrale in einer
Variablen zurickfuhren:
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=

//?IA'A
Abbildung 33.2.

Beispiel 33.4. Wir verwenden den Satz, um einige Volumina auszurechnen:
1. Volumen der Kugel
K=B,0)={(xy,2) [R®|x*+y*+Z2<r%}

mit Radius r. Es gilt:
—1

VoI(B,(0)) = 1 dxdydz
O
dxdy dz.

-r  KnR2x{z}

Fubini

Fjir jedes feste z gilt aber x? +y? = r?—z2 und dies ist ein Kreis mit Radius

r2 — z2, dessen Flacheninhalt wir kennen. Also folgt: Problem:
— Verweis? Ubungsauf-
— 0 gabe?
Vol(B,(0)) = m(r’-2z%) dz '
-r
1 Lo 1,0
2 3 3 3 3 3
=T rz— = =T rr—=rr—(-r’)—zr
T r°z 32 J =T 3 (=r°) 3
4_ 3
= —TII°.
3

2. Wir betrachten nun den halben Paraboloidenstumpf (Abb.[33.3), beschrie-
bendurchK = {(x,y,z) [R®|y?’+z22<x<1,z=0}.

=7

Abbildung 33.3. Skizze zur Volumenberechnung.

Fir das Volumen ergibt sich, da offenbar auch z < 1 ist:
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1
Vol(K) = 1 dxdydz
K
R R
P y ldx dy dz
0 - 1-72  y+7?

1-22

]
= v @Q-y*-7%dy dz

_ 12
S S_yzztg— 0

1-272
— V.
y=3y dz

1-22
0

1 1 [
= 2. (1 _ 22)3/2 _ §(1 _ 22)3/2 dz
0

Dies erscheint doch eine etwas komplizierte Rechnung zu werden. Ein-

Problem: facher geht es, wenn wir die Integrationsreihenfolge vertauschen:
Kommentar, dass man
das darf ! Ijk‘?l .
Vol(K) = dydzdx = dydz dx
K 0 {(y,2)ly?+22<x,2=0}
[ y
R Ex2%=E
0 2 4 4’

das Kompaktum des inneren Integrals einen halben Kreis mit Radius
X darstellt.

Analog zur Substitutionsregel in einer Variablen ist die folgende Formel. Die
Ableitung wird dabei ersetzt durch die Determinante der Jacobi-Matrix:

Satz 33.5 (Transformationsformel). Sei K [CR" eine kompakte Teilmenge, K [1

U, U offen, F: U - R" sei stetig diffbar und auf dem Inneren K diffbar umkehrbar.
Seiferner L=F(U) und f: L - R eine stetige Funktion. Dann gilt:
1

O
fyydy = f(F(x))-| detDF dx.
] (y) dy ) (F0) -] detDFOA L dx

Det. d. Jacobi-Matrix

-
Beweis (nur Idee). Wir Uberdecken L mit disjunkten Quadern Q;: Q; I
i=1
Dies liefert folgende Approximation:

L1 1
) f(y)dy = T[%]X(f(x)) -Vol(Q).

i=1

Analog kénnen wir die rechte Seite der Formel approximieren, indem wir K
durch disjunkte Quader P; Gberdecken:
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1

1O O
(f e F)(X)-|detDF(x)|dx =  max (f < F(x)- | detDF(x) | - Vol(P;)
K p. X
= max(f(x)) - | det DF(p) | - VoI(P;),
p; X
wobei p [CR; die linke untere Ecke (f ist namlich stetig, so dass wir einen
beliebigen festen Punkt wahlen durfen) ist. Es gilt:

| det DF(p) | - Vol(P;) = VoI(DF(p) - P)),

denn | det DF(p) | ist das Volumen des Parallelotops, das von den Spaltenvek-
toren der Matrix DF(p) aufgespannt wird (siehe dazu Abschnitt|22.1). Wenn
die Quader P; gerade die Urbilder der Q; unter F sind, ist dies aber gerade

Achtung! Hier gab

es eine falsche Er-

Vol(Qj), so dass sich die Behauptung ergibt. [CIklarung mit einer

Ist Feine Abbildung einer Teilmenge des R" auf eine andere, so ist| det DF(x) |
also der Volumen-Verzerrungsfaktor in x.

Beispiel 33.6. Wieder berechnen wir einige Volumina:

1.Sei E = {£ + & + Z < 1} ein Ellipsoid (und a,b, ¢ > 0). E ist das Bild der
Einheitskugel unter einer Abbildung F: E = F(B1(0)), wobei

Mit der Transformationsformel folgt:
1 1

VoI(E) = 1ldxdydz = (0)1 abc dx dy dz = Vol By (0) abc = gn abc.
E B

2. Vol(Bgr(0): Wir beschreiben die Kugel mit sogenannten Kugelkoordinaten
(Abb.[33.4), d.h. ein Punkt im Raum wird durch einen Radius und zwei
Winkel beschrieben, genauer durch @: [0, R] x [0, 2] x [-1/2, /2] - R3,

d(r, d,v) = (rcosdcosv, rsingcosv, rsinv).

Die Jacobi—-Matrix ist:

D(®(r,d,v)) = Ejndcosv  rcospcosv  —rsindsinv

] . . O
spcosv —rsindcosv —rcosq)smv%
sinv 0 rcosv

Man kann errechnen, dass: det(D(®(r, ¢, Vv)) = r?cosv = 0. Also:

falschen Skizze in
der Vorlesung!



Problem:
Bild 1/x, 1/x3?
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(/“”

Abbildung 33.4. Kugelkoordinaten.

C/lch—2h o O o
Vol(Bg(0)) = r’cosvdv dd dr
0 0 -2
LRk -
= 2r? do dr
0 o0
] r3 |;| 4
_ o _ 4 3
= 41'[3 o 3TtR .

33.2 Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir nur Uber kompakte Mengen integriert. Genauso wie im
univariaten Fall des ersten Semesters ist es aber oft nétig, dass wir Bereiche
betrachten, die sich ins Unendlichq:irstrecken. Beispielsweise existiert das
Integral | % dxaber nicht, obwohl & dx bekanntlich existiert (siehe dazu
Beispielﬁjﬁ). Nach dem Integralkri@’ﬂjm (Sat@ istdies aquivalent dazu,
dass die entsprechenden Summen Z; + bzw. 2} 5 konvergieren bzw. nicht
konvergieren. Eine analoge Problematik existiert im Mehrdimensionalen:

Definitien 33.7. Sei f: R" — R eine stetige Funktion. Wenn der Grenzwert
lim;_ o B.(0) | f(X)| dx existiert, dann heilt f uneigentlich integrierbar und wir

setzen 1 1 %
f(x) dx := lim f(x) dx = . f(x) dx.
" =% B0 r=1 B0\ Br1(0)

R

Ist W(0) der Wrfel mit den Ecken (zr,. .., r), dann existiert mit

—1 —1
lim [f(x)] dx auch lim | f(x)] dx
=% B0 =% Wi
und esgilt: —1 1

f(x) dx = lim f(x) dx.

R =% w,(0)
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Mit Hilfe von uneigentlichen Integralen in mehreren Variablen kdnnen wir
beispielsweise die Flache unter der Funktion e berechnen, obwohl hier auf
den ersten Blick nur eine Variable auftaucht:

L S v_
Satz 33.8. Esgilt. __e™ dx= T

Problem:
- Bild e™*?
Beweis. Wir berechnen _, e~0¢+Y) dx dy auf zwei Weisen:
1. Mit dem Satz|33.3 von Fubini:
1 1
2 e ) dxdy = lim e e dxdy
R " !DE
Fubini . —x2_—y2 L
= rI|m e e dx dy
— 00 —r
2 2 l:l:l:l
= lim ey e dx dy
r-oo _
2 [_—T‘l 2 I:I
= lim e X dx - e Ydy
Fr—- R —-r
= e dx .
2. Mit der Transformationsformel (33.5) und Polarkoordinaten:
1] 0 ) ¢EI
. cos¢ —rsin
F(r,$) = (rcos ¢, rsin¢), DF = sind rcosd [JdetDF| =r.
Also erhalten wir:
1 o LRIk i
ze—“ ) dx dy = lim e ".rdd dr
R -® 0 0
. 1 2 . El RZ El
=lim2n: —Ze™ =limm 1-¢
R oo 2 0 r—oo
=TI
Kombinieren wir die Ergebnisse der beiden Rechnungen, so ergibt sich:
J y
e dx= T
1

Dieses Integral wird uns in der Wahrscheinlichkeitstheorie noch haufiger be-
gegnen. Die sogenannte Dichte der Normalverteilung (siehe Beispiel 34.21)
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mit Erwartungswert @ = 0 und Standardabweichung o = 1 ist namlich

gerade
G010 = ~o= P
21

und man kann unter Ausnutzung der Transformation x B %x leicht errech-
nen, dass: —J

() dx=1

Wie wir sehen werden ist dies die kontinuierliche Variante der Tatsache, dass
die Summe Uber die Wahrscheinlichkeiten aller moglichen Ausgéange eines
Experimentes 1 ist.

Aufgaben

Aufgabe 33.1 (Kugeln). SeiB;(0) [CR" eine Einheitskugel. Bestimmen Sie den

Radius r, so dass die Kugelschalen B;(0)\B,(0) und B;(0) gleiches Volumen
haben.

Aufgabe 33.2 (Archimedes). Betrachten Sie die Kegel, Halbkugel und Zylin-
der, deren Grundflache jeweils ein Kreis mit Radius r > 0 und deren Hohe
ebenfalls r ist. Zeigen Sie: Die Volumina verhalten sich im Verhaltnis

o

Aufgabe 33.3 (Rotationskorper). Sei f: [a,b] -» R eine positive Funktion.
Leiten Sie die untenstehende Formel fur das Volumen V des Rotationskor-
pers her, der durch Rotation des Graphen von f um die x-Achse entsteht:

[
V=m- (f(x)?dx.

a

Aufgabe 33.4 (Torus). Wir berechnen das Volumen eines idealisierten Do-
nuts:
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1. Zeigen Sie, dass der Torus

O L]
Tir={xY,2)| X*+y*+22+R?> =1 " = 4R*(x? + y?)}

durch
X = (R + rcosv)cosu,

y = (R+rcosv)sinu,
z=rsinv

u,v [J0, 21t], parametrisiert wird. Anschaulich ist hierbei r > 0 der Radius
des ,,Rohres” und R = r der Abstand vom Mittelpunkt des ,,Loches” zu
einem Mittelpunkt des ,,Rohres”:

=

r R

2. Berechnen Sie das Volumen des Torus Tr.

Aufgabe 33.5 (Transformationsformel). Seien 0 < p < qund 0 < a < h.
Abschnitte der Parabeln y? = px, y?> = gx, x* = ay und x* = by bilden ein
krummlinig berandetes Viereck V im R2.

1. Skizzieren Sie V fur die Werte (p,q,3,b) = (3,1, 3, 1).

2. Berechnen Sie den Flacheninhalt von V.
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Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik
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EinfUhrung

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik haben sehr viele Anwendungen.
Einige davon haben wir bereits in der Einfilhrung zu diesem Semester (Seite
V) erwéhnt. Hier nochmals einige:

Warteschlangen: x Nutzer und Computeserver. P(x = k) die Wahrscheinlich-
keit, dass mehr als k Nutzer den Service benutzen wollen.

Probabilistische Algorithmen: Wir wollen die erwartete Laufzeit berechnen.
Datenubertragung mit Rauschen: Herausfiltern des Rauschens
Borsenkurse.

Uns ist kein Buch zur Mathematik fiir Informatiker bekannt, die die in diesem
Teil vorgestellten Inhalte vollstandig abdeckt. Allerdings gibt es ein gut les-
bares Buch, das sich nur diesem Thema widmet: [Kre02]. Dort werden auch

einige Resultate bewiesen, die wir im Rahmen dieser Vorlesung nur zitieren
koénnen.

Problem:

TO DO: Einfih-
rung in den Teil zur
Wahrscheinlichkeits-
theorie und Statistik
ausfuhrlicher






34

Grundbegri [e]

Zwar kennen viele Horer die Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung und Statistik bereits aus der Schule, doch da dies erstens nicht vor-
ausgesetzt werden soll und zweitens sicher einige Notationen und Herange-
hensweisen in diesem Teil der Vorlesung anders gewahlt werden als in der
Schule, geben wir zunéchst eine ausfuhrliche Einfiihrung in das Thema.

Beispiel 34.1. Wir nehmen einen Wirfel und wirfeln n-mal. n; sei die Anzahl,
mit deri [{1,2,...,6}aufgetreten ist.

5|3
I
|-

ist korrekt fur groRe n, wenn der Wurfel fair ist.

Die Wahrscheinlichkeitstheorie gibt einen Rahmen, solche Aussagen zu be-
handeln und zu erkléren.

34.1 Wahrscheinlichkeit von Ereignissen

Definition 34.2. Ein Wahrscheinlichkeitsraum (kurz W-Raum) ist ein Tupel
(Q, A, P), wobei Q eine Menge ist, der Ereignisraum ist A 2%, die sogenannte
boolesche Algebra von beobachtbaren Ereignissen; P ist ein Wahrscheinlichkeits-
maB P: A - [0, 1]. Ein solches hat folgende Eigenschaften:

1. a) A, Ay CA CAIn A, [CA; CAY A,
b) A CA [COQVA A
c) L@ A, und: Aj CA,i [N I_I;EIAi CA.

Vorlesung vom:

13. November 2009
Qualitatsstand:
zweite Version

Problem:
diesen Begri [0d Mfl1
einfihren!?
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2. a)AB A AnB=[CTP@A [B)=P(A) +P(B).
b) P(DE 0, P(Q) = 1, A [A : P(Q\A) = 1 — P(A),

a’) Aj LA\, i [N, A disjunkt, dann: P( -1 A) = 2, P(AY)

Beispiel 34.3. 1. Wurfelmodell: Q = {1,...,6}, A = 2%, P(A) = &} = &L
Allgemeiner: Laplace-Modell: Ist Q eine endliche Menge, A = 29. Aus
Symmetrie-Grunden ist klar, dass alle w [C® mit gleicher Wahrschein-

|Al

lichkeit auftreten. Dann gilt: P(A) = a ist ein Wahrscheinlichkeitsmab,

das die Situationen richtig modelliert.

2. Lotto: Q = {w [{],...,49} | w hat 6 Elemente }. Jeder Tipp hat die gleiche
Wahrscheinlichkeit. Um dies einzusehen, beschriften wir die Lottokugeln
zweifarbig, etwa:

scharz: 1 2 345 6
rot: 10 11 20 9 30 49.

Also: P(Tipp)

-1
&)

Bemerkung 34.4. Die Bedingung 2.aY ist dafiir verantwortlich, dass haufig
A # 29 gewahlt werden muss.

Wir betrachten nun kontinuierliche W-Raume.

Definition 34.5. Sei Q = R, [a,b] ein abgeschlossenes Intervall. Ferner sei
f: R - Ry eine stetige Funktion mit __ f(x) dx = 1. Dann ist mit
]

P(a,b]) =  f(x)dx

a

ein Wahrscheinlichsmal3 ergeben. Hierbei heifit: f: R - Ry Dichte des Wahr-
scheinlichkeitsmalfes.

Beispiel 34.6. Einige haufig verwendete Verteilungen im kontinuierlichen
Fall sind die folgenden:

1. Normalverteilung (auch GauBverteilung). Die Dichte ist (Abb.[34.1):

—(x-p?
f(X) = dpo(x) = — e 202 |
o 21

Wir werden sehen, dass p [CR der sogenannte Erwartungswert und
0% [Rs die sogenannte Varianz der Verteilung ist.
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JM
% N

W ER S

Abbildung 34.1. Die Dichte der Normalverteilung.

(i
Wir zeigen nun, dass tatsachlich 1 = __ f(x) dx gilt. Die Substitution

t=E dt = 2 liefert:
202 202
. —J v_
b e ax= etfdt= vl =
0 2 -o T - n

Diese Normalverteilung wird folgendermafen notiert: N(u, 6%). Siehe
auch Abb.[34.2.

%»-(AL w.j(!aér}{uvz 22 /-0
& b [p-3,p73] 355
—
e e [ b
Abbildung 34.2. Die Normalverteilung.
1
e x=0

2. Exponentialverteilung. Die Dichte ist f(x) = 0 x <0

(Abb.[34.3).

mit A > 0

Abbildung 34.3. Die Dichte der Exponentialverteilung

Wir rechnen wieder nach, dass dies tatsachlich eine Dichte ist:
] )
f(x) dx = AeMdx = —e—“%’ =1.
—00 0
Die Exponentialverteilung ist eine typische Lebensdauerverteilung. Bei-
spielsweise sind die Lebensdauer von elektronischen Bauelementen und
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die Zerfallswahrscheinlichkeit beim radioaktiven Zerfall annahernd ex-
ponentialverteilt.

3. Gleichverteilung auf dem Intervall [a, b] (Abb.[34.4). Die Dichte ist hier:
f(x)= ba’ x 13, ],

0 sonst.

Offenbar ist dies wirklich eine Dichte.

Abbildung 34.4. Die Dichte der Gleichverteilung.

Beispiel 34.7. Wir betrachten diskrete W-Raume, d.h. Q ist $4q_d4|ich oder ab-

zéhlbar. Fir w Cg@-s¢i P({w}) [ID, 1] vorgegeben, so dass —,q P({w}) = 1.
Dannist: P(A) = , mP{w)).

Anwendung 34.8. 1. Wir wurfeln n Mal. P({k}) = Wahrscheinlichkeit, dass
genau k Mal die 6 auftritt. p = .
(.

PA = | P (@ —p

heilt B, p—\Verteilung (Binomial-Verteilung , im Fall n = 1 auch Bernoulli-
Verteilung genarr\_ﬁﬁl Aus der binomischen Formel (Satz 2.7) folgt, dass
tatséchlich gilt: |\_,P{kh=(p+(Q-p)"=1"=1

2. Eine Maschine produziert n Teile. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teil

defekt produziert wird, sei p.
o

PAKD = | ¢ @-p)*

ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau k Teile defekt sind.

34.2 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Definition 34.9. (Q, A, P) sei ein W-Raum. A [A; [l [A, = Q B A,
B = B n A; L1 CBIn A,. Wir definieren die bedingte Wahrscheinlichkeit von
A [CA unter der Annahme B, falls P(B) > 0:

P(A n B)

PAIB) = ~pe
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Beispiel 34.10. Wir wirfeln 2 Mal. A = wenigstens eine 6. B = Augensumme
= 7. Mdglichkeiten fur B:

erste zweite
1 6
2 5,6
3 45,6
4 3,4,5,6
5 2,3,4,5,6
6 1,2,3,4,5,6

P(A) = =1-3=1-P(Q\A)und P(B) = &, P(A nB) = &.

P(A|B) = 32 = & > P(A) in diesem Fall.
Beispiel 34.11. Ein Krebstest ist mit 96% Sicherheit positiv, falls der Patient
Krebs hat, mit 94% Sicherheit negativ, falls der Patient kein Krebs hat. Bei
Patienten in der vorgegebenen Altersgruppe haben 0, 5% der Personen Krebs.
Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Patient tatsachlich Krebs hat,
bei positivem Testergebnis? T: Test positiv, K: Krebs.

KnT 0,005 - 0, 96
T~ 0,005-0,96 + 0,995 - 0,06

P(K|T) = = 0,074,

Dieser Wert erscheint vielen Lesern sicher erstaunlich niedrig.

Satz 34.12 (von der totalen Wahrscheinlichkeit). Sei Q = ,_; Aj eine Partition
und B Q. Dann:

1
P(B)=  P(B|A)-P(A).
i=1
Beweis. Genau eines der A; trittein. B=B n A; [_1 [CBIn A,. 1

Korollar 34.13 (Formel von Bayes). Sei P(B) > 0. A; 1 [A)} = Q. Dann gilt:

P(A) PE|AY
PAIE) = Ebmy P A)

Beweis. Der Satz liefert:

oa (g - PANNB) PO TGS P(a) PE|AY
BB =@~ = P@) - T hA)-PEIA)
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Definition 34.14. Sei (QQ, A, P) ein W-Raum, A,B [CA\. A und B heillen unab-
hangig, wenn
P(A n B) = P(A) - P(B).

Falls P(B) > 0, so ist dies &quivalent zu:
P(A | B) = P(A).
Beispiel 34.15. Wir betrachten Q = {1,2, ..., 6} und wiirfeln 2 Mal.

1. A = {eine 3im ersten Wurf }, B = { eine 5 im zweiten Wurf } sollten hof-
fentlich nach unserer Definition unabhangige Ereignisse sein. Tatsach-
lich ergibt sich: P(A) = %, P(B) = i und P(A n B) = 3 und daher
P(A nB) = P(A) - P(B).

2. Weniger offensichtlich ist es, ob die folgenden Ereignisse unabhéngig
voneinander sind:

A = { mindestens eine 6 },B = { Augensumme ist gerade }.

Mdgliche Ausgénge fur B sind die folgenden:

1. Wurf 2. Wurf

1 135
246
135
246
135
246

[op RN &) N =N GO I )

Also: P(A | B) = 2 und P(A) = 3346 = 4 pB) = 1. A und B sind also
nicht unabhéngig.

34.3 Zufallsvariablen und deren Erwartungswert und Varianz

Definition 34.16. (Q, A, P) sei ein W-Raum. Eine Abbildung X: Q - R heif3it
Zufallsvariable, wenn X~1(]—oo,a]) CAfiir jedesa [R. Esist: P(X™1(]—o0,a]) =
P(X < a).

Die Verteilungsfunktion von X ist Fx: R - [0,1], Fx(@) = P(X < a). Fx ist
monoton steigend; ist Fx stetig diffbar, dann kénnen wir

]
P@sX<bh) = Ftdt

a

als Integral berechnen. Wir schreiben: fy := F)E'z g—f( heif$t Wahrscheinlichkeits-
dichte (kurz W-Dichte von) X.
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Es gibt viele Zufalls-Variablen, die nur diskrete Werte annehmen, d.h. P(X =
x) > 0 fir héchstens abzahlbar viele x [R.

Beispiel 34.17 (faire Munze). Spieler A gewinnt bei Kopf 1 e und verliert bei
Zahl 1 e. S, [4 ist der Gewinn nach n Spielen.

X =min{n|S, =0} [Nl;.
n [Ny

In diesem Fall ist X diskret verteilt und Fx ist Treppenfunktion (Abb.[34.5),
da P(X < a) = P(X < [aD)Ifur jedes a. Einige Werte: P(X = 1) = % PX=2) =
$.1=1 usw Problem:
Skizze fehlt:

fig:FaireMuenzeFX!

fig:FaireMuenzeFX

Abbildung 34.5. SKIZZE FEHLT!

Definition 34.18. 1. X sei eine diskrete Zufallsvariable mit endlich vielen Werten
xi (R, furdie P(X =x;) >0, i=1,2,...,n. Indiesem Fall heil3t

1
EX)= X P(X=x)
i=1

der Erwartungswert von X.

2. Ist X eine diskrete (nicht notwendig endliche) Zufallsvariable mit Werten x;, i [

N, dann sei
1

E(X) = Xi - P(X = x;).

i=1
E(X) heilt Erwartungswert, falls il Xi| - P(X = Xj) < oo, d.h. falls die Reihe
absolut konvergiert.

3. Sei X kontinuierlich verteilte Zufallsvariable mit Dichte fx.

—J
E(X) = X - fx(X) dx

—oo

0
heit Erwartungswert, falls __[x| - fx(X) dx < oo.
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Beispiel 34.19. 1. Zumindest fur endliche Zufallsvariablen entspricht der
Erwartungswert unserer Intujti WUrfeIn wir z.B. einmal mit einem
Wiirfel, so ergibt sich E(X) = 1 1-t =38 =1

2. X sei binomialverteilt (B ), d.h. P(X =k) = QDK (1 =p)" k. Esgilt:

|

EX) = ke P (1=p)"*=np
k=0

Die letzte Gleichheit werden wir erst spater zeigen (Beispiel[35.11).

Bemerkung 34.20 (Linearitat des Erwartungswerts). Fur zwei Zufallsvaria-
blen X und Y und a, B R gilt: E(aX + BY) = aE(X) + BE(Y).

Beweis (ldee). Ausnutzen der Linearitatvon , . —1

Beispiel 34.21. X sei eine normal-verteilte Zufalls-Variable, N (i, 62), d.h.

() —w?

X) = — e 27,
X o 2

(3
a __ fx(t)dt=1, folgt'

E(X) = ~V)L e_(gz dx (Subst: t = x—p [dik dx)
—0 O
} 2
= e (t + u) " eﬁ dt
0 2N =

;J 2 g 2 H
= : t-ex? dt+ M- e2? dt
0 2m —o0 —o0
=0+p 1=

Die 0 kann man hierbei leicht nachrechnen oder einfach mit Punktsymmetrie
argumentieren.

Bemerkung 34.22. Sei X eine Zufallsvariable, $: R - R el'ﬁptetige Funkti-
on.Y = ¢ o X ist ebenfalls einqiufallsvariable MitE(Y) = ,mdX)-PX=X)
im diskreten Fall bzw. E(Y) = ___ ¢(x)- fx(x) dx im kontinuierlichen Fall. Es ist
hierbei nicht klar, dass diese E(Y) endlich sind, d.h. ob dies Erwartungswerte
sind.

Definition 34.23. ¢(t) = t*, X¥ = ¢(x). Hat X* einen Erwartungswert, dann heilt
E(X¥) k—tes Moment von X. Speziell ergibt sich mit der Notation g = E(X) wegen
der Linearitat des Erwartungswertes:
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V(X) = E(X — ) = E(X?) =2 E(X) - pt+ p = E(X) — 2.

1
V(X) heiflt Varianz von X (falls die ersten beiden Momente existieren). o .=  V(X)
heiRt Standardabweichung oder Streuung von X.

Beispiel 34.24. Sei X der Gewinn auf dem Glucksrad

%

(4

Abbildung 34.6. Ein Glucksrad.

Danngilt: p =32+ 3-3+56=3 EX?) =3 4+39+¢-36=11
[VK)=0*=EX?) - =2 Lazd 2

Beispiel 34.25. X sei N (y, 0%)-verteilt. Dann gilt: V(X) = ¢°.

Beweis. Ubung. 1

Bemerkung 34.26 (Eigenschaften der Varianz). Seien X eine reelle Zufalls-
variable und a, p [CR. Dann gilt:

1. V(aX) = o? - V(X),
2. V(X + B) = V(X).

Die Varianz ist also nicht linear.

Beweis. Ubung. 1

Aufgaben

Aufgabe 34.1 (Bedingte Wahrscheinlichkeiten). Zwei Werke sind zu 60%
bzw. 40% an der Gesamtproduktion von Transistoren beteiligt. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Transistor mindestens 2000 Stunden betriebsfahig
bleibt, ist fur das erste Werk 0.8 und fur das zweite 0.7.

1. Mit welcher Wahrscheinlichkeit bleibt ein der Gesamtproduktion ent-
nommener Transistor mindestens 2000 Stunden betriebsfahig?
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2. Ein beliebig ausgewahlter Transistor fiel nach 1200 Stunden aus. Wie grof}
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass dieser Transistor aus dem zweiten
Werk stammt?

Aufgabe 34.2 (Random Walk). Wir mochten einen eindimensionalen zufalli-
gen Gang simulieren, bei dem wir von 0 ausgehend in jedem Schritt zuféllig
entweder 1/2 nach oben oder unten gehen. Nach n Schritten sind wir dann
bei einem gewissen Wert w(n) angekommen. Offenbar ist fir gerades n der
Wert w(n) [N und genauer w(n) [1l:={—n/2,—n/2-1,...,n/2} [N.

1. Benutzen Sie ein Computeralgebra-Programm, wie beispielsweise Maple,
um 15 solche Random Walks fur n = 100 in einem gemeinsamen Koordi-
natensystem zu visualisieren.

2. Schreiben Sie eine Prozedur, die fir N Random Walks, die jeweils n Schrit-
te haben, z&hlt, wie oft jeder mogliche Ausgang i [Tlaufgetreten ist und
die diese Anzahlen g; als Liste oder Array zuruckgibt.

3. Visualisieren Sie ein Ergebnis dieser Prozedur fur n = 100 und N = 1000,
indem Sie die Werte i gegen a; in einem Koordinatensystem auftragen.

4. Reskalieren Sie diese Visualisierung, indem Sie nun die Punkte
A V_
(i/(2 n), 2a n/N)

in ein Koordinatensystem einzeichnen und zeichnen Sie in das selbe Ko-
ordinatensystem die Dichte der GauRschen Normalverteilung N (0, ;11) mit
ein. Was fallt auf und wie l&sst es sich erklaren?

Aufgabe 34.3 (Beim Arzt). Nehmen wir an, dass 1% der Bevolkerung Krank-
heit X haben. Weiter nehmen wir an, dass es einen Test auf Krankheit X
gibt, der in 5% der Falle als Ergebnis positiv liefert, obwohl der Patient die
Krankheit nicht hat und in 2% der Félle als Ergebnis negativ liefert, obwohl
der Patient die Krankheit hat.

Nehmen wir nun an, dass ein zufalliger Burger, der getestet wird, sagen
wir Herr B, als Resultat positiv bekommt. Eine Konsequenz scheint zu sein,
dass der Birger mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% die Krankheit hat.
Wie hoch ist diese Wahrscheinlichkeit wirklich? Wie hoch ist umgekehrt die
Wahrscheinlichkeit, dass ein negativ getesteter Burger die Krankheit tatsach-
lich nicht hat?

Bemerkung: Wesentlicher Bestandteil der Berechnungen, die Sie anstellen, ist
die zufallige Auswahl des Burgers. Fur einen Patienten, der schon in diver-
sen anderen Tests ein positives Ergebnis bekommen hatte, ist die Sachlage
naturlich eine ganz andere.

Aufgabe 34.4 (Unabhéngigkeit). Seien X und Y unabhéngige, identisch ver-
teilte, kontinuierliche Zufallsvariablen. Wie grof ist P(X > Y)?
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Aufgabe 34.5 (Di Lerénz). Seien X und Y zwei zuféllig gewahlte Punkte im
Intervall [0, 1]. Bestimmen Sie die Verteilung der Differenz.

Aufgabe 34.6 (Varianz bei Gleichverteilung). Sei X in [—a, a] gleichverteilt.
Bestimmen Sie die Varianz V(X).

Aufgabe 34.7 (Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung). Bei 4000 Ziehun-
gen im Zahlenlotto 6 aus 49 wurde die Zahlenreihe 15, 25, 27, 30, 42, 48 zwei-
mal gezogen: am 20.12.1986 und am 21.06.1995. Dies erregte unter Lottospie-
lern ziemliches Aufsehen. Rechnen Sie nach, wie (un)wahrscheinlich dieses
Ereignis wirklich war.

Aufgabe 34.8 (Ausfall von Bauteilen). Ein hochwertig gefertigtes Bauteil
hat eine konstante Ausfallrate. D.h. die Wahrscheinlichkeit, dass es innerhalb
eines Jahres kaputt geht, bleibt, unabhéngig vom Alter des Bauteils, gleich.
Aus langjéhrigen Versuchen ist bekannt, dass am Ende des ersten Jahres 10%
der Gerate ausgefallen sind. Wann ist die Halfte der Bauteile kaputt? Hinweis:
Treffen Sie eine sinnvolle Verteilungsannahme.

Aufgabe 34.9 (Falsche Ubertragung von Nachrichten). In einem Nachrich-
tenkanal wird ein Zeichen mit der Wahrscheinlichkeit p richtig Ubertragen.
Eine Nachricht besteht aus acht Zeichen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wer-
den hochstens zwei Zeichen falsch tbertragen? Rechnen Sie zuerst allgemein
und dann fur p = 0.9.


http://www.zahlenlotto.org/lottoziehung/samstag-20121986
http://www.zahlenlotto.org/lottoziehung/mittwoch-21061995
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Kombinatorik und Erzeugende Funktion

In Anwendungen muss man haufig Anzahlen von Mdoglichkeiten des Auf-
tretens gewisser Ereignisse abzéhlen. Die Kombinatorik liefert hierzu Metho-
den. Eine davon ist die sogenannte erzeugende Funktion. Wir werden sehen,
dass diese aber noch weitere Anwendungen im Bereich der Wahrscheinlich-
keitstheorie besitzt; beispielsweise werden wir mit ihr einige Erwartungs-
werte ausrechnen kdnnen.

Wir beginnen aber mit der Vorstellung zweier Modelle, anhand derer sich
viele kombinatorische Probleme erlautern und verstehen lassen, dem Urnen—
und dem Schubladenmodell.

35.1 Urnen- und Schubladenmodell

Beispiel 35.1. 1. Das Urnenmodell.
Aus einer Urne mit n unterscheidbaren Kugeln (Abb. 35.1) werden k
Kugeln gezogen. Dabei kann das Ziehen mit oder ohne Zurtcklegen
erfolgen und die Reihenfolge eine oder keine Rolle spielen.

Abbildung 35.1. Das Urnenmodell.

2. Das Schubladenmodell (siehe Abb.[35.2). Dieses Modell ist aquivalent
zum Urnenmodell (Ubungsaufgabe!); der Zusammenhang ist dabei:
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Urnenmodell Schubladenmodell

mit/ohne Zuricklegen mit/ohne Mehrfachbesetzung
mit/ohne Reihenfolge unterscheidbare/ununterscheidbare Objekte

o—\

C.

=y ,
o) Sk Uieeihigon
A TSR

Abbildung 35.2. Das Schubladenmodell.

3. Gegeben n Objekte, von denen wir k auswéhlen. Wieviele Mdglichkeiten
gibtes? (Fur das Schubladenmodell gelten selbstverstandlich die gleichen
Zahlen entsprechend.) Fur jede der Kombinationen geben wir jeweils eine
Kurzschreibweise an, wobei in der Praxis oft nur der Binomialkoeffizient
Problem: wirklich verwendet wird.
Tabelle kleiner! .
ohne Zurucklegen mit Zurtcklegen
geordnet/n(n—1)-- (n —k+1) = (n) nk = MJ
=k
1 ED EE = QLMD '1:L1+k|:|

ungeordnet (nE—'k), &=

= o k)'

Problem:

Notationen in Index! AuRer der Anzahl unten rechts sind alle Anzahlen leicht einzusehen,
wenn man sich an den Binomialkoeffizienten aus Abschnitt[2.6 erinnert.
Die letzte Anzahl ergibt sich nun folgendermafien: Sie ist gleich der An-
zahl von k-Tupeln (a,...,ac) ganzer Zahlen 1 < a; < a < -+ < g <
n 4. Das ist richtig, weil sie, ohne Beachtung ihrer Reihenfolge, so sor-
tiert sind, dass sie aufsteigend sind. Dies sind aber genauso viele wie die
n-Tupel

(by,...,by) :=(a1,a2 + 1,83+ 2,...,a + (k— 1)),

furdiel <b; <b; <. <by <n-—1+kgilt. Deren Anzahl ist aber gerade
die Anzahl der Mdglichkeiten, k Elemente aus einer (n—1+k)—elementigen
Menge ohne zurtcklegen auszuwahlen.

Fir Grenzwertbetrachtungen ist haufig der folgende Satz hilfreich, den wir
hier leider nicht beweisen kénnen:

Satz 35.2 (Stirlingsche Formel, ohne Beweis).

Vo '?cl@

nl= 2nm- —
e

Problem: wobei e = exp(1) die Eulersche Zahl ist.
Referenz fir Beweis
(ein Ana-Buch?)!
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Beispiel 35.3 (Fairer Munzwurf). Kopf: +1 e, Zahl: =1 e. S,: Gewinn nach n
Spielen.

2 oy \/4nrr-(2—”)2”
PSam=0)= =& pone T o L g
220 (nh)? ( 2nm(D)n)2 N7t n-e

35.2 Abzéahlen mit erzeugenden Funktionen

Wir betrachten im Folgenden ein langeres Beispiel, anhand dessen die Ein-
fuhrung des Begriffes der erzeugenden Funktion veranschaulicht und dessen
Nutzlichkeit demonstriert wird:

Beispiel 35.4 (Erste Wechselzeit). Gleiches Spiel. Strategie: Spieler stoppt das
Spiel, wenn zum ersten Mal S, = (Gewinn nach n Warfen) positiv ist (s. Abb.
[35.3). f, = P(S1 <0,...,Sh-1 <0,S, = 1) = ? Einige Werte sind klar: f; = 0,
flz%, f2:0: onfUrn [N,

o A
0/ A ¢ n-4

Abbildung 35.3. Skizze zum Spiel der ersten Wechselzeit.

Wir dricken nun f, durch fj aus, fur die i < n gilt (s. Abb.[35.3); offenbar
muss wenn S; = 0 ist, vorher Sj_; = —1 gewesen sein, da der Spieler sonst das
Spiel schon abgebrochen héatte. Damit ist einsichtig:

fn = P(an 2-ter Stelle zum ersten Mal wieder 0) - f,—,
+ -+ P(an (n — 1)-ter Stelle zum ersten Mal wieder Q) - f;

1
= PSo<-1....5.,<-1S=0) -,
i IR CEEECEERRRRRRRCAREDODD O N EARECCARRRRERRRRACAREDOD N S
=}fiq
nfl— 1
= fia foi

i=2

Um nun weiterrechnen zu kénnen, fihren wir zunachst einen hilfreichen
Begriff ein:



Problem:
haben  wir diese
Verallgemeinerung
der bin. Formel
bewiesen?
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n=0

erzeugende Funktion oder erzeugende Potenzreihe von (fy); diese ist nicht not-
wendig konvergent. Die Folge (f,)-x (oder manchmal (fy,)-z) heil3t erzeugende Va-
riable oder Zahlvariable.

Beispiel 35.6. Zuruck zu obigem Beispiel. Die erzeugende Funktion ist:

¢ 1 1 (11
+ ann = -+ E X" fi fn—(i+1)
n=2 n=2 i=1

F(x) =

N X N X

1
. x-F(x)2
+2x )

Um dies einzusehen, berechnen wir zunachst:

b mre | . 2 1 1

Fx?=  fix - fx = fi fix".
i=0 j=0 n=2 i+j=n-1
Den Laufindex der in Summe kdénnen wir zu j = n—(i+ 1) umschreiben,
so dass diese sich als  ;_;" f; fn_(i+1)x“‘1 schreiben lasst. SchlieBlich folgt also:
.\/

1-—x2

F09 = 31+ FO9) CER = =2

v
Da F(0) = 0 ist, folgt: F(x) = =—12¢ (fur + ergibt sich 2 = co und fur —
erhalt man % muss also eine Grenzwertbetrachtung vornehmen). Mit dem
binomischen Satz (Verallgemeinerung der binomischen Formel[2.7 auf reelle
Exponenten) gilt aber:

v ! i |
12 =(1-%)t = 2 (—1)f K,
k=0 k

[N

Hierbei ist der Binomialkoeffizient Eq[]r reelle Zahlen r [CR in Analogie
zum Binomialkoeffizienten fur nattirliche Zahlen definiert:

11

rr@r-1---(r=(-1))

k - k!

Damit kénnen wir F(x) nun hinschreiben:
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T
F)= 2 -x— 2 x3+ 2 .xX>—....
1 2 3

SchlieBlich folgt:

O
‘- % S(-1)kt furn=2k -1,
! fur n = 2k.

Kann der Spieler erwarten, etwas zu gewinnen? Wie lange erwartet Spieler
A zu spielen, bis er Gewinn macht?

Wir fuhren dazu eine neue diskrete Zufallsvariable ein: X = min{n | S, = 1}.
Damit gilt: P(X = n) = f,,. Wir erhalten

| | § N |
E(X) = n-P(X=n)= n- fo.
n=1 n=1
Es gilt: F(2) = n;;=0 faz", zFY2) = n;;=l nf,z". Durch Einsetzen von 1 ergibt
sich damit::

E(X) = (zﬂ%ﬂ.

Dafiir benotigen wir also die Ableitung von F:

v 12 Vi
1- 1-22 13 %= (1 1-2?)
Fiz) = - = =
2 \/—2 2 \/—2
=z—( 1:/2 —(1—z))=1—v/1—z.
22 1-22 22 1-22
w/_z 5
I__z@z):l_/ 1-22 1-(1-79

7 1-22 zvl—22(1+ vl—zz)
— / z /

- zv1—22(1+ vl—zz)'

Letztendlich ergibt sich also: E(X) = zF'%‘z)%:l = oo, Der Erwartungswert
existiert also nicht und der Spieler muss erwarten, in endlicher Zeit das Spiel
nicht zu beenden.

Wir haben im obigen Beispiel gesehen, dass erzeugende Funktionen hilfreich
sein kdnnen. Auch bei der Berechnung der Anzahl der Moglichkeiten, Ku-
geln unter gewissen Nebenbedingungen auf Schubféacher aufzuteilen, sind
erzeugende Funktionen hilfreich:

Beispiel 35.7 (Anzahl der Mdoglichkeiten der Verteilung von Kugeln auf
Schubfacher).
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Wir betrachten die konstante Folge: f, = 1 [nl

(1+z+22+---+zk+---):1—iz. (35.1)

Dies ist korrekt, weil (1+z+ 2>+ )1-2)=14+z—-z+27°—7* - eine
Teleskopreihe ist.

. Potenzieren beider Seiten der Gleichung (35.1) liefert:

AQ+z+22+--)=@1-2)™

Was sind die Koeffizienten? Wir betrachten dazu das Schubladenmodell:
Wir wollen k identische Kugeln (die k Faktoren von z¥) auf n Schubfécher
(die n Faktoren von (1 + z + z% + ---)") verteilen. Um die Koeffizienten
zu verstehen, stellen wir uns nun vor, dass wir das Produkt (1 +z + z% +
--+)" nach und nach ausmultiplizieren. Dazu missen wir aus dem ersten
Faktor (1+z+2%+---) eine gewisse Potenz z von z auswéahlen, dann aus
dem zweiten Faktor usw. Im Schubladenmodell heif3t dies: Wir legen k;
Kugeln ins erste Fach, .. ., k, Kugeln ins n-te Fach mitk; +k, +---+k, = k:
Z4 . 7% ... 2% = Zk Zahlen wir alle diese Méglichkeiten zusammen, so
ergibt sich der Koeffizient vor zX im Produkt. Dieser Koeffizient ist dabei
die Anzahl der Méglichkeiten, k identische Kugeln auf n Sctt:iblaﬁn Zu
verteilen; nach der Tabelle in Beispiel [35.1]ist dies gerade ™ Also

folat: n-1 °
olgt: 0
n-1 '

k=0

l+z+22+- - )=Q1-2)"= (35.2)

. Die Anzahl der Méglichkeiten, k identische Kugeln in n Schubladen zu

verteilen, so dass jedes nicht leere Schubfach wenigstens 2 Kugeln enthélt,
ist der k-te Koeffizient der Potenzreihe
O 1 (]

A+22+28+ )= =52

()2,
i-o !
weil wir in der Erlauterung des vorigen Beispiels[35.7.2 immer k; # 1
fordern. Wegen der Formel (35.2) folgt:
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1+22+28+. )= -1)' 7' Z
( ) 3 -1 L n-i-1
:(n—ijj—l)
. om
: SR ‘
k=0 i+j=k : ]
- I
B b g‘“‘”(_l')i n n+k—2|—1%k
oo i k=i

Beispielsweise ergibt sich furn = 3,k = 4:
[ 1111 1
i 'ﬁ's 6 - 2i
- i 4
F oo cmo ced
6 3 4 3 2 30

4 13722731
15-3.443.1-0=6.

4. k identische Kugeln auf n Schubfécher, in jedem Fall aber héchstens d.
In der Notation des obigen Beispiels (2}) entspricht dies der Forderung:
ki = 0 fir i > d. Die Potenzreihe, deren Koeffizienten das zahlen, ist also

(1+z+2%+---+2%". Dasich wegen (35.1) durch Durchmultiplizieren mit
d+1
z
d+1
z
+-) = ,
) 1-z

d+2 d+3

(CAREE S |

ergibt, folgt:
L1q Z0+1 [ O — g+t [

1+z+2%+ - +2%9" = - =
( ) 1-z 1-z 1-z

5. Ein Fach mit hochstens 2, eines mit hochstens 3 und ein Fach mit einer
geraden Anzahl:

(1= -7 Q-1+

(L+z+22)(A+z2+22+28)(1+22+2+ ) = 1-220-2) (d-27

Einige weitere Beispiele fur das Abzéhlen mit erzeugenden Funktionen:

Beispiel 35.8. Mit dx = bezeichnen wir die Anzahl der Moglichkeiten, k als
Summe von strikt positiven paarweise verschiedenen ganzen Zahlen darzu-
stellen. Ein Beispiel: k =5 534+ 1 =23+ 2,ds = 3. Folgende erzeugende
Funktion z&hlt dies:

nicht oder nur knapp
vorgefihrt
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&1 F 1
D@) = dX=0+2)1+2) --= (@+2").
k=0 n=1

Beispiel 35.9. P, = Anzahl der Partitionen von k in einer Summe positiver
ganzerZahlen:5 = 4+1 =3+2 = 3+1+1 = 2+2+1 = 2+1+1+1 = 1+1+1+1+1.

Pk:% ki,k12k22"'2kr>0%

i=1

 —  —s
P2)= PZ=Q+z+22+2%+ ) Q+22+2%+-) .= T
k=1 n=1

Erklarungsversuch: Der Summand aus dem ersten Faktor zahlt, wie oft wir
1 in Partition nehmen (z'), der Summand aus dem zweiten Faktor (z2)' sagt,
dass wir 2 i-mal nehmen usw. z¥ = 21z%2 ... 75, wobei I; = [{i | ki = j}].

nicht oder nur knapp

vorgefuhrt

35.3 Manipulation erzeugender Funktionen

Wir geben eine knappe Ubersicht tiber mogliche Operationen auf Folgen und
den entsprechenden Operationen auf den erzeugenden Funktionen:

Eigenschaft Folge Erzeugende Funktion
Definition (f) Fi2) = 5 fiz
Summe (af On) aF(z) + bG(z2)

Faltung h,= | fighx  H(@) =F(@) - G(2)

Definition 35.10. Seien (f,), (gn) Folgen, dann heit (f,) [{gn) = (hy) die Faltung
der beiden Folgen.

Weitere Manipulationen:
Eigenschaft Folge Erzeugende Funktion

Skalierung: geometrisch fial F(az)
linear if; ZFYz)

faktoriell (I_'—'k), f; éf:(k) (2)

harmonisch % i=>1 o F(adt

Summation: kumulativ %f,— %

vollstéandig o fi F(1)
alternierend  Z,(—1)'f; F(-1)
Sequenzwerte: Anfang fo F(0)
k-ter Term fi %(O)

Grenzwert  limy_ o fq lim, (1 — 2)F(z).
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Die meisten Aussagen sind klar durch gliedweises Differenzieren bzw. Inte-
grieren in der Reihe. Nur die Ausssagen Uber die Summationen sind nicht
unmittelbar einsichtig und die Grenzwertaussage. Wir zeigen hier nur diese
letzte: Es gilt: (1 — 2)F(2) = fo + (fy — fo)z + (f2 — f1)z22 + ---. FUr z - 1 ergibt
dies eine Teleskopreihe.

35.4 Anwendung auf eine Erwartungswertberechnung

Mit erzeugenden Funktionen kdnnen wir nicht nur abzéhlen, sondern auch
in einigen Fallen Erwartungswerte berechnen:

Beispiel 35.11. Wir berechnen den rtungswert einer B, p—verteilten Zu-
fallsvariablen X. Es gilt: P(X = k) = | -p*-(1 = p)"* und daher:

EX)= k p-p)"
k=0
Sei G(z) := Gx(z) die erzeugende Funktion der Folge (P(X = K))km, d.h.:

6= P -p)" M= (1 -p+p2)".
k=0

Damit ergibt sich fur den Erwartungswert von X:
-5 i
E(X)=(2G'(2)0, = z'n-(1-p+p2)"*-pL =n-p
wie wir bereits in Bsp.[34.19/erwéhnt haben.

Damit ist es nicht allzu schwierig, die Varianz zu ermitteln, die ja auch ein

Erwartungswert ist:
Vorlesung vom:

Beispiel 35.12. X sei By, verteilt. Dann gilt: V(X) = np(1 - p). 25. November 2009
Qualitatsstand:
Beweis. Ubung. [—Jerste Version

35.5 Lineare Rekursion

Sei (fy) eine rekursiv definierte Folge der Form
frer = afy + bfn—l,

wobei fy und f; vorgegeben sind. Bereits in der linearen Algebra (Abschnitt
24.4.2) haben wir Methoden kennengelernt, um fur solche lineare Rekursio-
nen explizite Formeln fur die f, zu berechnen. Erzeugende Funktionen sind
hierzu auch ein probates Mittel, wie wir im Folgenden sehen werden:
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Beispiel 35.13. Wir betrachten den Falla =2, b =1und f, = 0, f; = 1, also:
fn+]_ = 2fn + fn—l, d.h. (fn) = (0, 1, 2, 5, 12, 29, .. .).

Die erzeugende Funktionist; F(z) = iio fiz'. Wegen der Rekursionsgleichung
ergibt sich:

1
F(z)-1—-az—bz®) = f,z2"(1—az—-bZ?)
n=0
1 & 1 L 2 1
= fz"- af,z"'-  bfaz"*?
n=0 n=0 n=0
1 & 1 1
= faz"—  af,1z"—  bfyZ"
n=0 n=1 n=2

¢ 1
f% + fiz — afﬁz + f,—afy_1 —bfy,0)z".
n=2
=0

:f0+(f1—af0)Z
Also folgt: F(z)(1 — az — bz?) = ¢ + dz mitc = fy,d = f, — afy, also:

c+dz
F@) = 1—az—hz?

Partialbruchzerlegung (siehe dazu Beispiel|13.27) liefert nun a, 3, A, B, so dass
c+dz A B

= + .
l—-az—bz2 1-0z 1-Pz

Koeffizientenvergleich im Nenner liefert die Bedingung p? —ap —b = 0 und
aus Symmetriegriinden auch a? —aa — b = 0. Es sind also o und B gerade die
Nullstellen von t?> — at — b. Damit kénnen wir nun im Z&hler durch Koeffizi-
entenvergleich auch A und B berechnen, was wir hier aber nicht allgemein,
sondern nur unten an einem Beispiel vorfuhren.

Damit folgt nun, da = = n;;:(, a"z" (geometrische Reihe oder formal nach-

rechnen):
1 1

F@)=A- ao"'2"+B- B"z".
n=0 n=0
Somit erhalten wir:
f, = Aa" + Bp".

Wir haben also eine Mdglichkeit gefunden, explizite Formeln fur Werte von
rekursiv definierten Folgen zu berechnen.

VAR
Beisgiel 35.14. Inunserem Beispiel voneben:a=2,b=1a,f =1+ 1+1=

1+ 2,also:c=0,d = 1. Somit folgt: —2— = ;& + 5, Da die Nenner auf
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beiden Seiten gleich sind, folgt: z = A(1—Bz) +B(1—az) = (A+B)—(BA+aB)z.
Koefﬁy’entenvergleich liefertnun: A+B=0 CBF -Aund1=—(BA+0B) 1

A=1 2 also:
1v_O V_L[ v_O V_[J
f==- 21+ 2 —-=- 21— 2 .

35.6 Exkurs: Formale Potenzreihen

Da wir in diesem Kapitel recht intensiv mit erzeugenden Funktionen gear-
beitet haben, mdchten wir es abschlieRen mit einigen weiteren Hintergrund-
informationen dazu. Eine erzeugende Funktion ist in folgendem Sinn eine
formale Potenzreihe:

Definition 35.15. Sei K ein beliebiger Kérper und sei (fn)nm eine Folge mit Ele-
menten aus K. Dann heif3t
1
F(z) = fnz"

n=0

eine formale Potenzreihe.

Bemerkung/Definition 35.16. Die Menge der formalen Potenzreihen notiert

man
O 1 O

K[[z]l = faz" | f, CR .
n=0
Diese tragt die Struktur eines Ringes (siehe Abschnitt4.2). Die Addition ist
folgendermalen definiert:

[ 2 | I | I 3 1
foz" + gnz" = (fo + gn)2".
n=0 n=0 n=0

Offenbar ist das Negative einer formalen Potenzreihe gerade gegeben durch
die Potenzreihe mit den negativen Koeffizienten. Die Multiplikation ist dann
naheliegend:

i 3 e | I 1
f.z" - gnz" = hnz",
n=0 n=0 n=0
wobeihy = _, fa-kOk. Das neutrale Element bzgl. der Mutliplikation ist also

1= ,lpenz"miteyg =16 =0 k0.

Proposition 35.17. Ein Element f(z) = n;;:O faz" hat ein Inverses genau dann,
wenn fy # 0.
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Beweis. Die Notwendigkeit daftr ist klar, denn es muss hg = kézo fa—kOk =
fodo = 1 gelten, was fiir f; = 0 nicht moglich ist.

Betrachten wir fur die andere Implikation ein Produkt, fuir das gilt:

Dann muss ebenfalls gelten: fogo = 1. Nach Voraussetzung giltaber f; CK\{0};
es gibt also ein Inverses gg von fy, da K ein Kdrper ist.

Wir mussen nun noch beweisen, dass die Terme hdheren Grades in z durch
geeignete Wahl von g, verschwinden. Diese g, finden wir, indem wir schritt-
weise das folgende unendliche Gleichunssystem l6sen:
fogo =1 [ 1g=+[K
—t
fogi + igo=0 [ dgi=—2,...
fogn+ -+ frgo =0 —1...

Dazu ist nur notwendig, dass fy # 0, was ja vorausgesetzt war. —1

Aufgaben

Aufgabe 35.1 (Erzeugende Funktion). Sei fj die Anzahl der Méglichkeiten,
i als Summe von verschiedenen posititven ganzen Zahlen darzustellen. Sei
gi die Anzahl der Moglichkeiten, i als Summe ungerader positiver ganzer
Zahlen darzustellen. Bsp: fs = 3, ndmlich 5, 4 + 1, 3 + 2; g5 = 3, ndmlich 5,
3+1+1,1+1+1+1+ 1 Eulerentdeckte, dass fi = gi [L_EZeigen Sie:

1. Die erzeugende Funktion von (f)imy ist F(x) = (1 + X)(1 + x?)(1 + x3) - -.
2. Die erzeugende Funktion von (g;)im ist G(X) = W

3. Verwenden Sie die Identitat (1 +x')(1 —x') = (1—x%), um F = G zu zeigen.
Aufgabe 35.2 (Kombinatorik). In einer Urne befinden sich 20 Kugeln, 9 rote,
3 gelbe und 8 blaue. Wir wéhlen drei davon zuféllig aus. Bestimmen Sie die
Wahrscheinlichkeit, dass:

1. alle drei gelb sind,

2. mindestens eine gelb ist,

3. eine von jeder Farbe dabei ist.
Aufgabe 35.3 (Lineare Rekursion). Sei ap := 0, a1 := 1, a4y := %=L, Berech-

nen Sie eine nicht-rekursive Formel fur a, mit Hilfe von erzeugenden Funktio-
nen und Partialbruchzerlegung und ermitteln Sie den Grenzwert lim, _, » an.
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Summen von Zufallsvariablen

Wir hatten bereits erwéhnt, dass aus der Linearitat des Summenzeichnens
bzw. des Integralzeichens die Linearitat des Erwartungswertes, also insbe-
sondere E(X +Y) = E(X) + E(Y) folgt (Bemerkung|34.20). Es wird sich her-
ausstellen, dass eine analoge Aussage fur die Varianz nur fir unabhéangige
Zufallsvariablen gilt. Dies werden wir nutzen, um als ein MaR fur die Un-
abhangigkeit von Zufallsvariablen die sogenannte Kovarianz und damit den
Begriff der Korrelation zu motivieren.

Um Summen von Zufallsvariablen zu untersuchen, werden wir Verteilungs-
funktionen verwenden (Definition |34.16): Fx: R - [0,1], Fx(@) = P(X < a).
Dies sind, wie wir oben gesehen haben, monoton wachsende Funktionen, im
diskreten Fall monoton wachsende Treppenfunktionen. Fur zwei Zufallsva-
riablen ergibt sich folgender Begriff:

36.1 Gemeinsame Verteilung und Dichte von Summen

Definition 36.1. Seien X, Y zwei Zufallsvariablen auf Q. Die gemeinsame Vertei-
lung ist
Fxv: R? - [0,1], Fxy(a,b)=P(X <a,Y <h).
Im kontinuierlichen Fall sagen wir, dass sie eine gemeinsame Dichte fx v hat, wenn
fxy: R? - Ry existiert, so dass
[ -
PX<aVY<sh) = fx.v(s, t) dt ds.

—00  —o00

Bemerkung 36.2. Ist fxy die Dichte des Paares X, Y, dann gilt
L
fx(s) = fxy (s, 1) dt.

—oo
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Beweis. Es gilt:

L] Ll b O
fx(s)ds=P(X<a)=P(X<ay [R) = fxy(s, t)dt ds [al

Die Behauptung folgt, da daher
=) i O

fx(s) ds = fxv(s,t) dt ds

a a -

gilt, durch Grenzwertbildung b - a, da I?fx(s) ds = (b — a) fx(s) usw. (siehe
Problem: auch Abb.[36.1). 1
Skizze fehlt: fig:Pab!

fig:Pab

Abbildung 36.1. SKIZZE FEHLT!

Den Begriff der Unabhangigkeit von Ereignissen kénnen wir in naheliegender
Weise auf Zufallsvariablen Ubertragen:

Definition 36.3. X und Y seien zwei Zufallsvariablen.

1. X und Y heiRen unabhangig, wenn
PX<aY=<sbhb)=PX<a) -P(Y<b) [alb[R.

2. Die bedingte Wahrscheinlichkeit von X < a unter der Annahme Y < b, ist
P(X<aY<h)
PY<b)

falls der Nenner > 0 ist. Offenbar folgt aus der Unabhéngigkeit von X und Y
sofort P(X <a|Y <b) =P(X =<a).

3. Sind X und Y kontinuierlich verteilt, so lasst sich die bedingte Wahrschein-
lichkeit P(X < a | Y = b) durch die analoge Formel nicht definieren, da
P(Y = b) = 0. Die richtige Definition ist folgende:

I—_al fxyy(s, b) ds
= (s, b) ds

P(X<al|Y<h):=

PX=<a|Y=b) =
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Lemma 36.4. X, Y seien kontinuierlich verteilte Zufallsvariablen. Dann sind X und
Y unabhéngig genau dann, wenn

fxy(s,t) = fx(s) - fy(t)

fur die Dichten gilt.

Beweis. Unabhangigkeit ist, wie sich recht leicht nachrechnen lasst, aquiva-
lent zu der Bedingung

P(alﬁxgag,bngSbg)ZP(a]_SXSag)'P(b]_SYSbg).

Dies ist aber &quivalent zu:

L) L) L) L)
iy Odsdt=  fx@)ds - fy(t) dt.
b1 ap ai bl
Multiplizieren mit ﬁ : ﬁ und Limes-Bildung lim,, _ 4,5, b, ergibt:

fxy(az, b2) = fx(az) - fv(b2).

Umgekehrt: fxy(s,t) = fx(s) - fy(t) [CUdabhangigkeit ist klar. 1

Satz 36.5. Seien X, Y kontinuierlich verteilte unabhéngige Zufallsvariablen mit
Dichten f = fx und g = fy. Dann hat die Zufallsvariable Z = X + Y die Dichte

L
h: R - R, h(x) = f(x=y)-g(y) dy.
Beweis. Wir berechnen (siehe auch Abb.[36.2): Problem:

Skizze fehlt:
fig:Streifenint!

fig:Streifenint

Abbildung 36.2. SKIZZE FEHLT!
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Pla; = Z < ay) = Plaz <= X +Y < ay)
= fxyy(S, t) ds dt

i

= fxvy(S, t) ds dt

=

Unabhangigkeit

f(s)g(t) ds dt
Subst; u= = Ijj
ubsts f(u—t)g(t) du dt
o) (i) O
= f(u—1t)g(t) dt du.
o
=h(u)
Es folgt also: fz(u) = h(u). —1
Definition 36.6. Seien f und g Funktionen R - R. Dann heif3t
LJ
f9:R - R, (f O)(X) = f(x=y)-g(y) dy
Problem: die Faltung der Funktionen f und g (sofern alle Integrale existieren).

Skizze fehlt:
fig:FaltungAlsFaltung!

fig:FaltungAlsFaltung

Abbildung 36.3. SKIZZE FEHLT!

Bemerkung 36.7. 1. Die Faltung von Funktionen ist das kontinuierliche
Analogon zur Faltung von Folgen (siehe Definition 35.10).

2. Seien X, Y unabhéangige Zufallsvariablen, beide diskret oder beide kon-
tinuierlich mit (diskreten) Dichten fi = P(x = i), g; = P(Y = j) bzw.
kontinuierlichen Dichten f(s) = fx(s), g(t) = fy(t). Dann wird die Zufalls-
variable Z = X + Y durch die Dichte f [g beschrieben.
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Bemerkung 36.8. X, Y seien diskret mit Werten Z-, und unabhéngig; die
erzeugenden Funktionen der Zufallsvariablen X bzw. Y seien

& 1 1
Gx(= fiz, Gv(@= g;z.
i=0 j=0
Dann gilt:
S
Gx(@)Gy(@) = hZ,
k=0

wobei hy = i=0 fi-iGi-

Also: Faltung von diskreten Dichten entspricht der Multiplikation der Erzeu-
genden Funktionen. Im unabhangigen Fall entspricht dies der erzeugenden
Funktion der Summe X + Y.

Beispiel 36.9. X sei eine B, p- und Y eine B, ;—verteilte Zufallsvariable. X
und Y seien unabhangig. X + Y ist dann By, 4n, p—Verteilt.

Beweis. Gx(z) = I%‘%Ept(l —p"TZ = (1 —p+p2)™, Gy(z) = (1 —p + pz)™.
Also ist:

Cx+v(@) =1 =p+px)™ - (L=p+p2)™” = (L—p+pz)™".

36.2 Kovarianz und Korrelation

Vorlesung vom:

27. November 2009
Qualitatsstand:
erste \ersion

Die Untersuchung der Varianz einer Summe von Zufallsvariablen wird uns
auf die Begriffe der Kovarianz und der Korrelation fihren, die in vielen Be-
reichen der Anwendung von Wahrscheinlichkeitstheorie eine wichtige Rolle
spielen.

Bemerkung 36.10. 1. X, Y seien unabhangige Zufallsvariablen. Dann gilt:
E(X-Y) = E(X) - E(Y),

denn (wir zeigen hier nur den kontinuierlichen Fall):

LJLd LJ LJ
E(X-Y) = stix(s) fy()dsdt=  sfx(s)ds - tfy(t)dt.

—00  — — —
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2. X, Y seien Zufallsvariablen. Dann gilt, da V(X) = E(X?) — E(X)? und da
E(E(X)) = E(X) nach Definition der Varianz:
[ LI
VX+Y)=E X+Y-EX+Y) =
|
= E X2+ E(X)? + Y2 + E(Y)? + 2XY + 2E(X)E(Y)
]
—2XE(X) — 2YE(Y) — 2XE(Y) — 2YE(X)

= E(X?) - (E(X))? HE(YZ) - (E(Y))* + 2E(XY) = 2E(X)E(Y)
= V(X) + V(Y) + 2 E(X - Y) = E(X) - E(Y) .

Aus den beiden obigen Bemerkungen folgt unmittelbar:

Korollar 36.11. Sind X und Y unabhéngige Zufallsvariablen, dann gilt:

V(X +Y) =V(X)+ V(Y).
Dies motiviert die Einfihrung des folgenden Begriffes:

Definition 36.12. Seien X, Y Zufallsvariablen. Dann heifit
Cov(X,Y) := E(X - Y) — E(X) - E(Y)

die Kovarianz von X und Y.

Bemerkung 36.13. 1. Es gilt: Cov(X, X) = E(X?) — E(X)? = V(X).
2. Nach dem obigen Beispiel gilt: X, Y unabhangig [CCal/(X,Y) = 0. Deshalb
betrachten wir Cov(X, Y) als ein MaR fur die Unabhangigkeit von X und
Y. Warnung! Aus Cov(X,Y) = 0 folgt im allgemeinen nicht, dass X,Y
unabhéngig sind! Dies zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 36.14. Sei X eine Laplace-verteilte Zufallsvariable mitWerten -1, 0, 1,
also je mit Wahrscheinlichkeit {. Es gilt: E(X) =-1-1+0-1+1.1 = 0. Die
Zufallsvariable Y = |X] ist determiniert durch X. Mit dieser Definition ergibt
sich: E(X-Y)=-1-1-2+40:0-3+1-1- 3 =0undE(Y) =1-3+0-3+1-3 = 2.
Also: E(X - Y) = 0 = E(X) - E(Y), aber die beiden Zufallsvariablen X, Y sind
(offensichtlich) nicht unabhangig.

Definition 36.15. Die Matrix

O OO O
Cov(X,X) Cov(X,Y) _  V(X) Cov(XY)

C= Cov(Y.X) Cov(Y.Y) = Cov(X.Y) V(Y)

heift Kovarianzmatrix.
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Bemerkung 36.16. C ist positiv semi—-definit, denn
R

(a,B)-C- g = a?V(X) + 20B Cov(X, Y) + B2V(Y) = V(aX + BY) = 0 [aJp [R.

Definition 36.17. Der Korrelationskoe [zieht von X, Y ist

Cov(X.Y

PN =5 Vo

In gewissem Sinne misst dieser Wert also den Grad des Zusammenhangs zwi-
schen zwei Zufallsvariablen. Die folgenden Definitheits—Aussagen zeigen,
dass alle auftretenden Eigenwerte nicht nur reell (wegen der offensichtlichen
Symmetrie der Matrizen), sondern auBerdem nicht negativ sind:

Satz/Definition 36.18. Die Korrelationsmatrix

O -
. 1 pXY)
P= ox,Y) 1

ist positiv semi-definit und es gilt: p(X, Y) [[+1,1].

Beweis. Man kann sofort nach rechnen, dass sich die Kovarianzmatrix C
schreiben lasst als folgendes Produkt:

I O OCr1 |
ce VX 9% 1 opXY) o VX) &y
0 V(YY) pXXY) 1 0 V(Y)

Da wir oben (36.16) gesehen haben, dass C positiv semi-definit ist, und da
das Konjugieren einer Matrix ihre Eigenwerte nicht andert, &E ebenfalls

positiv semi-definit (weil die linke Matrix bis auf den Faktor V(X)V(Y) die
Inverse der rechten ist).

Es folgt, da die Determinante das Produkt der Eigenwerte ist:

det(p) = 1= (p(X,Y))? 2 0

also: p(X,Y) [J#+1,1]. —1

Dies gilt auch allgemeiner:

Satz 36.19. Seien X4, ..., X, Zufallsvariablen. Dann sind die Kovarianzmatrix C =
(Cov(X;, Yj) CR™ und die Korrelationsmatrix p = (p(Xi, X;)) -1, 1]™"
positiv semi—definit.
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Beweis. Die positive Semi-Definitheit der Kovarianzmatrix C ergibt sich ge-
nauso wie vorher:

|
(al,...,an)-C-%%V(&Xl+m+aﬂxn)zo.
an

Ebenfalls wie vorher folgt die Aussage Uber die Korrelationsmatrix. 1

Eigenwerte der Korrelationsmatrix dicht bei 0 legen nahe, dass einige der Zu-
fallsvariablen sehr stark korrelieren, also wieviele fast kollineare Beziehungen
es zwischen den Zufallsvariablen gibt. In der Praxis kann ein Eigenwert nahe
0 also bedeuten, dass man eine Gesetzmalf3igkeit entdeckt hat, die einen Zu-
sammenhang zwischen Zufallsvariablen beschreibt. Man kann einen solchen
Eigenwert nahe bei 0 auch oft interpretieren als Redundanz in den Daten und
daraus folgern, dass man die Anzahl der untersuchten Variablen reduzieren
kann, ohne grof3e Informationsverluste befiirchten zu mussen. Andererseits
legt die Existenz eines dominanten Eigenwertes nahe, dass eine der Unter-
suchungsrichtungen — die sogenannte Hauptkomponente in Richtung des
zugehdorigen Eigenvektors — vorherrschend ist.

Beispiel 36.20. 1. Zur Reduktion des Rauschens in Bildern kann man bei-
spielsweise untersuchen, ob es eine oder wenige Hauptrichtungen des
Rauschens gibt und dann orthogonal dazu projizieren.

2. Zur Untersuchung eines Zusammenhangs verschiedener Kompotenzen
im Rahmen der PISA-Studie kann man feststellen, dass zwei Eigenwerte
klar grof3er sind als die anderen, namlich jene, die zur Mathematik und
zum Lesen zugeordnet werden kdnnen. Im Gegensatz dazu erscheinen
die Naturwissenschaften kein klarer weiterer eigener Einflussfaktor zu
sein, sondern eher eine Mischung aus den anderen. Eine solche Untersu-
chung von Daten bezeichnet man als Faktorenanalyse.

Aufgaben

Aufgabe 36.1 (Korrelation). Die Zufallsgrofien X, i = 1,2, 3 seien unabhan-
gig und identisch verteilt. Bekannt sind: E(X;) = 4, V(Xj) = 1. Es seien
Y, = %(Xl + Xg) und Y3 = %(Xl + X5 + X3)

Berechnen Sie die Erwartungswerte und die Varianzen der Zufallsgrofzen Y,
und Y3 sowie die Kovarianz und den Korrelationskoeffizienten zwischen Y,
und Ys.
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Fundamentale Ungleichungen, Gesetz der grof3en
Zahl

Eine der zentralen Aussagen der Wahrscheinlichkeitstheorie istjene, dass sich
bei der Wiederholung eines Experiments nach vielen Versuchen im Wesent-
lichen das arithmetische Mittel der auftretenden Werte dem Erwartungswert
annahert — das sogenannte Gesetz der groRen Zahl. Wenn wir haufig genug
wurfeln, wird sich also tatsachlich im Mittel = 3,5 ergeben.

Wir werden in diesem Kapitel die Aussage des Gesetzes prazisieren und
(die sogenannte schwache Variante davon) beweisen. Daflir bendtigen wir
zundchst einige Ungleichungen, die allerdings auch unabhangig von dieser
Anwendung auf das Gesetz haufig interessant sind.

37.1 Einige Ungleichungen

Die erste Ungleichung, die wir vorstellen, ist die Basis fUr die weiteren: deren
Beweise werden jeweils direkte Anwendungen dieser ersten Ungleichung
sein.

Satz 37.1 (Markov-Ungleichung). X sei eine Zufallsvariable, h: R - Rxg sei
eine monoton wachsende Funktion. Dann gilt:

E(h(X))

PXZ8 < =

Beweis. h(X) ist eine neue Zufallsvariable. Wir zeigen die Ungleichung nur
im kontinuierlichen Fall:
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-
E((X) = h(s)- fx(s) ds
h=0 =
> h(s)- fx(s) ds,
t
-

h monoton
> h(t) - fx(s) ds

t
= h@®) P(X=1).
-

Korollar 37.2 (Chebychev-Ungleichung). Sei X eine Zufallsvariable, deren Er-
wartungswert E(X) und Varianz V(X) existieren. Dann gilt:
V(X

PIX-E(X)|=t) < %
Beweis. Wir betrachten die Zufallsvariable Y = (X — E(X))?. Dannist Y = 0
sicher und der Erwartungswert E(Y) = V(X). Mit h(t) = max(t, 0) (diese ist
monoton und = 0, so dass wir die Markov Ungleichung anwenden durfen)
erhalten wir:

E(max(Y,0)) _ E(Y) _ V(X)

PIX—E(X)|=t) =P(Y =t?) < SRR

L1

Wesentlich bessere Abschétzungen bekommt man, wenn alle Momente E(X¥)
von X existieren.

Definition 37.3. Sei X kontinuierlich verteilt, so dass alle E(X¥) existieren. Dann

heil3t
LJ
Mx(8) := E(e®¥) = e f(s) ds
- e? 83
= 1+EX)08+ E(Xz)-g + E(X3)-§ o
Momenterzeugende Funktion von X.

Bemerkung 37.4. 1. Ist X diskret mit P(X [4xp) = 1, dann ist

1
E€ )= P(X=Kk)-e% =Gx(e?),

k=0
denn Gx(2) = k;:o P(X =k) -z~

Also: Ist X diskret, dann ist Gx(z) = Mx(In z). Die Funktionen My und Gx
kodieren somit die gleiche Information. Mx verallgemeiert Gx auf den
kontinuierlichen Fall.
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2. 3R - C sei eine komplexwertige, absolut integrierbare Funktion, d.h.
g [Tl dx < co. Dann ist ihre Fouriertransformierte:

—J
f:R - C, f(6) = avzé e 19 £ (s) ds.
U

—oo

f nennt man auch das kontinuierliche Spektrum von f. Man kann zei-
gen, dass: - Problem:

2 A Referenz?
f(t) = -y e 9£(0) d6 = f(t).
21 )
Fouriertransformationen verwendet man beispielsweise bei der Bildver-
arbeitung und beim Losen von partiellen Differentialgleichungen.
Satz 37.5 (Chernov-Schranke). X sei eine Zufallsvariable, fur die alle Momente
existieren, und sei die Momenterzeugende Funktion Mx(6) eine konvergente Po-
tenzreihe. Dann gilt:
PX=t) < gng (7% Mx(8)).
Beweis. Wir setzen h(t) = ¢®'. Dies ist eine monoton wachsende Funktion mit
h(t) = 0. Die Markov-Ungleichung liefert daher:
E eGX
PX=t) < (eet ) _ e 9. Mx(8) A1
1

Bei der Chernov-Schranke werden sehr starke Voraussetzungen gestellt. Um
zu sehen, was dies bringen kann, vergleichen wir die Gute der verschiedenen
Abschétzungen an einem Beispiel:

Beispiel 37.6. Munzwurf: Yy,..., Y, seien unabhangige Bly%—verteilte Zufalls-
variablen. Es gilt:
1 .1 1 U LD gkl g L

1
E(Yi)—0'5+l'§—§,V(Yi)—E Yi—§ 5 2+§ E_Z

Mit X, = L Y gilt: E(X,) = 5§ und V(X;) = nV(Y1) = §. Ferner:

Gy.(2) = % + %z, Gy, (2) = q%E!Mxn(e) - E‘lzee -

Wir schatzen P(X,, = an) mit den verschiedenen Ungleichungen ab:
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Markov: h(t) = max(t, 0). Es gilt:

E(Xn) 1
= < — = —
P(X,=an) < an TR

Dies liefert nur dann eine nicht-triviale Aussage, wenn a > % Wir be-

trachten daher im Folgenden nur noch a IZ@ 1].

Chebychev: Auf P(X,, = an) kénnen wir diese Ungleichung nicht sofort an-
wenden. Mitan = 3 + (a — %) -n folgt aber, da E(Xy) = 3:

O o, 0O 4100
PXpnzan)=P X,—-=2 a—-<-n
2 2
und hierauf kénnen wir die Chebychev-Ungleichung anwenden:
o , 0O (00 ng O (100
PXH—EZ G—En <P n—z G—E'n
V(Xn) 1 3 1

n
T (@-pn 4 @-gPn2 an(a- 3R
Fur grofRe n ist dies deutlich besser als die zuvor gefundene Abschatzung.
Chernov: Es gilt:
] 6 [ ]
P(Xy = an) < inf g dan. qi .

Eﬂ]]]]]ﬂ]]]]]]]]]l:l]]]ﬁ]]]]]]]]]]]]]l:l

:(% ,(e—eu +ee(1—u)))n

Wir suchen also das Minimum von g(8) = e9% + %~ Eine kurze Rech-
nung ergibt: 8; = In(;%;) ist optimal. Es gilt:

1

9@1) = = Z‘)u-
1-a
Damit folgt:
]
=L L Oqg h
P(Xn = an) < if‘l O&Z‘%z 2(1-q) 1% =e "
=
wobei Oq &

B= In(Z(?:ﬁﬂi)h+aln — >0.
. tato
OO T >3:2
- i 8 1
>0
Far n = 100 ergibt sich die folgende Tabelle, die offenbart, wie stark sich die
gefundenen Schranken voneinander unterscheiden:

Vorlesung vom:
2. Dezember 2009
Qualitatsstand:
erste \Version
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o | 0.55 0.6 0.8
Markov 0.9 0.83 0.62
Chebychev | 0.1 0.025 0.002

Chernov | 0.006 1.8-107° 1.9.107%

37.2 Das Gesetz der grof3en Zahl

Satz 37.7 (Schwaches Gesetz der groRen Zahl). Seien Xj,1 < i < n, unabhén-
gige identisch ilte Zufallsvariablen mit E(X;) = E(X) < oo, V(X) < co. Dann
gilt fur Sp = o Xi = X1 + -+ + X, und fiir € > 0: E(£S,,) = E(X) und

O
limP nSn—E(X)%a =0.

n- oo

Beweis. Datatsachlich E(:S,) = £-n-E(X) = E(X)und V(3S,) = &-(n-V(X)) =
@, liefert die Chebychev-Ungleichung:

O V) VX oo
P%Sn—E(X)%s s—(zn): (2) =20
n € NE

1

Dies préazisiert nun endlich die Anschauung, dass das arithmetischen Mittel
mehrerer Wurfe eines Warfels irgendwann im Wesentlichen = 3,5 ergeben.

Das schwache Gesetz der groflien Zahl gilt tbrigens auch ohne die Annah-
me Uber die Varianz. Dies kdnnen wir mit unseren Mitteln hier aber nicht
beweisen.

Da wir vorher gesehen haben, dass man wesentlich bessere Abschatzungen
als jene mit der Chebychev-Ungleichung erhalten kann, sollte es nicht erstau-
nen, dass man auch das obigen schwache Gesetz der grofl3en Zahl verschéarfen
kann. Dies ist tatsachlich der Fall, auch wenn wir dies hier nicht beweisen
kénnen:

Satz 37.8 (Starkes Gesetz der grof3en Zahl). Sei X; eine Folge von unabhéngigen
identisiih:ierteilten Zufallsvariablen mit Erwartungswert. Dann gilt fur die Folge
n= i X=X+ -+ Xy

O (|
P limsup %Sn - E(X)% e =0.
n

Mit anderen Worten: Die Folge (%Sn) konvergiert fast sicher gegen E(X). In
[Kre02, 812] ist auch ausgefuhrt, warum dies eine starkere Aussage als das
von uns bewiesene schwache Gesetz der grof3en Zahl ist.

Problem:
Referenz?
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37.3 Die Momenterzeugende Funktion

Nachdem wir eben mit dem Gesetz der groRen Zahl sicherlich eine der wichti-
geren Anwendungen der Chebychev-Ungleichung gegeben haben, mochten
wir nun noch einmal etwas detaillierter auf die Momenterzeugende Funkti-
on eingehen, die bei der Chernov-Ungleichung zentral eingeht. Wir haben
daran bereits gesehen, wie nutzlich die Kenntnis aller Momente sein kann.
Und tatsachlich werden wir sehen, dass dies sogar die Verteilung der Zufalls-
variablen bereits bestimmt:

Satz 37.9 (Eigenschaften der Momenterzeugenden Funktion).
1. X sei eine Zufallsvariable mit allen Momenten. Dann gilt:

Max+5(8) = €*® - Mx(a- 6).

2. XY seien unabhéngige Zufallsvariablen mit allen Momenten. Dann gilt:

Mx.v(6) = Mx(8) - My(6).

3. X, Y seien Zufallsvariablen, deren Momente alle existieren und fur die gilt:
Mx(0), My (8) haben Konvergenzradien > 0 und Mx(0) und My (8) stimmen
auf dem gemeinsamen Definitionsbereich tberein. Dann folgt: X und Y haben
die gleiche Verteilung.

Beweis. 1. Max.p(0) = E(e®*+D)0) = b0 . E(2X®) = ¢ . My (a - B).

2. Mit X und Y sind auch %% und e®Y unabhéangig fur alle 8. Es folgt mit
Bemerkung|36.10:

My v(8) = E(®**) = E(e%% . ¢8Y) = E(e%%) - E(eY) = Mx(B) - My(6).

Problem: 3. Fur den letzten Teil des Satzes kbénnen wir hier keinen Beweis geben.
Referenz geben? Ohne die Voraussetzung der Konvergenz, etwa nur E(X") = E(Y") [nl
folgt noch nicht, dass X und Y die gleiche Verteilung haben.
1

Definition 37.10. X, Y seien Zufallsvariablen. Sie heien stochastisch gleich (in
Problem: Zeichen: X =Y), wenn
flacheres Zeichen fir st
stochastisch gleich Fx(t) = P(X < t) = Fy(t) (ELR.

Bemerkung 37.11. Warnung! Aus X; = Y, und X, = Y, folgt im allgemeinen
S S
nicht: X; + X, = Y1 + Y. Dies zeigt das folgende Beispiel.
S
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Beispiel 37.12. X, Y seien zwei unabhangige Bly%—verteilte Zufallsvariablen.
Es gilt also

P(X:O)=P(Y=0):%, P(X=1)=P(Y=1)=%

und Fx = Fy (Abb.[37.1), d.h. X = Y.

Sy
R

Abbildung 37.1. Summe identisch verteilter Zufallsvariablen (1).

X + Y ist B, i -verteilt (Abb.37.2):

kK |o[1]2
PX+Y =K)|4[1]1
._"— /;‘f}/

Abbildung 37.2. Summe gleichverteilter Zufallsvariablen (2).

Andererseits sieht dies fur 2X folgendermalien aus:

K |o[1]2
PX =K)|1|0]}

Also gilt: X = Y, aber X +Y # 2X.
S st

Aufgaben

Aufgabe 37.1 (Vergleich der Ungleichungen). Eine unfaire Mtinze falle mit
einer Wahrscheinlichkeit von 1/3 auf Kopf und mit einer Wahrscheinlichkeit
von 2/3 auf Zahl. Bestimmen Sie obere Schranken fur die Wahrscheinlichkeit,
dass die Munze von n Wirfen mehr als die Halfte Mal Kopf zeigt; einmal
mit Hilfe der Chebychev-Ungleichung und einmal mit Hilfe der Chernov-
Ungleichung. Berechnen Sie konkrete Schranken fiir n = 5 und n = 20.
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Aufgabe 37.2 (Momente erzeugende Funktion). Eine Zufallsvariable heif3t
Poisson-verteilt zum Parameter A, wenn

1. Zeigen Sie, dass die Momente erzeugende Funktion der Poisson-Verteilung
zum Parameter A die Funktion G(8) = e e’ ist.

2. Zeigen Sie damit, dass gilt: G™®) = Ae®(G(8) + G'(9)).

3. Zeigen Sie, dass Erwartungswert und Varianz den Wert A haben, dass
also gilt: 02 = pu = A.
Problem:
Aufgaben zum Gesetz
der grof3en Zahl
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Der zentrale Grenzwertsatz

Definition 38.1. Seien (X,) eine Folge von Zufallsvariablen und X eine weitere
Zufallsvariable. X, konvergiert in Verteilung gegen X,

X, 2 X,
(Verteilung heiBt auch Distribution, daher der Buchstabe D), wenn
lim Fx, (0) = Fx(t)
fur alle t, in denen Fx stetig ist.

Beispiel 38.2. 1. X, sei eine Zufallsvariable, die sicher den Wert % annimmt,
d.h. P(X, = %) = 1 (Abb. 38.1, oben). X sei eine Zufallsvariable mit

P(X = 0) = 1 (Abb. 38.1, unten). Dann gilt: X, > X.

Achtung: DaFy,(0) = 0 [nJaber Fx(0) = 1, mussen wir diese Sprungstelle
herausnehmen.

> o
7
_— %
1%
e
k4
—_—

Abbildung 38.1. Ein Beispiel zum zentralen Grenzwertsatz.

2. X, sei eine Folge unabhéngiger gleichverteilter Zufallsvariablen mit
E(X) < oo. Dann ist %Sn — E(X) eine neue Folge von Zufallsvariablen.
Das starke Gesetz der grolien Zahl zeigt:



Problem:

¢*  etc. dort
Ubungsaufgabe
stellen!
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qﬁsn - E(X)EE Y,

wobei P(Y =0) = 1.
3. X, sei eine Folge von By, -verteilten Zufallsvariablen, die alle den glei-

chen Erwartungswert np, = A haben. Es gilt also: p, = ’ﬁ‘ Wir berechnen
limp_ o P(X, = K):

1]
o n%@? Al
Xn=k) = K n o
_ooon o e B AR A
T (=KWK kT n TTh
n - oo )\k _)\
=YLl

Der Grenzwert des letzten Faktors ist hierbei klar. Die Grenzwerte des
ersten und des vorletzten Faktors, 1 und e™, sind Resultate, die man als
Ubungsaufgabe mit Mitteln aus dem Abschnitt Giber die Analysis einer
Veranderlichen I6sen kann. Insgesamt folgt also:

als

Xn =Y,

wobei Y eine Zufallsvariable mit P(Y = k) = ﬁ—,k e ist.

Definition 38.3. Eine Zufallsvariable heillt Poisson-verteilt zum Parameter A,

wenn
k

P(Y =k) = %-e"‘.

Siehe auch Abb.[38.2]

~

)
S

Abbildung 38.2. Die Poisson-Verteilung.

Tatsachlich gilt
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1 ‘ml
PY=K=e? —=e¢?.er=1
k=0 k=0

und daher auch P(Y [A4xp) = 1.

Nachdem wir nun einige Beispiele der Konvergenz in Verteilung betrachtet
haben, kommen wir zu folgendem wichtigen Resultat:

Satz 38.4 (Zentraler Grenzwertsatz). Sei X, eine Folge unabhéngiger, identisch
verteilter Zufallsvariablen mit E(X), V(X) < oo. Wir setzen: S, = X; + -+ + Xp.

Dann gilt: v g
n ﬁsn - E(X)Eé N (0, V(X)).

Beweis (Beweisskizze unter zusétzlichen Voraussetzungen). Zuséatzlich nehmen
wir an, dass alle Momente existieren, d.h. E(X) < oo, und dass Mx(6) einen
Konvergenzradius > 0 hat. Wir setzen: Z,, := ﬁ(%sn — E(X)). Dann gilt: Problem:
Referenz fur allge-

v O OO e . :
My, (8) = ¢~ MECO8 . My —exp N+ IN(My (=) = E(¥) - ~= . meineren Bewels?
n n n

Zur Vereinfachung der Notation setzen wir: g, = % und

| |
Wn(0) =n- In(Mx(g,)) —E(X) - &n ,

also Mz, (8) = exp(Wn(0)).
Es reicht demnach, lim;_ « Un(8) zu bestimmen. Wir formen zunachst um: Vorlesung vom:
4. Dezember 2009
INn(Mx(€n)) — E(X)€n Qualitatsstand:
(€n)? ' erste \ersion

Yn(8) = 6%

Mit n — oo gilt nach Definition €, - 0 und daher auch In(Mx(g,)) -
In(Mx(0)) = In(e®) = 0. Wir diirfen also den Satz von L’Hospital anwenden:

M {(en)
Mi(sn) B E(X)

Z'En

1im n(8) = lim () = 67

Da M)‘EKO) = E(X) und, wie schon erwahnt, Mx(0) = 1, kbnnen wir den Satz
nochmals anwenden:

Mx (€n) - ME?Sn) - (M)I%Ksn))z
2 - Mx(&n)?
. 1-E(X?) — (E(X))? 3 02 . V(X)
2 -2

lim gn(6) = lim yn(6) = 6°-

n- oo
e 92

Also:
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[g2 . v(x)H
5 .
Andererseits ist die Dichte der Normalverteilung mit Erwartungswert 0 be-

kanntlich ,
fnEo2)(X) = —‘vé g2,
o 21

so dass wir fur eine Zufallsvariable Y mit dieser Dichte erhalten:
—J ,
My (8) = E(e®Y) = —«}2: . eBteTaz gt
o 21
I:j e_tz—zezuzr dt
= — 20
o 2 =
g:l _ (t=80)%t d Ol 02.62

r!im Mz, (B) = exp

Tatsachlich gilt demnach lim;,_ . Mz, (8) = My(8). Im (von uns nicht bewie-
senen) Satz[37.9/hatten wir aber gesehen, dass zwei Zufallsvariablen bereits
Ubereinstimmen, wenn sie die gleiche Momenterzeugende Funktion besitzen
und diese einen positiven Konvergenzradius hat. Die letzte Bedingung hat-
ten wir aber zuséatzlich oben gefordert, so dass die Behauptung im von uns
gewahlten Spezialfall bewiesen ist. 1

Wir haben fur den Beweis den von uns nicht gezeigten Satz|37.9 verwendet.
In [Kre02, 812] findet man eine Herleitung des zentralen Grenzwertsatzes,
die zwar langer, aber dafur elementarer ist und auf Kersting zurtickgeht.

Der zentrale Grenzwertsatz sagt, kurz gesagt, aus, dass das zentrierte arith-
metische Mittel identisch verteilter Zufallsvariablen ndherungsweise normal-
verteilt ist, unabhangig von der Ausgangsverteilung der Zufallsvariablen.
Dieses Resultat ist von fundamentaler Bedeutung. Bei sehr vielen Problemen
lasst sich die Verteilung der interessierenden Zufallsvariablen nicht oder nur
mit sehr grolem Aufwand bestimmen. Mit Hilfe des Satzes (oder Varianten
davon) kann man in solchen Situationen dann oft wenigstens asymptotische
Aussagen machen, die fur praktische Anwendungen auch haufig ausreichend
sind. Beispielsweises kann man recht leicht aus dem Satz folgern:

Satz 38.5 (Moivre/Laplace). Die Binomialverteilung B(n, p) fir 0 < p < 1 kann
naherungsweise durch die Normalverteilung N (np, np(1 — p)) beschrieben werden.

Zum zentralen Grenzwertsatz nun Zahlen aus einem tatséchlich durchge-
fuhrten Experiment:
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Beispiel 38.6. Lange von Piniennadeln (das Beispiel stammtvon der Webseite
http://web.neuestatistik.de/demo/Demo_DE/MOD_100238/html/comp_100459.html).
Es wurden 3000 Durchschnittswerte der Langen von Piniennadeln ermittelt,
wobei jeder Durchschnittswert auf jeweils 250 Messungen beruht (genaue
Verteilung siehe Webseite). Dieser Datensatz gibt uns die Mdglichkeit, zu
Uberprufen, ob der Stichprobenumfang von schon grof genug ist, um in die-
sem Fall die arithmetischen Mittel als normalverteilt ansehen zu kénnen. Wie
die Graphik(38.3 zeigt, ist die Naherung schon gar nicht so schlecht.

Durchschnittliche Lasnge von Piniennadeln
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Abbildung 38.3. Der zentrale Grenzwertsatz am Beispiel einer Piniennadelmessung.

Aufgaben

Aufgabe 38.1 (Poissionverteilung). Auf der Erde gibt es pro Jahr im Mittel
ein Erdbeben der Starke 8 oder mehr auf der Richterskala. Wir nehmen an,
die Zahl solcher Erdbeben pro Jahr folge der Poisson-Verteilung. Wir gehen
davon aus, dass die Anzahlen solcher Erdbeben in den einzelnen Jahren
unabhé&ngig voneinander sind.

1. Mit welcher Wahrscheinlichkeit gibt es im nachsten Jahr mehr als ein
solches Erdbeben?

2. Wir bezeichen mit Y die Anzahl der Jahre im Zeitraum von 2006 bis
2105 in denen mehr als zwei Erdbeben der Starke 8 oder mehr auf der
Richterskala stattfinden. Welche Verteilung hat Y? Wieviele Jahre mit
mehr als zwei Erdbeben solcher Starke kbnnen wir in diesem Zeitraum
erwarten?

Aufgabe 38.2 (Flugtberbuchung). Aus jahrelanger Erfahrung weil ein Flug-
unternehmen, dass im Mittel 7% der Personen, die ein Flugticket gekauft
haben, nicht bzw. zu spat zum Abflug erscheinen. Um die Zahl der somit
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ungenutzten Platze nicht zu grof3 werden zu lassen, werden daher flr einen
Flug, bei dem 240 Platze zur Verfigung stehen, mehr als 240 Tickets verkauft.

Wieviele Flugscheine dirfen héchstens verkauft werden, dass mit Wahr-
scheinlichkeit mindestens 0.99 alle zum Abflug erschienenen Personen, die
ein Flugticket haben, auch einen Platz im Flugzeug bekommen?

Zur Modellierung betrachten wir unabhéngige By p-verteilte Zufallsvariablen
X1, ..., Xn, wobei X; = 1 genau dann gelte, wenn die Person, die das i-te Ticket
gekauft hat, tatséachlich mitfliegt. n ist hierbei die Anzahl der verkauften
Ticketsund P(Xj=1) =p=1-0.07.

Ap imieren Sie zur Beantwortung obiger Frage die Verteilung von
«Lﬁ iz (Xi = E(X1)) durch die Normalverteilung N (0, V(X1)).

Aufgabe 38.3 (Salatbar). An der Salatbar einer Mensa kostet der Salat 1 EUR/100 g.
Der Salat wird gewogen und der Betrag zwecks leichterer Bezahlbarkeit auf

ein Vielfaches von 50 Cent auf- oder abgerundet. Wie hoch ist das Risiko, dass

der Student nach 192 maligem Salatessen durch die Rundung einen Nachteil

von mehr als 3 EUR hat, wenn er das Salatgewicht nicht vorher abschatzt?
(Treffen Sie sinnvolle Annahmen bzgl. der Verteilungen der eingefiihrten
Zufallsgrofien).

Aufgabe 38.4 (Serverperformance). Ein wichtiges Kriterium ftr die Perfor-
mance eines Webserves ist die schnelle Bearbeitung von Rechneranfragen.
Im folgenden soll die daher die Verteilung von Zeitabstdnden zwischen An-
fragen von Rechnern an den Server untersucht werden. In einem einfachen
Modell soll der Server in einem Zeitraum T genau N unabhangige Anfragen
erhalten.

e Benutzen Sie ein Computeralgebrasystem (z.B. MAPLE) zur Simulation
von N = 100.000 Anfragen in T = 1h = 3.600.000ms. Plotten Sie die
Verteilung der Zeitdifferenzen von zwei zeitlich aufeinanderfolgenden
Anfragen und berechnen Sie den Mittelwert dieser Differenzen (in ms).

e Koénnen Sie die Verteilung der Differenzen erraten?

e Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Anfragen mit weniger als
2 ms Differenzeintreffen? Berechnen Sie den Wert aus der Simulation in
(38.4) und mit Hilfe der Verteilung aus (38.4).
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Statistik

In vielen Anwendungen mdéchte man Aussagen uberprifen, Parameter von
Verteilungen schatzen u.d. Solche Tatigkeiten gehdren in den Bereich der
Statistik.

39.1 Testen von Hypothesen

Eine Maschine produziert Teile mit behaupteten Ausschussanteil p. Wir
mochten dies Uberprifen und nehmen dafur eine Stichprobe von n Teilen.
Wir modellieren dies mit Zufallsvariablen X;, die By p-verteilt sind, d.h. wenn

wir k defekte Teile ziehen, so ist % =p.

Wir kdnnen nun verschiedene Hypothesen aufstellen, beispielsweise:

e Hp: p<po, gegen H;: p > po (einseitiger Test). Wir werden uns dann fur
Hp entscheiden, wenn E —po < c flr ein gewisses c ist und gegen Hy, wenn
k —

& — Po > c fUr ein gewisses c.

e Hg: p=po, gegen Hy: p < po (einseitiger Test). Wir werden uns dann fir
Ho entscheiden, wenn E —po = c flr ein gewisses ¢ ist und gegen Hy, wenn
k _

& — Po < c fUr ein gewisses c.

e Ho: p = po, gegen Hy: p # po (zweiseitiger Test). Wir werden uns dann
fur Hy entscheiden, wenn |§ — po| < c fur ein gewisses ¢ ist und gegen Ho,
wenn |¥ — po| > ¢ fiir ein gewisses c.

Da wir nicht sicher sein kdnnen, was die Wahrheit ist, versuchen wir, den Feh-
ler, den wir bei einer solchen Entscheidung machen, einzugrenzen. Mégliche
Fehlerkategorien werden dabei klassischerweise folgendermaRen eingeteilt:

Problem:
bessere Intro fur Sta-
tistik!
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Entscheidung \ Fakt Ho H,
Ho okay Fehler 2. Art
H; Fehler 1. Art okay

Hierbei wird allerdings ein nicht zu unterschatzender Fehler vergessen, der
manchmal als Fehler 3. Art bezeichnet wird: das Modell ist komplett falsch.
Dieses ist, wie man sieht, ein besonders heimttickischer Fehler.

Das Problem bei unserer Entscheidung ist, dass wir leider nicht den Fehler 1.
Artund den Fehler 2. Artgleichzeitig klein halten konnen. Daher beschrénken
wir den Fehler 1. Art auf einen relativ kleinen Wert und minimieren unter
dieser Nebenbedingung den Fehler 2. Art.

Wenn wir uns also in einem konkreten Beispiel also zunéchst entscheiden
mussen, welche der drei Nullhypothesen Hy wir verwenden, sollten wir dies
so machen, dass der Fehler 1. Art der schlimmere der beiden Fehler ist, da
wir die Wahrscheinlichkeit, dass dieser eintritt, ja auf einen beliebig kleinen
Wert, etwa 5% oder 1%, beschranken kénnen (im Gegensatz zum Fehler 2.
Art). Insbesondere sollten wir die Entscheidung, welche Nullhypothese wir
wahlen, nicht von den Daten, die ermittelt wurden, abh&ngig machen.

Beispiel 39.1. Wie kdnnen wir als Finanzminister feststellen, ob eine geplante
Vereinfachung des Steuerrechts zu Mindereinnahmen des Staates fuhrt oder
nicht?

Wir bilden fur n BUrger zunachst die Differenzen x; = Steuer des Blrgers i
bei neuen Recht — Steuer des Burgers i bei altem Recht. Ist hierbei x; > 0, so
erhalt der Staat bei Blirger i nach neuen Recht mehr Geld als bei altem.

Welche der moglichen Null-Hypothesen Uber den wahren Erwartungswert
p der Einnahmen sollten wir also verwenden? Hy: g < 0, da ndmlich dann
der Fehler 1. Art folgender Fall ist: zwar fhrt die Steuerreform in Wahrheit
zu Mindereinnahmen, wir entscheiden uns aber in unserem Test daftr, dass
sie zu Mehreinnahmen fuhrt (und fuhren die Reform also durch). Dieser Fall
ist fur uns als Finanzminister klarerweise der schlimmere Fall.

Beispiel 39.2. Wir betrachten eine Stichprobe X1'|j(“ von By p-verteilten

Zufallsvariablen. Das Stichprobenmittel ist x = % Xj.

Wir testen die Hypothese Hy: p < po gegen Hy : p > po. Falls X < ¢, so nehmen
wir Hg an, sonst lehnen wir Hg ab. Wie bestimmen wir c?

Die Vorgehensweise ist folgende: Sei 9 = E(X) = E(X) (p ist unbekannt). Wir
suchen nun c, so dass .
PX>c|9<py) =q,

etwa a = 0,05 oder 0, 01. Unter dieser Nebenbedingung minimieren wir

mcin(P(Y <c|9>po)).
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Wegen der Monotonie der Dichten ist die Losung dieser Minimierungsauf-
gabe das ¢ mit P(X > ¢ | 9 = po) = a. Fur gewisse Verteilungen kénnen wir
fur einige a die entsprechenden Werte fiir ¢ aus Tabellen ablesen oder mit
Computeralgebra—Programmen berechnen.

Beispiel 39.3 (Zufall und Intuition). Die Horer bekommen die Aufgabe, eine
Sequenz ay, ..., a100 Von 0—en und 1-en auszudenken, die moglichst zuféllig
sein soll. Aulzerdem soll eine weitere Sequenz by, ..., byge durch Wurf einer
Minze wirklich zufallig erzeugt werden. Wir zeigen der Illustration halber
nur eine Sequenz der Lange 30:

000101110011011010000110110001

Ublicherweise kann man recht leicht entscheiden, welche der Folgen wirk-
lich zuféllig erzeugt wurde, weil die menschliche Intuition fur den Zufall in
solchen Fallen meist versagt. Beispielsweise werden von vielen Leuten zu
wenige Sequenzen aufeinanderfolgender gleicher Ziffern aufgeschrieben.

Um in der Praxis zu entscheiden, welche der Folgen wirklich zuféllig erzeugt
wurde, reicht daher folgende Uberlegung meist aus: Wir bezeichnen mit
einem Run der Lénge | (kurz I-Run) eine maximale Abfolge a;,...,aj; von
gleichen Ziffern in einer Sequenz, d.h. mit der Eigenschaft aj-; # a und
ai+1+1 # aiy. Beispielsweise hat obige Folge nur einen 4-Run, aber drei 3-
Runs.

Eine zuféllige Ziffernreihe mit N Stellen hat dann ungefahr % Runs. Von
diesen Runs sind wiederum etwa die Halfte, also % aller Runds, 2-Runs,
davon wieder die Halfte, also ;11, sind 3-Runs. Allgemein sollten etwa 2%_1
Runs der Lange | existieren. Diese Information reicht meist schon aus, um zu
entscheiden, welche der Folgen wirklich zuféllig war, weil wenige Menschen
in der Lage sind, dies ahnlich gut zu realisieren wie ein wirklich zufalliger

Prozess, wie etwa das Werfen einer MUinze.

39.2 Schatzen von Parametern

Definition 39.4. Sei X eine Zufallsvariable. Wir nehmen eine Stichprobe xy, . . ., Xp.
Das Stichprobenmittel ist

Die Stichprobenvarianz ist
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Warum dividieren wir bei der Varianz durch n—1 und nicht, wie beim Mittel,
durch n? Um diese Frage beantworten zu kénnen, fihren wir den folgenden
Begriff ein:

Definition 39.5. Sei X eine Zufallsvariable, welche von einem Parameter a R
abhéngt. Eine Abbildung h: R" — R hei3t konsistenter Schéatzer fur a, wenn flr
unabhédngige Zufallsvariablen X; mit X; = X der Erwartungswert der Zufallsvaria-

st
blen h(X4, ..., Xp) gerade a ist:

E(h(X4, ..., Xn)) = 0.

Beispiel 39.6. 1. X = % 1 Xk ist ein konsistenter Schatzer fur a = E(X). Es
gilt namlich:

1 ! 1 n
E = Xy == E(Xx) = —=E(X) = E(X).
k=1 L n

2. Wir suchen nun einen konsistenten Schatzer fur die Varianz. Wegen der
Unabhangigkeit der Zufallsvariablen X; gilt E(XiXy) = E(CXi)-E(Xy) fur
i # kund daher:

1O o+ 1
E (X&=X)* =B X2 =2E XX +nEX)
k=1 k=1 k=1
I I |
:E(n-XZ)—%-E Xe X +2~E X

k=1 i=1 n2 i=1
s EET 1 ; 1
=n-E(X%) - = E(XiXi) + = E(XXi)
n k=1 i=1,i#k n k=1 k=i
o 1 4 ]
_ﬁ E(Xk) + ﬁ E(Xk)
k=1 k=1
1 X1
= n-E(X?) - - E(X)E(X) — 2E(X?) + E(X?)
k=1 k#i

= n-E(X?) - %-(n2 - n)-E(X)? - E(X?)
= (n—1) (E(X*) —E(X))
=(n-1) V(X).
Das Ergebnis der beiden Beispiele fassen wir in einem Satz zusammen:

Satz 39.7. Das Stichprobenmittel und die Stichprobenvarianz sind konsistente
Schatzer fur den Erwartungswert bzw. die Varianz von X.
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39.3 Parametrisierte Statistik, Konfidenzintervalle

Sei X eine N (u, 0?)-verteilte Zufallsvariable. Wir nehmen eine unabhéangige
Stichprobe X3, ..., X, fur X. Dann schatzt

1 /1
X == Xj
n
k=1
den Mittelwert p. Wir suchen eine Zahl a > 0, so dass i mit einer Wahrschein-
lichkeit von y = 95% in dem Intervall [a;, a;] = [X —a, X + a] liegt.

Genauer: Liegt p [J4, a2], dann ist die Wahrscheinlichkeit
PX ¢[a,a]) <a=1-y
fur die Wahl von Stichproben xi,...,X,. Das so bestimmte Intervall heif3t

Konfidenzintervall far p.

Bei der Bestimmung eines Konfidenzintervalles gibt es zwei Falle: Entweder
ist die Standardabweichung o bekannt oder nicht.

39.3.1 o bekannt

Wir betrachten zunachst den einfachen Fall, dass o bekannt ist. Dann ist
X = 1(X1 + -+ + Xp) ebenfalls eine normalverteilte Zufallsvariable, und zwar

~hn

mit Erwartungswert E(X) = E(X) = p und der Varianz V(X) = :V(X) = <,
wie man leicht nachrechnen kann.

Wir setzen U = X — 9«% W =X+ 9-% wobei ¢ [R so bestimmt ist, dass

L] .
wé- e zdx=y=1-aq.

21 —C

Es gibt, beispielsweise im Internet, viele Tabellen, aus denen man fir be-
stimmte a die entsprechenden ¢ ablesen kann. Einige Werte sind:

y|0.90 095 0.98 0.99 0.995
¢|1.645 1.960 2.326 2.576 2.807

Vo
Dann ist, da X N (u, 0%)-verteilt ist, die Zufallsvariable Y = T“(X—p) N (0, 1)-

verteiltundes gilt —csY<c - U=X-£<p<X+£=W.

Also:
y=P(-csy<c)=PU=sp=sW)

Also setzen wir X in die Formel fuir U und W ein.

Vorlesung vom:
9. Dezember 2009
Qualitatsstand:
erste \Version
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Beispiel 39.8. y = 0.95, 6 = 0.03 sei bekannt. Wir nehmen an, dass folgende
Stichprobe Xy, ..., Xg vorliegt (n = 8):
121 1.15 1.18 1.23 1.24 1.19 1.18 1.20.

Esist: X = 1.1975, ¢ = 1.960 und U = 1.176, W = 1.218. Mit 95% Wahrschein-
lichkeit liegt p also im Intervall [1.176; 1.218].

Bemerkung 39.9. Mdchte man i genauer wissen, SO muss man n vergrof3ern,
denn der Durchmesser des Intervalles ist 29»‘%.

39.3.2 0 unbekannt

Wir sind jetzt in der Situation, dass X N (u, 0%)-verteilt ist, dass wir ¢® aber
nicht kennen.

Wieder haben wir eine unabhangige Stichprobe Xy, ..., X,. Wir ersetzen das
bekannte g in der Formel des vorigen Abschnitts durch den Schéatzer

. 1
5= —  (G-%2

AIso:U:i—-»Cﬁﬁ,W=X+ -9%

Wieder mussen wir ¢ geeignet bestimmen, aber wie? Wir dirfen jetzt nicht
mehr die Normalverteilungstabelle verwenden, da wir die Varianz ja nicht
kennen. Statt dessen mussen wir die sogenannte t,,_;-Verteilungstabelle (siehe
beispielSWeiSe http:/de wikipedia.orgruikisstudentsche_t-verteitung) DENUtzEN. Es gilt némlich der
folgende Satz:
.\/* J—
Satz/Definition 39.10. Die Zufallsvariable Z = T”(X — W) ist eine t,—1-verteilte
Zufallsvariable (auch t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden genannt), d.h. Z
hat die Dichte:
1 rGg O ox L

oon 1) -1

Bemerkung/Definition 39.11. 1. Im obigen Satz bezeichnet I' die Gamma—
Funktion: ]

M Rs - R, TX) = tle7t dt.
0
Mit partieller Integration kann man einsehen, Eiss gilt: T(x+1) =x-T(x)

fur x > 0. Insbesondere ist, da offenbar (1) = 0 e tdt =1
Fn+1)=n! farn CM,

d.h. die Gamma-Funktion interpoliert die Funktion n 3 (n — 1)! (siehe

Abb.[39.1).
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r(x)

Abbildung 39.1. Die '-Funktion im Bereich [0,8]. Da I'(n) = (n — 1)! fur n N,
wundert es nicht, dass sie ab x = 2 sehr steil ansteigt.

2. Die t—Verteilung ist, wie die Normalverteilung, symmetrisch zur y-
Achse. Es gilt: t.o = N(0,1). AuRRerdem ist die t-Verteilung, genauso
wie die Normalverteilung, tabelliert; in der Praxis verwendet man haufig
schon ab etwa r > 25 die Normalverteilung. Abb.[39.2] zeigt die Dichte
tz—Verteilung gemeinsam mit der Dichte der Standard-Normalverteilung
in einem Graphen.

o(x)

ft(x)

Abbildung 39.2. Die Dichte der t;—\erteilung gemeinsam mit der Dichte ¢(x) der
Standard—-Normalverteilung.

Beispiel 39.12. Wir greifen das Beispiel [39.8] von oben wieder auf. Nun sei ¢
aber nicht bekannt. Wir missen daher die t,-;—\Verteilung fur n = 8 verwen-

den,

0,900
1,415’

0,995
3,499

0,990
2,998

0,975 0,95
2,365/1,895

y=1-a
c:Fy,(c)=vy

und o schatzen:; Da weiterhin X = 1.1975, ergibt sich
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1 O L

§? = =3 (1.21 —1.1975)? + - -- + (1.20 — 1.1975)* = = -0.00595.

Damit ist s = 0,2915 und ¢ = 1,895 (< 1, 960), so dass das Konfidenzintervall
etwas grofier wird, was nicht erstaunt, da wir die Varianz ja nur geschatzt
haben und daher die Unsicherheit Gber unsere Aussage gréfier wird: U =
1,00199, W = 1.39301.

Beweis (des Satzes[39.10] nur die Idee!). Wir setzen Y = %(X — W). Diese neue
Zufallsvariable ist N (0, 1)-verteilt. Damit gilt:
Vo —

Va \/ﬁ (X - 1) Y
n— (X = n.
Z=—X-1=+= -

Lo haoxe L -y

Die Yi,..., Y, sind hierbei N (0, 1)-verteilt mit (wie man zeigen kann) ge-
meinsamer Dichte

1 1 1
o e~ 2dy;...dyy.
( 2m)"

Wir wiéhlen eine Orthonormalbasis des R" mit ay = (+,..., &) und

ai,...,an—1 CR". Damit setzen wir:
O

]
1 _\/__ 1
To=ap- n-vY,...,.Ti=a-
n

n

Dannsind auch Ty, ... Th—1 N (0, 1)-verteilt, da die gemeinsame Dichte rotati-
onsinvariant ist. Mit diesen neuen Zufallsvariablen schreibt sich Z, wie man
leicht nachrechnen kann, als

T
Z= —Eoﬁ
1
=
Wir setzen nun:
=
O] 1 "1 Ol
F(z,t1,...,th-1) = Z- 1 2t ther = (o, by, taea)

i=1
Die Jacobi—-Matrix dieser Abbildung ist

R O
1 =142
t ‘ O
1 0
0 1

n-1 i=1 5

DF = 0
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Die Transformationsformel liefert jetzt:

1 [ =
Dichte = konst.- ... ¢z Tidty - dtyy
=
[ 2 O, Lo [ 1 nfI— 1
=konst.. e T MGt Lif o =1 t2dzdt; ... dty-s.

i=1

Waihlen wir nun Kugelkoordinaten far ty, ..., t,-1, o ergibt sich mit etwas
Rechnung:
<0 2,0
-+ = konst. - e+ =1 g
0

Partielle Integration liefert, da r"™* = r"2 . r;

-3 El 22 1 2\ 2
= konst - M. 1+ e+ a=)r dr
. Z
[ 2 [h
=...=konst- 1+ :
n-—1

Man kann berechnen, dass dies in der Tat die behauptete Konstante ist. [—IProblem:
Referenz  fur aus-

Weill man, dass c¢; - f(X) und ¢, - f(x) beides Dichten sind, so folgt, da das
Integral Uber beide genau 1 ergeben muss, dass die konstanten Vorfaktoren
Ubereinstimmen: ¢; = ¢;. SO muss man beispielsweise im vorigen Beweis
die Konstante nicht genau ausrechnen, wenn man nur nachpruft, dass die
behauptete Formel eine Dichte liefert.

39.4 Tests auf den Erwartungswert

Leider kdnnen wir nur vernunftige Tests durchfihren, wenn wir gewisse
Annahmen Uber die Verteilung der gegebenen Daten machen. Eine relativ
naheliegende Annahme ist oft, dass die Daten unabhangig identisch normal-
verteilt sind (in der englischen Literatur wird unabhéngig identisch verteilt
mit independent and identically distributed Ubersetzt und haufig mit i.i.d.
abgekurzt), entweder mit einer bekannten Varianz oder (meist realistischer)
mit einer unbekannten Varianz.

39.4.1 Zweiseitiger Test

Sei also X eine N (u, o)-verteilte Zufallsvariable. Wir nehmen unabhéngige
Stichproben Xy, ..., X, zum Testen der Hypothese Hg: 1 = Mo, Hi: 1 # Mo

fuhrlichen
t-Verteilung?

Beweis
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(zweiseitiger Test) mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von a fur den Fehler
1. Art und betrachten

UZHO—C"V%,WZH0+C%%,

wobei entweder g; = o eine bekannte Streuung oder o; = s die Stichproben-
streuung (also ein Schatzer fur die Streuung) ist. Wir nehmen Hy an, wenn
U < x < W gilt. Dabei bestimmen wir ¢ als sogenanntes §-Quantil, entweder
von der N (0, 1)- oder von der t,—;—\Verteilung, je nachdem ob ¢ bekannt ist
oder nicht.

Dies bedeutet Folgendes: Wir nehmen Hg an, wenn

é/ﬁ-i_uoic,

01

sonst lehnen wir Hy ab. Dass dies die richtige Wahl von ¢ ist wird klar, wenn
wir uns die (symmetrische!) Dichte der Normalverteilung ansehen (Abb.
[34.1): Die Wahrscheinlichkeit fur den Fehler 1. Art ist nach Definition die
Flache unter den Kurvenbereichen, die einen Abstand von mehr als ¢ von p
haben. Notieren wir die Flache von —oo bis ¢ mit ®(c), so ist dies wegen der

o(x)

o5 1 15

Abbildung 39.3. Der Fehler 1. Art beim zweiseitigen Test.

Symmetrie der Dichte der Normalverteilung gerade 2d(c). Wir wollen diese
Flache nun auf a beschréanken; wir bestimmen c also so, dass 2d(c) = a bzw.
®(c) = § gilt.

39.4.2 Einseitiger Test

Auf ahnliche Weise kénnen wir auch die einseitigen Tests behandeln. Be-
trachten wir zunéachst den ersten Fall: Hp: 1 < Wo gegen Hy: > po. Wir
bilden dazu die Testgroéfie
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V_ i—l.,lo
= n-
01

t

wobei 0; wie weiter oben ist (d.h. entweder o oder s).

Wir nehmen Hg an, wenn t < ¢, wobei ¢ das a-Quantil (siehe Abb.[39.4) der
entsprechenden Verteilung (N (0, 1) oder t,-;) ist. Andernfalls lehnen wir Hg
ab.

s A 05 0 o's 1 15
C

Abbildung 39.4. Der Fehler 1. Art beim einseitigen Test.

Im umgekehrten Fall, Hy: p = po gegen Hi: b < W, ergibt sich Folgen-
des: Wir lehnen die Nullhypothese ab, wenn t = d flr ein gewisses d. Im
Normalverteilungs—Fall ist es gerade das d, fur das gilt: ®(d) = a. Wegen der
Symmetrie der Dichte ist dieses aber gerade d = —c, da

o(d)=a CILIF o) =1-a= ).

Das (1 — a)-Quantil der Standard-Normalverteilung ist also gerade das Ne-
gative des a—Quantils der Standard-Normalverteilung.

Da die t,—;—Verteilung die gleiche Symmetrieeigenschaft wie die Standard-
Normalverteilung hat, lasst sich die obige Argumentation genauso anwen-
den, wenn die Varianz nicht als bekannt angenommen wird.

Wollen wir eine Hypothese der Form Hyg: 1 = Lo gegen Hy: 1 > o testen (wir
interessieren uns also gar nicht fur die Moglichkeit p < po), so kdnnen wir
identisch zu den obigen einseitigen Tests vorgehen. Ein Test wird namlich
festgelegt durch seinen Ablehnungsbereich; und dieser ist, wie man sieht, in
diesem neuen Test identisch mit dem oben besprochenen.

Beispiel 39.13. ...

Vorlesung vom:

11. Dezember 2009
Qualitatsstand:

erste Version

Problem:

to do: Bsp t-Test/N-
Test auf Erw.-Wert:
einseitig/zweiseitig!
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39.5 x°~Test auf die Varianz

Wieder nehmen wir an, X sei eine N (U, 0?)-verteilte Zufallsvariable. Dann
sei Xi,...,Xn €ine unabhangige Stichprobe. Wir betrachten die Hypothesen
Ho: 0 =009 gegen H;: 0 > ag.

Wir nehmen Hqg zum Niveau y = 1 — a an, wenn die TestgroRe

1

2 1 1

A A
0, Op i=1

die Ungleichung Z < c erfullt, wobei ¢ das o—Fraktil der sogenannten xﬁ_l
Verteilung (auch: x?>-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden genannt) ist; ein
o-Fraktil ist das (1 — a)-Quantil.

Die Dichte von x? auf Ry ist (siehe auch Abb.[39.5):
1 1 —X
fxg(X):F(g)'Xz e 2,

Auch diese Verteilung ist fur verschiedene Werte von r und a tabelliert; siehe

z.B. http://de.wikibooks.org/wiki/Mathematik:_Statistik:_Tabelle_der_Chi-Quadrat-Verteilung}
mﬁ@é{
i I c

Abbildung 39.5. Das o-Fraktil der x?>-Verteilung

Bemerkung 39.14. Unter der Annahme ist Xc—f eine N (0, 1)-verteilte Zu-
fallsvariable. Wegen der Abhangigkeit 2, (x; —X) = 0 ist die Summe

I %)2

2
0-O

i=1
also eine Summe von n — 1 Quadraten von unabhangigen N (0, 1)-verteilten
Zufallsvariablen.

Lemma 39.15. Seien Uq,..., U, unabhdngige N (0, 1)-verteilte Zufallsvariablen.
Dann ist

eine x2-verteilte Zufallsvariable.


http://de.wikibooks.org/wiki/Mathematik:_Statistik:_Tabelle_der_Chi-Quadrat-Verteilung
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Beweis (nur die Idee!). Der Beweis verlauft ahnlich wie bei der t—Verteilung.
Wir beginnen mit der gemeinsamen Dichte von (Uq, ..., Up):

|
AT
21

Fur M [CR" ist die Wahrscheinlichkeit
] ] CIT 1 1

1
P(Up,...,Uy)) M = —— e @+ g, ... dt,
(2m)2

2
il

g
e 2.0 2

~hTo

M

Der weitere Beweis verlauft ahnlich wie bei der t-Verteilung; insbesondere
gehen hier wiederum Kugelkoordinaten und damit die Transformationsfor-
mel essentiell ein.

Beispiel 39.16. ...

39.6 x>-Verteilungstest

Jetzt mochten wir Uberprifen, ob eine Zufallsvariable tatséchlich eine ver-
mutete Verteilung hat. Wir beschranken uns also hier nicht mehr nur auf die
Normalverteilung.

Sei dazu X zunéachst eine Zufallsvariable mit nur endlich vielen Werten [

{1,....k

Ho: P(X =) = p;.

Wir wollen Hg testen mit einem Fehler 1. Art < a. Wir nehmen dafir eine
Stichprobe X, ..., X, (unabhangige Zufallsvariablen) flr X und setzen

Zi:%jjli{l...,nﬂszi%

Dann gilt: E(Z;) = n-pi, V(Z;) = n- pi(1 — p;), da Z; eine By, p,—verteilte Zufalls-

variable ist. Wir bilden
_ Bty
i, il =pi)’

Fur groRe n ist unter der Hypothese Ho die Zufallsvariable &% an-

nahernd N (0, 1)-verteilt, nach dem zentralen Grenzwertsatz. Genauer: Die
Approximation ist recht gut, falls np; =5 O]

Lemma 39.17. Y ist anndhernd xﬁ_l—verteilt.

[—IProblem:

Referenz auf Beweis
X*?

Problem:

to do: Bsp x?-Test auf
Varianz!

Problem:
ACHTUNG! Hier ist
vielleicht ein Fehler
in der Formel fir Y.
Das wird baldmdg-
lichst geklart: im Nen-
ner nur np;? Siehe z.B.
S. 183 in Krengel oder
Wikipedia.

Problem:

Achtung! Hier st
ein Fehler im hand-
schriftlichen Skript!
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Beweis. Obiges Lemmal/39.15]zusammen mit Bemerkung[39.14] 1

Wir lehnen Hg also ab, wenn fur die TestgroRe Y gilt: Y > ¢, wobei ¢ das
o-Fraktil der x2_,-Verteilung ist.

Beispiel 39.18. Test auf einen fairen Wrfel. X sei eine Zufallsvariable mit
Werten in{1,2,...,6}. Ho: P(X =i) =%, i=1,...,6.

Wir machen einen Versuch mit 1020 Wurfen:

Augenzahl| 1 |2 |3 | 4|56
Anzahl| 195|151 | 148|189 189 154

Unter Ho ist E(Zj) = np; = 2 = 170. Damit ergibt sich:

g (195170 + .- + (154~ 170)° _

13.2.
1.5
1020 1.3

Nach dem obigen Lemma mussen wir dies mit dem o—Fraktil von xg verglei-
chen:

y|0,995(0,990(0,975| 0,95 |0, 900
Q: Fye(d) = y| 16.75 | 15.09 [ 12.8311.07| 9.24 -

FUr a = 5% ist ¢ = 11.07 < 13.2 (wir nehmen Hy also an); fur a = 1% ist
¢ = 15.09 > 13.2 (wir lehnen Hy also ab).

39.7 x?>-Test auf Unabhangigkeit

X, Y seinen Zufallsvariablen mit Werten in {0, 1} (d.h. man teilt die Werte der
Zufallsvariablen in zwei Kategorien ein). Wir testen diese auf Unabhangig-
keit. Gegeben sei dazu eine unabhangige Stichprobe (xi, yx), k =1,...,n. Wir
setzen Z;j = {k | X« =i,y = j}|, i = 0,1, und die Testgrole

W= N (ZooZ11 = Zo1Z10)?
" (Zoo + Zo1)(Zoo + Z10)(Z11 + Zo1)(Za1 + Z10)

Man kann zeigen, dass dann W fir grof3e n etwa xi—verteilt ist; einige Werte
dazu:

0,995
7,879

0,990
6,635

0,900
2,706°

0,975/ 0,95
5,024 3,841

y
q: Fe(@) =y

Dies kénnen wir benutzen, um zu testen.
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Hier waren im Bei-
spiel Fehler!
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Beispiel 39.19. Wir teilen die Menschheit unter zwei unterschiedlichen Aspek-
ten jeweils in zwei Kategorien ein: Geschlecht (méannlich/weiblich), Rauch-
gewohnheit (Raucher/Nichtraucher).

Gegeben seien die folgenden Daten:

. 1
Raucher | Nichtraucher
mannlich 113 137 250
weiblich| 77 73 150
| I - |
190 210 400
Es ergibt sich:

) 72 _ 77 2

_ 400 - (11373 =77 - 137) ~ 1.4142.

190 - 210250 - 150

IstW < ¢, so kdnnen wir die Hypothese Hy der Unabhangigkeit der Merkmale
Rauchverhalten und Geschlecht nicht ablehnen. FUr die Signifikanzniveau
o = 5%, also y = 95%, ist dies der Fall, weil 1.4142 < 3.841.

Fur eine andere Stichprobe hat sich folgendes ergeben:

. —1

Raucher | Nichtraucher
mannlich 98 152 250
Weiblicp__I 77 73 150

| I - |
175 225 400
In diesem Fall ist
) 72 _ 77 2

_ 400 (9873 —77-152) ~ 5.608,

175225250 - 150

so dass wir die Nullhypothese der Unabhéangigkeit ablehnen mussten, da
5.608 > 3.841.

Man kann den Test auf Unabhéngigkeit auch ftr beliebig viele Kategorien
durchfihren, etwa, wenn X in n und Y in r Kategorien eingeteilt werden.
Dann wird die Formel fur W komplizierter und W ist xfm_l)(r_l)—verteilt. Dies
fuhren wir hier im Detail aber nicht vor. Ein ausfuhrlicheres Beispiel ist auf
http://de.wikipedia.org/wiki/Chi-Quadrat-Test zu finden.

Aufgaben

Aufgabe 39.1 (Bolzenmaschine testen). Ein Drehautomat fertigt Bolzen. Es
ist bekannt, dass der Durchmesser der von dem Automaten gefertigten Bol-
zen (in mm) normalverteilt ist mit Varianz 0 = 0,26. Eine Stichprobe von


http://de.wikipedia.org/wiki/Chi-Quadrat-Test
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500 Bolzen ergab einen mittleren Durchmesser von X = 54,03 mm. Testen Sie
mit diesen Daten die Nullhypothese Hy : 1 = 55 auf dem Signifikanzniveau
a = 1%.

Aufgabe 39.2 (Tablettengewicht testen). Wir wiegen 8 Tabletten und erhal-
ten die folgenden Massen in Gramm:

1.19,1.23,1.18,1.21,1.27,1.17,1.15,1.14.

1. Testen Sie die Hypothese, dass das Durchschnittsgewicht der Tabletten
1.2 g betrégt, zur Irrtums- wahrscheinlichkeit 5%.

2. Es wird vermutet, dass die Tabletten im Mittel weniger als 1.2 g wiegen.
Testen Sie auch diese Hypothese zur Irrtumswahrscheinlichkeit 5%.

Aufgabe 39.3 (Test auf Verteilung bei Kreuzungen). Wir kreuzen weif3- und
rot-blithende Erbsen, so dass sich rosa-blihende Pflanzen ergeben. Kreuzen
wir weiter nun rosa-blihende miteinander, so sollten sich nach den Mendel-
schen Regeln der Genetik rot-, rosa- und weil3blihende Erbsen im Verhaltnis
1:2: 1 ergeben. Unsere 200 Tests ergaben die Haufigkeiten: 52, 107, 41.
Liegen die Abweichungen bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% im
Zufallsbereich?
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Robuste Statistik

Wir betrachten eine Zufallsvariable X; der Form X = X + €, wobei z.B. X
N (i, o)-verteilt ist und € irgendwie verteilt ist. Dieses € ist typischerweise
ein seltener groRRer Fehler, der bei der Datenerhebung entstehen kann. Wie
schatzt man p in diesem Fall?

Wir nehmen eine Stichprobe xi, ..., X,. Der Mittelwert X = % i—1 Xi, der emp-
findlich auf einzelne groRRe Fehler reagiert, ist nicht robust.

Die robuste Version des Mittelwertes ist der Median:

Definition 40.1. Sind x4, ..., X, [R, so ist der Median folgendermal3en definiert:

i1, n ungerade,
Median(xy,...,Xn) = vag,

52—, n gerade,

wobei a; < -+ < a,, die der Grole nach sortierten Werte X, ..., X, sind.

Wir kénnen hier leider nicht beweisen, dass dies in gewissen Situationen ein
sinnvollerer Mittelwert ist als der altbekannte Mittelwert; es hangt selbstver-
standlich auch von der gegebenen Situation ab. Daher verdeutlichen wir dies
im Folgenden nur an einigen Beispielen.

Beispiel 40.2. Wir geben jeweils ein Beispiel mit gerade und mit ungerade
vielen Werten:

e Ein Beispiel mit einem AusreiBer bei funf Werten:

Median(9, 14, 10, 12, 20) = Median(9, 10, 12, 14, 20)
=12
= Median(9, 14, 10, 12, 40),



Problem:
Ausfuhrliche Er-
klarung der Ab-
bildung: Median,
oberes/unteres Quar-
til, Box-Plot.

Problem:
Aufgaben robuste
Statistik fehlen!
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aber
9+14+10+12+20 9+14+10+12+40

5 * 5

e Ein Beispiel mit einem AusreiRer bei sechs Werten:

Median(9, 9, 14, 10, 12, 20) = Median(9, 9, 10, 12, 14, 20) = -0+ 12
=11
10 + 12 ,
= O; = Median(9, 9, 14, 10, 12, 40),

aber
9+9+14+10+12+20¢9+9+14+10+12+40

6 6

Beispiel 40.3. Bei der Studiendauer bertcksichtigt der Mittelwert Langzeit-
studenten. Der Median ignoriert diese AusreiRer, was die Studiensituation
besser beschreibt (falls es wirklich nur einige wenige Ausreil3er sind ;-) ). Ge-
nauer gesagt: es ist beim Median egal, wie lang die Studiendauer der Lang-
zeitstudenten ist, d.h. ob sie beispielsweise 15, 20 oder 50 Semester betréagt.

Siehe auch Abb.
Kgo({w«
#min Uanlert)  obtstn max

Cuack] Quarkl

Abbildung 40.1. Der Median ignoriert Ausreif3er.

Aufgaben

Aufgabe 40.1 (...)....
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Stochastische Prozesse

... Wir werden uns fast nur mit Prozessen beschéftigen, bei denen ein Zu-
stand nur vom vorigen Zustand abhéangt, sogenannten Markovketten. . ..

Definition 41.1. Ein stochastischer Prozess (X;) ist eine Familie von reellen Zu-
fallsvariablen, die von einem Parameter t [R oder t [Nl abhangt. Wir denken dabei
bei t an die Zeit, die kontinuierliche oder diskrete Zeittakte hat. Die Menge der Werte,
die die X annehmen, heif3t die Menge der Zusté&nde des Prozesses.

Beispiel 41.2. Y, sei By, —Verteilt, z.B.: Yy = Y, wobei Y B; %—verteilt ist. Wir
S ,
setzen X, = ,_; Yk. Dann ist (X,)nmn €in stochastischer Prozess.

41.1 Markovketten und Stochastische Matrizen

Definition 41.3. Eine Markovkette (oder Markovscher Prozess) ist ein diskreter
stochastischer Prozess (Xy), der fur alle by, ..., by—; und c erfilit:

P(Xn =C | Xn—]_ = bn—l, ceay Xl = b]_) = P(Xn =C | Xn—l = bn—]_).

Bei einer Markovkette hdngt die Wahrscheinlichkeit also immer hdchstens
vom vorigen Schritt ab. Die wichtigste Klasse sind solche Markovketten (Xp),
bei denen alle X, nur endlich viele Werte {1, ...,k} (genannt Zustdnde) an-
nehmen, so dass also P(X, [{1,...,k}) =1 [Ayilt.

Beispiel/Definition 41.4. Ein Prozessor bearbeitet pro Zeittakt eine Aufgabe.
In jedem Zeitschritt kommen Aufgaben hinzu. In den Cache passen < 2
Aufgaben, bei 2 vorliegenden Auftragen wird also ein weiterer ignoriert.

Vorlesung vom:

16. Dezember 2009
Qualitatsstand:

erste \ersion
Problem:

Intro stoch. Prozesse
fehlt!
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A, sei die Anzahl der zusatzlichen Anfragen im Zeitschritt n. Wir nehmen
an, dass A, = A, wobei A eine geometrisch verteilte Zufallsvariable ist, d.h.
S

PA=0)=1-p, PA=1)=p-(1—-p)

und allgemein:
P(A=K =p"-(L-p).

Es gilt dann
1

PA=1)=(-p)- p=1-(1-p)=p
i=1
so dass tatsachlich P(A [CAxp) = 1 —p +p = 1 erfullt ist. Es ist leicht, andere
Werte auszurechnen, z.B.: P(A = 2) = p?.

Wir mochten den Erwartungswert von A bestimmen. Wir haben bereits ge-
sehen, dass gilt: E(A) = (xF,E(x))le. Um dies zu berechnen bendtigen wir:

Kk k_ 17D
Fa)= @=p)p X' =7
k=0 P

wegen der geometrischen Reihe. Damit folgt:

U-a-p--pE a-pp_ »
= x e = T -

Im Mittel fallen also in einem Zeitschritt zuséatzlich = 1%, Anfragen an. Nur

furp < % ist die erwartete Anzahl neuer Anfragen pro Zeittakt also kleiner
als 1, so dass der Prozessor Chancen hat, die Anfragen zu bearbeiten.

Beispiel 41.5. Manchmal ist ein graphisches Modell hilfreich. Beispielsweise
eines wie in Abb.[41.1]

Abbildung 41.1. Graphisches Modell einer Markovkette.
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Definition 41.6. Seien X, [{1,2,...,k} Zustédnde einer Markovkette. Wir schrei-
ben fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten pji = P(X, = j | Xn-1 = i). Die Matrix

M, = (p?J) EBka

heiBt dann die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten im n—ten Schritt.
Hangt M, nicht von n ab, so heilt (X,,) zeitschrittunabhéangige Markovkette.

Beispiel 41.7. Zum Beispiel[41.5 von eben ist die Ubergangsmatrix

Oy 1-p o E
M= 1—p)p(1—p)1—p%
PP

Ist nun m° = (2, 3, md)* eine Verteillung fiir Xo. Dann hat X; die Verteilung
Mm°, X, die Verteilung M?1° usw.

Ist nun allgemeiner (X,) ein zeitschrittunabhangiger Markovscher Prozess
mit k Zustéanden, so notieren wir mit M die Matrix der Ubergangswahr-
scheinlichkeiten und mit ° = (rtd, ..., )" die Anfangsverteilung auf den k
Zusténden.

Frage 41.8. 1. Konvergiert die Folge von Vektoren M"1t° gegen eine Grenzvertei-
lung
lim M"° = 1 CR?

n— oo

2. Gilt
M" = (T, ..., ™) R

fuir einen gewissen Vektor m® R ?

Klar ist, dass aus einem Bejahen der zweiten Frage auch ein Bejahen der
ersten Frage folgt und dass dann auRerdem der Grenzwert 1® = lim M"m°
nicht von der Ausgangsverteilung 1 abhéngt.

Beispiel 41.9. Abb. [41.2 zeigt einen Graphen, der einen endlichen Mar-
kovschen Prozess beschreibt, mit Zustédnden, die unterschiedliche Eigen-
schaften besitzen und die wir nachfolgend definieren werden.

Definition 41.10. Sei (X,) eine Markovkette.
1. Ein Zustand i heif3t rekurrent, wenn
P(Xn, =1 flr oo viele n) =1,

andernfalls transient. Eine markovsche Kette heifl3t rekurrent bzw. transient,
wenn jeder Zustand diese Eigenschaft hat.

Problem:
Skizze fehlt:
fig:EndIMarkProz!
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Illustration zu den m-
ten Einheitswurzeln
hinzu!
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fig:.EndIMarkProz

Abbildung 41.2. SKIZZE FEHLT!

2. Eine Teilmenge | der Zusténde heil3t absorbierend, wenn flr jedes n gilt:

P(Xn+1 [ X ) = 1.

3. Ein Zustand i heiflt periodisch mit Periode (oder Periode der Lange) | > 0,
wenn fr jedes n gilt:
PXpa =1 Xn=1i)=1

Definition 41.11. Eine Matrix M = (p;;) CR** mit p;; C[D, 1] und i§:1 pij =1
fur jedes j heilt stochastische Matrix.

Die Summe der Eintrége einer Spalte einer solchen Matrix ist also 1. Sie
beschreibt einen endlichen zeitschrittunabhangigen Markovschen Prozess.

Satz 41.12. Sei M = (p;;) eine stochastische Matrix. Dann gilt:

1. A = Llistein Eigenwert von M.
2. |A| = 1 fur alle Eigenwerte von M.
3. Ist d = min;(p;;) > 0, dann sind alle Eigenwerte von M in dem Kreis

2ok
z[Q Oz—-d=1-d

enthalten (Abb./41.3). Insbesondere istin diesem Fall A = 1 der einzige Eigenwert
Amit Al =1

4. Ist A ein Eigenwert mit |A| = 1, dann haben alle Jordankéstchen von M zu A die
GroRe 1 und daher ist dim Eig(M, A) = mult)(det(M — tE;)), wobei E; (RS
eine Einheitsmatrix und s = dimEig(M,A) = mult(Xm, A) die algebraische
Vielfachheit des Eigenwertes A ist (Xm = det(M — tE) ist das charakteristische
Polynom von M).

5. Ist A [Q ein Eigenwert mit [A| = 1, so existiert ein m, so dass A™ = 1, d.h. A ist
eine sogenannte m-te Einheitswurzel.

Um diesen Satz beweisen zu kénnen, missen wir zunédchst noch einige Ei-
genwertabschatzungen herleiten.
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@

Abbildung 41.3. Die Eigenwerte einer stochastischen Matrix.

W

41.2 Einschub: Matrixnormen und Eigenwertabschatzungen

Wir mochten Eigenwerte mit moglichst geringem Aufwand abschatzen. Dazu
bendétigen wir zunéchst einiges Wissen tber Matrixnormen.

41.2.1 Matrixnormen

Wir haben bereits in der mehrdimensionalen Analysis Matrixnormen ver-
wendet, etwa in Beispiel[30.24. Hier geben wir nun einen detaillierteren Ein-
blick, da wir dies fur die folgenden Eigenwertabschatzungen bendtigen.

Definition 41.13. Unter einer Matrixnorm verstehen wir eine Abbildung
[TIR™ _ R
mit folgenden Eigenschaften:
1. [AC3 0 [AICR™M und es gilt [AF 0 [T BE O,
2. [NAZF |A\|[ACIAICR, [AICR™N,

3. [A +B[x [A4 [BLTA]B [R™",
4. [A-Bx [ACIECIA]B CR™" [A]B [(R™".

Einige haufig verwendete Matrixnormen sind folgende:
Beispiel/Definition 41.14. Sei A = (a;) CR™".

1. Die Gesamtnorm: [Algl= n - max; j{|aj|}.

2. Die Zeilensummennorm: [Alzl= maxi{ i, |aj[}.

3. Die Spaltensummennorm: [Algl= max;{ ., |aij[}-

N -
4. Die Frobeniusnorm: [Alel= 7 af °

]
5. Die Spektralnorm: [ALl= maxEW(A'A) *, wobei EW(A!A) die Menge

der Eigenwerte von At A bezeichnet.
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Matrixnormen betrachtet man meist im Zusammenhang mit Vektornormen
auf R". Beide Normen missen aber zueinander passen;

Definition 41.15. Sei LIJ: R" — Reine Norm. Die Matrixnorm [Iy: R™" - R
heiRt mit der Vektornorm CIhdvertraglich, wenn

[Ax[J< Al - XL XTR", [AICR™".

Beispiel/Definition 41.16. Zu den p-Normen, p []1, o], auf R", d.h.

XIpl= é%xilp ’, p 1, oof,

ax |xil, p = oo,

sind folgende Matrixnormen vertréglich:

L]
1. [Alglund [Alslsind zur Betragssummennorm XI(=  [xj]) vertraglich.
2. %@Eund [ALkind zur euklidischen Norm [XIzvertraglich ([XIz1=
IXil*).

3. [Alg] [AlZlsind zur Maximumnorm |X|. = max; |xj| vertraglich.

Beweis. Wir zeigen nur: [Alglund [XIJ sind vertréaglich:

[AxLd = max% ainj%
i

j=1
A-Ungl. o1 1
s max [l [xjl
i i=1
1
< max [ajj| - max |x;|
j:l L) I
n - max|a;j| - max|x
ij i

= [Algl XLJ.

Die anderen Falle sind ahnlich zu beweisen. —1
Vorlesung vom:

18. Dezember 2009
Qualitatsstand:
erste Version

Satz 41.17. Sei [1l\4 eine Matrixnorm, die zu einer Vektornorm vertréaglich ist. Dann
gilt fUr die Eigenwerte A einer Matrix A [R™":

I\ < (A,

Beweis. [XI/Jseidie Vektornorm, x # 0 sei ein Eigenvektor zu A mit Eigenwert
A also: Ax = Ax [ TAKL < [ALY - XIyl Da [A- xhy = |A| - X ist, folgt:
Al < AL 1
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Definition 41.18. Sei [IhJeine Vektornorm auf R". Dann heilt die Matrixnorm

[ACF max [Axhd
X R, XL=1

die zu [IhJgehoérige Matrixnorm.

Bemerkung 41.19. Man kann zeigen, dass dies die kleinste Matrixnorm ist,
die zu CIRJvertraglich ist.

Beispiel 41.20. Wir geben einige Vektornormen und deren zugehdrige Ma-
trixnorm an, ohne dies nachzuprifen:

Vektornorm zugehdrige Matrixnorm
Betragssummennorm xI] Spaltensummennorm [AlA]
euklidische Norm [XI-1 Spektralnorm [Al:]
Supremumsnorm [XIJ Zeilensummennorm [Alz]

41.2.2 Eigenwertabschatzung

Far jede mit einer Vektornorm vertragliche Matrixnorm CIEIR™" - R und
jeden Eigenwert A von A [CR™" gilt: |]\| < [ALWir werden sehen, dass es
noch bessere Abschatzungen fur A gibt.

Beispiel 41.21. Wir betrachten die Matrix

1 0.1 OlEI
A:% 2 04%

=02 0
Es gilt:
[Algl= 3max |ajj| = 9
[Alz]= max laij] = max{1.2, 2.4, 3.2} = 3.2,
1
j=1
I I |

[Als]= max laij] = max{1.2, 2.1, 3.5} = 3.5.
)

Je nach Norm geben sich also sehr unterschiedliche Abschatzungen fur A.
Geometrisch liefert jede Matrixnorm die Information, dass A in einem Kreis

um den Ursprung mit Radius [Alliegt. Eine &hnliche, meist bessere, Ab-
schétzung ist folgende:

Problem:
exakte EW berechnen!
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Satz 41.22 (Gerschgorin). Sei A = (a;;) CR™".
1. Die Vereinigung der Kreisscheiben (sogenannte Gerschgorin—-Kreise)
O E | I |
Ki= p[Q Bu-ai< |aij]
j=1,j#i
enthalt sémtliche Eigenwerte von A.

2. Jede Zusammenhangskomponente der Vereinigung von genau k dieser Kreise
enthalt genau k Eigenwerte, gezdhlt mit Vielfachheit.

Beweis. Siehe beispielsweise oder [SB80, Theorem 6.9.4]. Als Ubungsauf-

Problem: gabe zeigen wir eine Variante des Satzes. —1
Diese Aufgabe tat-
sachlich stellen! Beispiel 41.23 (zu Bsp.[41.21). Die Gerschgorin-Kreise sind:

Ki={n LA ||p-1<02}
Ko ={n Q| pn-2/<04},
Kes={n LA||p-3/<02}

In jedem der Kreise befindet sich genau ein Eigenwert (s. Abb.|41.4).

A Ji&" /(re(‘: Le{hﬂll} :futv (9% [A/

Abbildung 41.4. Drei Gerschgorin-Kreise.

Korollar/Definition 41.24 (Invertierbarkeit von strikt diagonaldominanten
Matrizen). Ist A [CR™" eine Matrix mit der Eigenschaft

1
laii] > laix| fari=1,2,...,n,
k=1,k#i

dann ist A invertierbar. Solche Matrizen heilen strikt diagonaldominant.

Beweis. Die 0 ist nach Voraussetzung in keinem der Gerschgorin-Kreise ent-
halten. 1
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41.3 Markovketten und Stochastische Matrizen (Teil 2)

Wir sind mit den Vorbereitungen des letzten Abschnittes nun in der Lage,
Satz[41.12 Uber die stochastischen Matrizen zu beweisen.

Beweis (zu Satz[41.12).

1. A = 1 ist Eigenwert, da (1,...,1)' [CRX ein Eigenvektor zum Eigenwert
A = 1 ist, weil ndmlich nach Definition einer stochastischen Matrix die
Spaltensummen von M jeweils 1 sind.

2. Es gilt IM[s]= 1 nach Definition. Daraus folgt die Behauptung.

3. Gerschgorins Satz liefert, da j=1j=i Pij = 1 Pii, dass die Eigenwerte A in
der Vereinigung der Kreise

D% (|
BB = piil = 1 - pii

liegen. Der grofite dieser Kreise ist offenbar jener mit d = min;(p;;) (Abb.

41.5),
(&

Abbildung 41.5. Der Eigenwert A = 1.

Inshesondere ist A = 1 der einzige Eigenwert mit |A| = 1, da wir oben
schon gezeigt haben, dass |A| < 1 fur jeden Eigenwert gilt.

4. Sei M [R¥. Dann existiert nach Satz|24.22 tiber die Jordansche Normal-
form eine invertierbare Matrix T CGL(n, C), so dass

O
O
M) 0 oo
TMT == %wobei I = o . rr,
0 I (As) A

Esgilt: N = (T-M-THN = T.MN . T7L, Sei nun B ein Jordankéstchen
von J zum Eigenwert A. Dann gilt:

. oH A1 0
S N2\ 1
B= A B2}
N " 2A

)\2
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Allgemeiner ist: Problem:
Achtung! 0-er richtig
0 platzieren!
BN =
N}\N—l
)\N

Falls nun |A| = 1, so gilt [NAN7Y +]AN| = N + 1 und daher N + 1 < BN [gI<
[N [c] Es folgt:
N+1< NI
= [MMNT ! [g)= Mg} ML T )
mMN T gl= Mgl 1N - T )= M) T ed
=1.

Dies ist aber ein Widerspruch, wenn nicht B = (A) eine 1 x 1-Matrix und
damit BN = (AN) ist. Alle Jordanblécke haben also GroRe 1 und es gilt

dim Eig(M, A) = multx(det(M — tE))

fur alle A mit |A| = 1.

nicht oder nur knapp 5 Fijr diesen Beweis benstigen wir einige Notationen. Essei K = {1,2, ..., 6}.

vorgefuhrt Fir j CK sei My(j) = {i | pij > 0} die Menge der von j in einem Schritt
Problem: erreichbaren Zustande.
to do: Bilder! .

Far Ko CKisei 1

Mi(Ko) = Ma(j)
Ky
die von der Knotenmenge Ky in einem Schritt erreichbare Knotenmenge.
Rekursiv definieren wir nun
M (Ko) = M1(Mt-1(Ko))

Problem: als die Menge, der in genau t Schritten von Kj erreichbaren Knoten.
ilrllgf; erreichbare Seijetzt Aein Eigenwert mit|A| = Lundseix! = (xq, ..., Xx) ein zugehoriger

Eigenvektor von M. Seien ferner y = max{|x;|} und Ko = {j | |xj| = y} [
{1,...,k}. Dann gilt fur j [K:

%I 1 [ 1 1
y=1Ixl=Ixj- ANl =8 X pj Xl pij<y- pij=VY,

i=1 i=1 i=1

so dass Uberall Gleichheit gelten muss. Insbesondere ist
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%l 1 [ § 1
Xi * Pij IXil - pij

i=1 i=1

und daher sind far i,h CMy({j}) (d.h. p;j # 0 # pjy) die Zahlen Xx;, X,
komplexe Zahlen, die in die gleiche Richtung zeigen. Also: xj = x, [i,h [—1Problem:
M1(j). Genauer: ausfuhrlicher!

1 1
Xjp*A= Xi-Pij=Xc  Pij = Xn
i-1 i-1

Es sei jetzt flr j K, fest gewahlt. Es gilt: R = {k | x, = xj} # [CDann
ist Mi(R) # [ind x, = Ax; [KCW(R). Far i CW(R) # LCgilt x; =
Ax;'. Da alle M((R) # [und in K enthalten sind, kann die Vereinigung
M1(R) =1 [CMK(R) nicht disjunkt sein. Also existieren Indizes s, t, s # t,
so dass
[# Ms(R) n M¢(R).
Furi CMg(R) n Me(R) gilt: X = At-xj = A° - x; CAT =1 nicht oder nur knapp

—vorg efuhrt

Im Allgemeinen k0|t\€Ne_tp|ert die Folge (MN)ymy nicht. In jedem Fall stellt
sich heraus, dass = . M¥ konvergiert. Dies ist Gegenstand des folgenden

Satzes.
Satz 41.25 (Ergodensatz). Sei M eine stochastische Matrix. Vorlesung vom:
6. Januar 2010
1. Dann existiert der Grenzwert Qualitatsstand:

n erste Version

L L—
Q=Ilim= Mk R
n-o N K0

und es gilt: Q2 = Q = QM = MQ.
2. Der Rang s = rang Q ist die Dimension dim Eig(M, 1). Q beschreibt die Pro-
jektion auf diesen Eigenraum.

3. Ist A = 1 der einzige Eigenwert von M mit |[A| = 1, dann gilt: Q = limp_ . M".
4. Ist A = 1 der einzige Eigenwert von M mit |)\| =1und gilt dimEig(M,1) =1,

so ist
n- oo

mitz = (21, ..., Zy)teine Wahrscheinlichkeitsverteilung mit der Zustandsmenge
{1,2,. ﬂt dabei der eindeutig bestimmte Eigenvektor zum Eigenwert

A= 1m|t i1z = 1.
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Liegt der letzte Fall vor, so nennt man M eigenwerteinfach und der Markovsche

Prozess konvergiert fur jede beliebige Anfangsverteilung 1t = (14, .. ., )t gegen die
Verteilung z.

Beweis. 1. Seil=T:M T dieJordansche Normalform von M. Dann gilt:

1 nﬂ:ll [ A |
. =T M oTL
n n _
i=0 i=0
Wir betrachten daher die Folge & - i:_O; Ji. Sei dazu
1 0 =
B = '
A

ein Jordankastchen von J. Wegen der Struktur der Jordanmatrix gentgt
es namlich offenbar, die Konvergenz von

1 "B
lim = B'
n-o N
i=0

zu untersuchen: Wir wissen bereits, dass |A| < 1, da M stochastisch ist, und
betrachten zunéchst den Fall |A| = 1. Dann ist B = (A) eine 1 Matrix
nach Teil[4lvon Satz[41.12. Im Fall A = 1 ergibt sich daher: £ T"FAl =

n
Ist aber A eine andere m-te Einheitswurzel, alsoA # 1, \™ = 1, so ist

TN
, CoA-1
i=0
und daher
nfL__1 FZL | ! 1 _
@ ANE= 1%‘ AN+ )\i+---+ )\'E‘s % %m 1.
n i=0 n i=0 i=m i=... i=n—-m n

Die obige Summe konvergiert also gegen 0 flrn — oo,
Wir haben nun noch den letzten Fall |A| < 1 zu untersuchen. Es gilt:

O
1 og 2)‘1 . 0
B= oy B? = 1
X 2N

)\2
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=
(] o
B'= A+ H LB,

und allgemein:

[ERN
o

also:

W
Il
>
£|'|
+
=
(]
IO
~ =[]
>*|_ L
(TS

(el ol

)\I

== =R s
A A
o J o
i 1
1= jraxi 1—x x=
I '
(darlx = 14X+ X+ undsomitd"—)ij 1Tlx = (1= - (=X,

Diese Summe ist also beschréankt und es folgt:

R TN
n+

- 0.
n+1 ]
1=0

n- oo

Letztlich ergibt sich somit im Grenzwert also nur fur A = 1 eine Matrix,
die nicht die Nullmatrix ist:



Problem:

als Ubungsaufga-
be: A - B st auch
stochastische Matrix
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nﬂ:FE' 0‘:'

lim= J'=

wobei s = dim Eig(M, 1) und E; die s x s-Einheitsmatrix ist. Damit gilt:

qnﬂ_—l;l.l I:EIO|:I
Q=T?*=> JT1=T77" L

%':ﬂ:l O O
Q2=T—l ESO TT—]. ESO

00 00"
B0t L Eo-
_ 115 _ 11 Es _
=T 00 T=T 00 T=0Q.
Schliefilich ergibt sich fir QM:
q n-1 ] 1 nfl 1
OM = lim =limM' M = lim = M"*!
n—e N =0 neen o
l
= lim — M' =Q.
nLnJo n+1 Q

1=0

Die vorletzte Gleichheit folgt dabei aus lim;, . o =17 = Tund limp _ o %MO =
0. Die umgekehrte Richtung MQ = Q lasst sich analog zeigen.

rangQ = dimEig(M,1) = s ist klar. MQ = Q besagt, dass die Spal-
ten Eigenvektoren von M zum Eigenwert A = 1 sind. Insbesondere ist
also BildQ [Hig(M, 1) und es gilt Gleichheit, da wir ja wissen, dass
dimBild Q = rang Q = dim Eig(M, 1).

Ist A = 1 der einzige Eigenwert von M mit |A] = 1, so haben wir B" - 0
fur alle Jordanblocke zu Eigenwerten A, A # 1, wie wir bereits im/[1. Teil
dieses Beweises gesehen haben. Daher gilt: M" - Q.

Da M eine stochastische Matrix ist, iwh M! furr jedes | eine stochastische
Matrix, also auch der Mittelwert & ""M' und der Grenzwert Q. Ist nun
A = 1 der einzige Eigenwert mit |A| = 1 und dim Eig(M, 1) = 1, dann sind
wegen QM = Q LCIIM'Q! = Q! die Zeilen von Q Eigenvektoren von
Mt zum Eigenwert 1. Dies sind aber Vielfache von (1, ..., 1), denn

[1]

(mlj,...,mkj)- mijZS-l,
i=1

weil die Spaltensummen von M bekanntlich 1 ergeben, so dass insgesamt
] ]

BB
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O] |
o 2y
Zy " Zg
- . L1 . _ T
Nattrlich gilt auBerdem _;z; = 1. Also ist z = (z1,...,%)" ein Eigen-

vektor von M zum Eigenwert A = 1 von M und somit auch die stationére
Limesverteilung auf dem Zustandsraum.

Damit folgt:

1

Der Ergodensatz liefert gemeinsam mit dem vorigen Satz ein recht gutes
Verstandnis des Verhaltens von Markovketten. Als Illustration betrachten
wir zum Abschluss der Behandlung dieses Themas noch ein Beispiel:

Beispiel 41.26. Wir betrachten das graphische Modell in Abb.[41.6]

2/3 1/3 3/4

1/3 1/4

2/3

Abbildung 41.6. Eine Markovkette, die durch ein graphisches Modell gegeben ist.

Die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten ist:
O

03
i

Es ist leicht nachzurechnen, dass M nur einen Eigenwert A mit |A| = 1 hat,
auch wenn Multiplizitaten gezahlt werden, und zwar den Eigenwert 1.

Nach dem Ergodensatz hat demnach lim,_ . M" die Gestalt (z, z, z), wobei
z = (21,2, 23)! der eindeutige Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist, fir den z; +
Z, + z3 = 1 gilt. Eine kurze Rechnung liefert flr den Eigenraum:

) ] E 4 O
Eig(M, 1) = (v1,V2,V3) Bvy =v3, Vo = 3Vt

Bl MW
winy

Die Bedingung z; +z, +z3 = 1 ergibt damit: %zl = 1, fur die Grenzverteilung
erhalten wir also schlielich:
(3 4 30U

t— —_— — —
(21122123) - 101 101 10
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Aufgaben

Aufgabe 41.1 (Labyrinth). Betrachten Sie das folgende Labyrinth, in dem
sich eine Maus bewegt:

1‘2‘3
41516

Befindet sich die Maus in Kammer j, so bleibt sie mit Wahrscheinlichkeit
% dort und wechselt mit Wahrscheinlichkeit 2%] in die Kammer i, falls von

Kammer j genau w; Turen abgehen und eine davon in Kammer i fihrt. Stellen

limy_ o A existiert und bestimmen Sie diesen.

Aufgabe 41.2 (Markovketten). In einer Fabrik arbeiten 5 Maschinen des glei-
chen Typs. Intakte Maschinen fallen pro Tag mit Wahrscheinlichkeit p aus.
Maschinen, die am Anfang eines Tages defekt waren, sind bis zum néchsten
Tag wieder repariert. Wir beschreiben das System durch die Anzahl x der zu
Beginn eines Tages intakten Maschinen. Stellen Sie die Ubergangsmatrix A
zwischen den mdglichen Zustéanden des Systems auf, zeigen Sie die Existenz
des Grenzwertes limy . . A¥ und berechnen Sie diesen.

Aufgabe 41.3 (Grenzverteilung von Markovketten). Wir betrachten eine
Markovkette mit der folgenden Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten:

]

.

Zeigen Sie, dass eine eindeutige Grenzverteilung existiert und bestimmen Sie
diese.

M = (pij) =

O wiF wINy
Wik O win

wi

Aufgabe 41.4 (Zum Satz von Gerschgorin).

1. Zeigen Sie die folgende Version des Satzes von Gerschgorin: Sei A = (a;;) [
C™" und sei b ein Eigenwert von A mit Eigenvektor t(vy, .. ). Sei g
der Index, fur den |vj| maximal wird. Dann gilt: [b — ai;i,| < =1 j4i, [3ijl,
d.h. derll_énigf:nwert b liegt in einem sog. Gerschgorin-Kreis um aj,;, mit
Radius i=1,j#io |ai0j|.

Hinweis: Betrachten Sie |vj,| - |b — aj,i,|-
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2. Benutzen Sie ein Computer Algebra System (z.B. Maple), um die Eigen-
werte und Eigenvektoren der Matrix

DS -0.1 —4|:I
% 2 0.1%

.1-0.85 3

zu berechnen. Zeichnen Sie die Gerschgorin-Kreise und die Eigenwerte
in ein gemeinsames Koordinatensystem.

Aufgabe 41.5 (Matrixnormen). Zeigen Sie, dass die zur Supremumsnorm
gehorige Matrixnorm die Zeilensummennorm ist, also dass fiir alle A CR™"
gilt:

| I |

max [Ax[d = max |aij].-
x[RD, X[J=1 i=12,...n -1
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Hidden Markov Models

Hidden Markov Models sind beispielsweise wichtig in der Bioinformatik, der
Sprach- und Mustererkennung, maschinellem Lernen, Spamfilter, Gestener-
kennung sowie Schrifterkennung. Mit Hilfe der Theorie aus dem Abschnitt
Uber Markovketten werden wir u.a. nach der wahrscheinlichsten Zustands-
folge suchen, die eine gegebene Beobachtung hervorgerufen haben kénnte.

42.1 Grundlegende Fragen

Definition 42.1. Ein Hidden Markov Model (kurz HMM) ist ein Tupel
A =(M,B,mV)

aus einer stochastischen (k x k)-Matrix M = (pj;) der Ubergangswahrscheinlich-
keiten zwischen den Zustdnden z [{L,2,...,k}, einem sogenanﬁﬁ Alphabet V
mit v Zeichen, einer (k x v)-Matrix B = (bjx) mit bix = 0und ,_; bix = 1 (den
sogenannten Emissionswahrscheinlichkeiten) und einer Anfangsverteilung T,
einem k x 1-\/ektor.

Der stochastische Prozess startet, indem wir gemaR 1t einen Anfangszustand zuféllig
wahlen und weiter zuféllig geméal M eine Folge von Zusténden generieren. FUr insge-
samt T Schritte ergeben sich somit Zustdnde z, ..., z7. In jedem Zustand z; schreibt
das Markovmodell einen Buchstaben S; [V und zwar den x—ten Buchstaben mit
der Wahrscheinlichkeit by, falls z; = i. FUr den Beobachter ist nur die Zeichenfolge
Si,..., St sichthar (darauf bezieht sich das Attribut versteckt im Namen).

Frage 42.2 (Die grundlegenden Fragen bei Hidden Markov Models).

Vorlesung vom:
8. Januar 2010

Qualitatsstand:
erste Version

Problem:
besser Einleitung
HMM
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1. Das Modell A = (M, B, 1T, V) sei bekannt. Wie kdnnen wir zu einem gegebenen
S =8Sy,...,St die Wahrscheinlichkeit P(S | A) berechnen?

2. Gegeben S und A. Welches ist die Folge von Zustdnden zi,...,zt, die am
wahrscheinlichsten diese Zeichenkette generiert hat?

3. Gegeben seien nur S und lediglich einige grundlegende Annahmen Uber das
Modell, etwa die Anzahl der Zustéande oder der Graph. Welches ist das Modell
(M, B, 1, V), das S am wahrscheinlichsten generiert hat?

In den folgenden Abschnitten geben wir algorithmische Lésungen fur all
diese Probleme.

Beispiel 42.3. Ein Spieler besitzt eine faire und eine gezinkte Munze, bei der
Zahl wahrscheinlicher ist. Er setzt sie allerdings nur manchmal ein, damit es
nicht zu sehr auffallt.

e Das Alphabeth ist V = {0, 1} (0: Kopf, 1: Zahl),

e Esgibtk = ZDZusténde (1: faire Miunze, 2: gezinkte Minze),

e M=(pjj) = 82 8; , die Ubergangsmatrix zwischen den Zustanden,
L,
e B=(by) = i § , Matrix der Emissionswahrscheinlichkeiten (erste Zeile

~

4
fur die faire Munze, zweite fur die gezinkte),

e T = (%, %) (zu Anfang wahlt der Spieler die Munzen mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit).

Die vom Spieler tatséchlich verwendete Munzfolge ist z = (zy, ..., z7); sie ist
dem Beobachter nicht bekannt. Er sieht nur die tatsachlichen Ergebnisse S;
der Warfe.

42.2 Die Vorwartsmethode

Far einen Zeitpunktt [{1,2,...,T}und einen Zustand i [[{1,2,...,k} setzen
wir:
(Xt(i) = P(Sl, Szt = i | /\)

Dann gilt nach Definition zunachst ay(i) = P(S1,z1 = 1| A) = 1 - B(i, S;) und

weiterhin
1

Oee1()) = B(i, Stea) - pij - 0e(j)
j=1
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fart 11, 2,..., T — 1}, da die Markovschritte und die Zeichenwahl unabhéan-
gig voneinander sind. Schlie3lich ergibt sich:

[ S—
PS|A) =  or(i).
i=1

Wir verdeutlichen dieses Verfahren an einem Beispiel, dhnlich dem einfach
zu durchschauenden Munzwurf-Problem von oben:

Beispiel 42.4. Wir betrachten ein Wurfelspiel im Casino mit einem gelegent-
lich verwendeten unfairen Wurfel (Abb.[42.1). Es gibt also genau zwei Zu-
stande: entweder verwenden wir den fairen (z = 1) oder den unfairen (z = 2)
Wairfel.

EEL IOy

pZars

Abbildung 42.1. Wurfelspiel mit einem gelegentlich verwendeten unfairen Wurfel.

Die Anfangsverteilung sei: 1t = (1,0)!. Ferner nehmen wir an, dass die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten zwischen den Zustdnden der folgenden Matrix
genugen: ] O] O =
M = p 1-g 0905
“1-p q ~ 0105°

Eine Mdglichkeit, einen unfairen Wirfel zu basteln, ist es, einfach statt der 6
eine 1 aufzudrucken. Dies fuhrt zu den Wahrscheinlichkeiten:

1|2]3|4]5|6

123, FEREEEL
fair M| 33555 CBF 51311,
unfair (2) | |2 |§|5|3|0 666606

Dies ist allerdings etwas offensichtlich. Ein zwar schwieriger herzustellender,
aber nicht so leicht zu enttarnender Warfel ist der folgende:

B =

Far die nachfolgende Beispielrechnung nehmen wir an, dass der Croupier
entweder den fairen Wurfel oder aber den zweiten (schwierig zu bauenden)
unfairen Wurfel verwendet. Er wirfelt drei Mal und erhélt die Zahlen 1, 2, 6.
Die Wahrscheinlichkeit fur diesen Ausgang (S = 126) ist: P(126 | A). Nach
obigem Verfahren mussen wir, um diese zu ermitteln, die o(i) berechnen:



Problem:
Rickwartsmethode
auch durchrechnen!
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01(1)—1 %Z%, CXl(Z)—O'%ZO,
(1) =§:09-3+0=9%,  m@=%01 %
Daraus erhalten wir
1 0.9 0.1 0.92+0.03
03(1)==:09 - — +01:-05 — = — "
W =73 62 62 63
1 09 1 0.1 0.09+003 012
03(2)==01 — +—.05 — = —— = ==
2 =73 62 ' 10 62 6 63

und damit letztendlich:

0.81 +0.03+0.12 1
P(126 | /\) = G3(l) + G3(2) = 63 - ﬁ

42.3 Ruckwartsmethode

Wir setzen furi [({1,2,...,kjundt [{1,2,..., T -1}
Bi(i) := P(St41,.-.,St,ze = 1| A) und B(i) := 1.
Diese kénnen wir rekursiv furt 4T —1,..., 2,1} durch

—1
Be() = pji - B(J, St+1)  Ber2())

=1

berechnen und erhalten schlieRlich P(S | A) = J-Ezl 1 - B(j, S1) - B1(j)-

Far das Beispiel von oben ergibt sich natirlich auch mit dieser Methode das
gleiche Ergebnis: P(126 | A) = 5.

42.4 Raten der Zustandsfolge

Gegeben sei Sy, ..., St und A. Wir wollen die Zustandsfolge z, ..., zt raten,
die mit gro3ter Wahrscheinlichkeit zu Sy, ..., St gefuhrt hat. Im obigen Bei-
spiel entspricht das der Suche nach den Zeitpunkten, zu denen der Spieler
den falschen Wirfel eingesetzt hat.

Dazu setzen wir

vi(i) =P =1|S,N\)
= P(Zt =i | S]_,...,St,/\)'P(Zt =i | St+1,...,ST,/\).
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Diesistdie Wahrscheinlichkeit, dass die Zustandsfolge z;, . .., zr im Zeitpunkt
tim Zustand i war, unter der Annahme des Modells A und der Beobachtung

S.DaP(A|B) = P(PA(Q)B), lasst sich dieser Ausdruck wie folgt schreiben:

Pze=1S1,...,St|N) Pz =1iSu1,....S1|N) _ a(i) - Be(i)
P(S1,..., St [N P(St+1,.- - ST N P(SIN)

yi(i) =

Mit Hilfe der Werte ay(i), B¢(i) aus der Vorwarts- und der Rlckwartsmethode
kénnen wir also die y(i) berechnen. Der Ansatz, um daraus die wahrschein-
lichste Zustandsfolge z;, ..., zt zu erhalten, ist nun folgender: Wir wahlen z;
so, dass yi(zi) = max;(y:(}))-

Beispiel 42.5. ...

Die beschriebene Methode zum Raten der Zustandsfolge ist nur eine ,,lo-
kale Optimierung”. Sie kann sogar Zustandsfolgen z, ..., zr auswahlen, die
unmaoglich sind, d.h. fir die p,,, ,, = 0 fur ein t gilt.

Eine Alternative ist der Viterbi-Algorithmus, der im Allgemeinen algorith-
misch weniger aufwendig ist und der in der Praxis sehr h&ufig eingesetzt
wird. Beispielsweise kann man mit seiner Hilfe ndmlich den Optimalemp-
fanger fur verzerrte und gestorte Kanéle berechnen.

Der Viterbi-Algorithmus wird daher heutzutage in Handys und Wireless
LANS zur Entzerrung oder Fehlerkorrektur der Funkibertragung verwen-
det. Siehe auch [PS05, S. 57] fur eine originelle Sichtweise auf den Algorith-
mus. Im Internet gibt es ebenfalls viele Informationen dartber. Auch in der
Geometrie kann man den Viterbi—Algorithmus einsetzen, beispielsweise bei
der Entstdrung von Punkten, die beim Einscannen mit einem 3d-Scanner
anfallen.

425 Baum-Welch: Verbessern des Modells

Gegeben ist ein Modell A = (M, B, T, V) und eine Zeichenkette S. Wir wol-
len die Parameter des Modells verbessern, so dass S mit groéfRerer Wahr-
scheinlichkeit ausgegeben wird (,,aus Beobachtungen lernen’). Der dafur ver-
wendete Baum-Welch-Algorithmus ist ein Spezialfall des EM-Algorithmus
(Expectation—Maximation), siehe [PS05, Theorem 1.15, S. 19].

Expectation Step:

Zunachst bestimmen wir mit der Vorwarts—-Ruckwarts—-Methode die Wahr-
scheinlichkeiten o(i) und B¢(i) dafur, dass die verborgene Zustandsfolge

Problem:
obiges Beispiel fir
Raten durchrechnen!

Problem:
Viterbi-Algo wenigs-
tens angeben? wie im
Weickert-Skript?
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Z1,...,Z7 im t=ten Schritt im Zustand i war, unter der Annahme, dass das
Modell A ist. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, im t-ten Schritt vom Zustand
j inden Zustand i zu wechseln durch

&(1,]) =Pzt = j,zts;1 = 1| SN)

* Beea(i) - B(, Seer) - pij - (i)
) PSTA)

gegeben. Nach Definition gilt: y¢(j) = i;=1 & (i, J).
Maximation Step:

Wir verwenden die Wahrscheinlichkeiten aus dem Expectation Step, um aus
der Beobachtung S die Parameter des zugrunde liegenden Modells A zu
schatzen. Das wahrscheinlichste Modell A = (M, B, T, V) fiir die Beobachtung
S hat, unter der Annahme, dass die Wahrscheinlichkeiten &(i, j) und vy(j)
zutreffen, die Parameter:

_ __i &G, ) =,. t=1.5=x Yt(J) )
B = to5t—— B(j,X) = —5=———, T = Yi(j).
=1 Yt(J) =1 Yt(])

Fur das intuitive Verstandnis dieser Formeln mag es helfen, Zéhler und Nen-
ner jeweils als Mittelwerte zu sehen, z.B.:

s 1 e

DT A T
Nach Theorem 1.15 aus [PS05] gilt tatsachlich, dass sich das Modell hierbei
hdchstens verbessert hat:

P(S|A) =P(S|A).

Mit dem verbesserten Modell A kénnen wir zuriick in den Expectation Step
gehen und das Verfahren so iterieren.

Aufgaben

Aufgabe 42.1 (Wettervorhersage). Wir betrachten eine etwas vereinfachte
Klassifikation des Wetters in die drei Zusténde S; = regnerisch, S, = bewdlkt,
S; = sonnig. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den Zustidnden
seien bekannt und durch die folgende Matrix gegeben:
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40.2 O.lEI
30.6 0.1%

.30.20.38

Diese Matrix ist so zu verstehen, dass die Wahrscheinlichkeit, dass auf einen
regnerischen Tag ein sonniger folgt, 0.3 ist. Tag 0 sei sonnig. Wie groR ist die
Wahrscheinlichkeit, dass an den Tagen 1, 2,...,7 das Wetter sonnig, sonnig,
regnerisch, regnerisch, sonnig, bewo6lkt, sonnig auftritt?

Aufgabe 42.2 (Wettervorhersage). Wir betrachten das Wetter-Modell aus der
vorigen Aufgabe. Was ist, falls Tag 0 bewdlkt ist, das wahrscheinlichste Wetter
fur die Folge der Tage 1, 2,...,4 bzw. fur die Folge der Tage 1, 2, ...,5?

Aufgabe 42.3 (Baum-Welch-Algorithmus). Ein Hidden-Markov-Modell mit
3 Zusténden und 3 Buchstaben hat die folgenden Sequenzen der Lénge 20
erzeugt:
(a,a,a,b,b,b,b,b,b,b,b,c,c,a b b,b,b,b,b)
(b,b,c,c,c,c,a,a,a,b,b,c,caaab,cca)
(a,b,c,c,a,b,b,b,b,bbcrcrcaab,ccc)
(b,b,b,c,c,a,a,aanb,b,b,b,cccaaanb)

Finden Sie mit Hilfe des Baum-Welch-Algorithmus ein Hidden-Markov-
Modell, das diese Sequenzen mit moglichst grolRer Wahrscheinlichkeit re-
produziert.

Problem:
gute  Aufgabe
HMM fehlt noch!
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Pseudozufallszahlen und
Monte-Carlo-Simulation

Es gibt viele Situationen, in denen probabilistische (das hei3t von Zuféllen
abhangige) Algorithmen wesentlich besser geeignet sind, ein Problem zu
behandeln, als deterministische.

Hierfur benétigt man allerdings Zufallszahlen; da Computer heutzutage Ub-
licherweise aber deterministisch arbeiten, muss man auf sogenannte Pseudo-
zufallszahlen ausweichen. Tatsachlich gibt es deterministische Algorithmen,
die Zahlenfolgen liefern, die recht zuféallig aussehen und in vielen Anwen-
dungsbereichen auch gut an Stelle von Zufallszahlen verwendet werden kén-
nen.

In sicherheitsrelevanten Situationen muss man allerdings oft auf tatsachlich
zuféllige Zahlen zuruckgreifen, wie sie beispielsweise bei Signalrauschen
auftreten: z.B. thermisches Rauschen von Widerstanden (in Serie auf Intels
i810 Chipsatz).

43.1 Lineare Kongruenzgeneratoren

Definition 43.1. Eine Folge von Pseudozufallszahlen ist eine Folge von Zahlen,
die zwar mit einem deterministischen Algorithmus generiert werden, die aber zu-
fallig aussehen. Hierbei ist zufallig aussehen nicht exakt definiert, sondern meint
nur, dass es moglichst wenig Tests geben soll, die die Determiniertheit der Folge
erkennen.

Ein erstes Kriterium fur einen guten Pseudozufallszahlengenerator ist sicher-
lich, dass die auftretenden Zahlen gleichverteilt sind. Dieses erfullt schon der
einfache lineare Kongruenzgenerator: Wir wahlen Zahlen a, ¢, M [, sowie
eine Anfangszahl (auch Saat, engl. seed, genannt) x, [{0,1,...,M — 1}. Die
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weiteren Pseudozufallszahlen x; [0, 1, ..., M} werden nun folgendermalfien
berechnet:
Xizg1 =a-Xj+¢ mod M,

d.h. Rest der Division der Zahl a - x; + ¢ durch M (siehe dazu Abschnitt[3.2).

Es ist klar, dass sich die Folge spéatestens nach M Schritten wiederholt, da es
ja hdochstens M verschiedene x; gibt. Die Anzahl der Iterationen, nach denen
sich eine Wiederholung einstellt, hei3t Periode des Pseudozufallszahlen-
generators (manchmal auch Periodenlange genannt). Offenbar mdchte man
diese moglichst grol? machen, wenn man gute Pseudozufallszahlen haben
maochte. Auf einem 32-Bit-System wird man M daher moglichst nahe an 232
wadhlen, allerdings unter Beachtung der Tatsache, dass die erzeugte Folge
maoglichst zuféllig erscheint.

Beispiel 43.2. 1969 wurde fir das IBM System/360 ein Zufallsgenerator ent-
wickelt (der sogenannte minimal standard), firden M =231 -1, a = 7° =
16807, ¢ = 0 gilt; dies ist eine recht brauchbare Wahl. Im Taschenrechner TI1-59
wird a = 24298, ¢ = 99991, M = 199017 verwendet.

Bei der Wahl der Parameter ist Vorsicht geboten; so sollten beispielsweise a
und ¢ im Verhéltnis zu M nicht zu klein gewahlt werden, weil dann immer
lange aufsteigende Sequenzen von Zahlen erzeugt werden. Doch es gibt
auch weniger offensichtliche Fehlerquellen, die ein unbedachter Einsatz der
Algorithmen durch den Menschen hervorrufen kann:

Beispiel 43.3. Zwecks einer schnellen Laufzeit wurde in den 70er Jahren flir
einen IBM-Rechner der sogenannte RANDU Algorithmus verwendet, fur
den M = 23! und a = 2% + 3 gilt. Teilt man die davon erzeugten Zahlen in
3—er-Blocke ein und fasst die Zahlen als Punkte im Dreidimensionalen auf,
so liegen alle auf nur 15 Ebenen, sind also gar nicht zuféllig verteilt (Abb.

43.1).

fig:RANDUebenen

Abbildung 43.1. SKIZZE FEHLT!
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43.2 Der Mersenne-Twister

Der Mersenne-Twister ist ein Pseudozufallszahlengenerator, der 1997 von
Matsumoto und Nishimura entwickelt wurde. Die verbreitetste Variante ist
der MT 19937, der eine Periodenlange von 219 — 1 aufweist (das ist eine
sogenannte Mersenne-Primzahl, d.h. eine Primzahl der Form MP—-1mitM []
N und p prim, daher der Name des Generators). Er ist sehr schnell und liefert
sehr gleichverteilte Zahlenfolgen. AuRerdem sind alle Bits flr sich genommen
gleichverteilt. Dieser Pseudozufallszahlengenerator ist also in nahezu jeder
Hinsicht besser als die Kongruenzgeneratoren. Recht detaillierte Information
dazu finden sich beispielsweise auf der Webseite jnttp:/7de.wiipedia.orgruikiersenne-Tuister}

43.3 Testen von Zufallsfolgen

Im Laufe der Jahre wurden verschiedene Tests entwickelt, um flir eine gege-
bene Folge von Zahlen zu Uberprifen, ob sie zuféllig aussieht oder nicht.

43.3.1 x?-Test

Mit dem x?-Test konnen wir bekanntlich die Gleichverteilung einer Menge
von Zahlen x; Uberprufen (siehe Abschnitt[39.6). Wir teilen die Zahlen dazu
wieder in k Kategorien ein, und zwar indem wir sagen, dass x; zur Kategorie
s gehort, wenn

571 <t

k Tk

Die Zahlen Z;j, j = 1,2,...,k geben dann an, wieviele Zahlen zu welcher
Kategorie gehoren. Die Zufallsvariable

E iz np)

—, hpi(l =)

ist dann wieder annahernd xﬁ_l—verteilt, wobei n die Anzahl der Zufallszah-
len und p; = ¢ fir jedes j ist.
Leider ist der x?-Test auf Gleichverteilung kein Test, aus dem man unbedingt

auf die gute Qualitat des Pseudozufallszahlengenerators schlieBen kénnte,
wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 43.4. Fur M = 5,a=1,¢ = 1, also xj;z1 = X + 1 mod 5, sind die
erzeugten Zahlen perfekt gleichverteilt, doch sicherlich keine guten Pseudo-
zufallszahlen.


http://de.wikipedia.org/wiki/Mersenne-Twister

Problem:
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)
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43.3.2 Run-Test

Mit einem Run-Test kann man die erzeugten Zahlen x; auf Unabhéangigkeit
prufen. Ein Run ist eine Teilsequenz aufeinanderfolgender Zahlen, die gewis-
se Eigenschaften erftillen. Oft verwendet man hierftr den Run-Up-Test und
den Run-Down-Test; fur den Run-Up-Test verwendet man die Bedingung

Xi+1 = Xj

und fur den Run-Down-Test
Xir1 < Xj.

Beispielsweise beginnt die Folge
(3,3,6,7,8,3,2,1)

mit einem Run-Up der Lange 5 und endet mit einem Run-Down der Lange
4. Fur die Auftrittswahrscheinlichkeit von Runs der Lange r gilt nun

P(Run der Léanger) = (r+_r1)|

Wendet man diesen Test auf die triviale Folge aus Beispiel ein, so zeigt
sich die mangelnde Qualitét sofort, da es nur aufsteigende Runs der Lédnge 5
gibt.

Eine Variante dieses Tests ist der in Beispiel|39.3|verwendete, wo wir in einer
0-1-Folge Runs betrachtet haben, die nur aus gleichen Ziffern bestanden.

43.3.3 Spektraltest

Der Spektraltest liefert als Ergebnis, wieviele aufeinanderfolgende Zahlen
noch als unabhangig gelten kénnen und wie gut sie unabhangig sind. Eine
maoglichst grofRe Zahl ist hier also glinstig. Das geschieht durch Zahlen

V21V3,---|

die fur jeweils 2, 3, ... aufeinander folgende Pseudozufallszahlen deren Qua-
litat angeben.

Beispiel 43.5. Der Spektraltest liefert fir den schlechten Generator|43.3 auch
schlechte Werte:

Vy, = 23171,v3 = 10,v4 = - - = vg = 10.

Leider kbnnen wir diesen derzeit wohl besten Test aus Zeitgriinden nicht im
Detail beschreiben und verweisen daher auf Literatur, wie :
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43.4 Fehlerquelle Mensch

Wie so oft in der Informatik ist auch bei der Verwendung von Pseudozufalls-
zahlengeneratoren durch den Menschen Vorsicht geboten.

Beispielsweise wurde bei einem Online-Casino die Anzahl der Millisekun-
den seit Mitternacht zum Zeitpunkt des Einloggens des Spielers als Startwert
fur einen Zufallszahlengenerator verwendet, dessen Algorithmus veroffent-
licht wurde. Eine Gruppe von Mathematikern hat es mit dieser Information
geschafft, die Kartenfolge bei einem Kartenspiel vorherzusagen, nachdem sie
nur die ersten wenigen Karten gesehen hatten, weil sie sich einfach moglichst
Punkt Mitternacht einloggten und daher nur wenige Pseudozufallsfolgen
moglich waren.

Ein anderer Fall ist ebenfalls sehr amisant: Bei einem Glucksspiel, des-
sen Gluckszahlen ebenfalls von einem Pseudozufallszahlengenerator erzeugt
wurden, und dessen Startwert die aktuelle Systemzeit des Computers war,
blieb eben diese Uhr unbemerkt stehen. Dementsprechend war die Zufalls-
folge am néchsten Tag wieder exakt die gleiche wie am Vortag. Dieses (ohne
den Systemfehler) sehr unwahrscheinliche Ereignis fuhrte dazu, dass eini-
ge Mathematiker errieten, dass obiges Uhr—Problem vorlag, und die daher
genau die gleiche Zufallsfolge am folgenden Tag wieder tippten. Tatsach-
lich hatten die Glucksspiel-Betreiber das Problem nicht realisiert und daher
die Systemzeit des Computers nicht veréandert, so dass auch an diesem Tag
die gleiche Zahlenfolge erschien (jetzt schon bei drei aufeinander folgenden
Ziehungen!). Erst dann wurde das Phanomen geklart.

43.5 Anwendungen

Im Gegensatz zu einem deterministischen Algorithmus verwendet ein pro-
babilistischer oder randomisierter Algorithmus Zufallszahlen (oder Pseu-
dozufallszahlen), um den Ablauf zu steuern. Solche probabilistischen Algo-
rithmen, die eher den Charakter einer Simulation haben und nicht zwingend
zu einem korrekten Ergebnis fuhren sollen, werden oft auch Monte—Carlo-
Simulationen genannt.

43.5.1 Quicksort

Damit beim Sortier-Algorithmus Quicksort der Worst Case moglichst nicht
auftritt, ist es sinnvoll, auch hier die zu sortierende Liste von Zahlen an einer
pseudozufalligen Stelle in zwei Teillisten aufzuteilen und diese dann wie-
derum rekursiv mit Quicksort zu sortieren. Dies ergibt eine mittlere Laufzeit
von O(nlogn).

Problem:
Ref  Online-Casino
geknackt
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43.5.2 Bu [[ods Nadelexperiment

Eine der geschichtlich ersten Anwendungen einer Monte—Carlo—Methode ist
Bu [ads Nadelexperiment aus dem 18. Jahrhundert: Lasst man eine Nadel
der Lange 1 (idealerweise mit Dicke 0 und ohne Kopf) auf ein liniertes Blatt
Papier mit Linienabstand 1 fallen, so schneidet die Nadel eine Linie oder
auch nicht.

Es gibt dabei zwei Variablen: den Winkel 6, in dem die Nadel fallt, und den
Abstand d des Mittelpunktes der Nadel von der nachsten Linie (Abb.[43.2).

s%sine
M

Nadel

Abbildung 43.2. Bei Buffons Nadelexperiment wird eine Nadel der Lénge 1 auf ein
liniertes Blatt Papier mit Linienabstand 1 geworfen. Hier sind zwei der Linien gezeigt.

0 kann zwischen 0° und 180° (bzw. 0 und 1t im Bogenmal) variieren und
d kann nicht mehr als die Halfte des Linienabstandes betragen. Die Nadel
schneidet die Linie, falls

1
d< =sin®6.
2sme

Abbildung 43.3. Zu Buffons Nadelexperiment.

Wie oft wird dies auftreten? Abbildung zeigt den Graph von $sin®
gemeinsam mit einem umrandenden Rechteck. Punkte auf oder unter der
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Kurve bedeuten, dass die Nadel die Linie trifft. Die Wahrscheinlichkeit daftr
ist das Verhéltnis der Flache unter dem Graphen zu der Flache des Rechtecks.
Die Flache unter der Kurve ist
I:rll sinB dé = L EI—coseg— L E]—(—1) - (—1)D— 1
0 2 ) o 2 -
wahrend die Flache des Rechtecks %T[ betragt. Die Wahrscheinlichkeit, dass
eine Nadel eine Linie schneidet, ist also

= 0.63662.

=RE N

P( Nadel schneidet eine Linie ) =

N
3 |"

Demnach ist
2 - Anzahl der Nadelwdurfe

Anzahl der Linienschneidungen

nach dem Gesetz der gro3en Zahl. Auf einigen Webseiten kann man dieses
Experiment simulieren, z.B. jnetw://mste.ittinois. edusreesesbuttonsbutiava.ient. Dabei stellt man
fest, dass man flr eine gute Annaherung der Kreiszahl meist doch mehrere
tausend Nadelwirfe bendétigt, was Buffon (freilich ohne Computereinsatz)
wohl nicht allzu haufig ausprobiert haben durfte.

43.5.3 Numerische Integration

Die Kreiszahl m kann man mit einem Computer auch folgendermafen anné-
hern: Wir wéahlen pseudozuféallig Punkte

P=(xy) [H,1] x [-1,1]

im Quadrat mit Seitenlange 2 und dem Ursprung als Mittelpunkt. Dann
tberpriifen wir jeweils, ob P im Einheitskreis enthalten ist, ob also x> +y?> < 1
gilt. Da fur die Wahrscheinlichkeit
Kreisflache I
P(PunktimKreis) = —————— = —
( ) Quadratflache 4
gilt, ist
Anzahl der Punkte innerhalb des Kreises
Anzahl der gewahlten Punkte insgesamt

eine Annaherung far 7. Wir kénnen mit geniigend Punkten Tt also néhe-
rungsweise berechnen.

Dieses Beispiel zur Bestimmung von Tt liefert eine Methode zur naherungs-
weisen Berechnung eines Flachenintegrals. Man kann analog auch Integrale
hoherdimensionaler Funktionen berechnen. Dies kann, insbesondere in hthe-
ren Dimensionen, tatsdchlich eine praktikable Methode zur ndherungsweisen
Berechnung des Integrals sein.

Problem:
nachlesen bei Bu [ad!


http://mste.illinois.edu/reese/buffon/bufjava.html
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Aufgaben

Aufgabe 43.1 (Naherungsweise Integralberechnung). Benutzen Sie ein Computeralgebra—
Programm oder eine geeignete Programmiersprache, um mit Hilfe von
Monte—Carlo-Simulation das Integral

]

1 e dx
52

néherungsweise zu berechnen. Den daflr vom benutzten System bereitge-
stellten Pseudozufallszahlengenerator durfen Sie hierbei verwenden.
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EinfUhrung

Numerische Methoden werden es uns schliedlich erlauben, einige der in
den vorigen Kapiteln vorgestellten Methoden tatsachlich am Rechner umzu-
setzen — unter Bertcksichtigung moglicher Rundungsfehler, die durch die
Darstellung von Zahlen im Computer hervorgerufen werden. Beispielsweise
sind die Methoden, die im Abschnitt zur linearen Algebra zur Diagonalisie-
rung symmetrischer Matrizen gegeben wurden, nicht wirklich praktikabel
und wir geben hier eine gute Alternative.

Wegen der mangelnden Zeit kdnnen wir freilich nicht auf alle Aspekte ein-
gehen. Fur wesentlich detaillierte Informationen sei daher auf die Literatur
verwiesen, wie beispielsweise [Sto], [SB]. Trotzdem werden wir zumindest
einige wesentliche Bereiche beleuchten, insbesondere jene, die mit der Berech-
nung von Eigenwerten zu tun haben, was eines der grundlegenden Problem
fur viele Algorithmen ist.

Nicht diskutieren werden wir leider die immer zentraler werdende Tatsache,
dass Parallelisierbarkeit von Algorithmen eine immer groRere Rolle spielt.
Prozessoren mit vier Kernen sind derzeit schon selbstverstéandlich und Gra-
phikprozessoren mit sogar 256 Kernen wegen des grof3en Spielemarktes na-
hezu flachendeckend im Einsatz. Da diese allerdings nur mit einer Rechenge-
nauigkeit von sehr wenigen Ziffern arbeiten konnen (z.B. 7 oder 12), ist hierfur
eine genaue Analyse der auftretenden Rundungsfehler besonders wichtig.
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Rundungsfehler und grundlegende Algorithmen
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Bei einer Verwendung von Gleitkommazahlen sind Rundungsfehler unver-
meidlich. Wir werden an einigen Beispielen sehen, wo Rundungsfehler auf-
treten und wie man sie, wenn moglich, vermeiden kann. Auferdem gehen
wir schon auf erste wesentliche Algorithmen ein. [Sto], [SB] Problem:
genaue Referenz Sto-
er:VVornamen, Jahr, ...

44.1 Der GaulRalgorithmus mit Spaltenpivotierung

Wir beginnen unsere Untersuchungen zu Rundungsfehlern mit einem Bei-
spiel aus der linearen Algebra. Da sehr viele algorithmische Probleme sich
letztendlich auf lineare Gleichungssysteme reduzieren lassen, ist dies ein
typisches Problem:

Beispiel 44.1. Wir nehmen an, dass wir nur mit einer Rechengenauigkeit von
3 Dezimalstellen arbeiten. Gegeben sei folgendes lineares Gleichungssystem:

O o
1.00-107* 1.00 ~ % _ 100
1.00 100 xp = 200
Die exakte Losung (auf 5 Stellen genau) ist
x; = 1.0001, X2 = 0.9999.
Auf 3 Stellen gerundet ergibt sich:
x; = 1.00, Xz = 1.00.

Welches Ergebnis liefert der gewohnliche GaulRalgorithmus? Wir stellen die
erweiterte Matrix
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Ol 1
1.00 1074 1.00 | 1.00
1.00 1.00 | 2.00

auf und eliminieren die linke untere Position, indem wir das (1.00 - 1074)71—
fache, also das 10*—fache, der oberen Zeile von der unteren abziehen. Exakt

wurde sich hierbei ]
1.00-10™* 1.00 1.00

0 —9999 | —9998
ergeben, doch, da wir mit nur 3 Stellen Genauigkeit arbeiten, erhalten wir:

Ll
1.00-107* 1.00
0 -1.00 - 10*

1.00
-1.00-10* -

Hieraus ergibt sich als Lésung x, = 1.00 und damit x; - 1.00- 107 +1.00 = 1.00,
d.h. x; - 1.00 - 10™* = 0.00, also x; = 0.00, was stark von der oben berechneten
tatsachlichen Losung abweicht.

Hatten wir allerdings vorher die beiden Zeilen der erweiterten Matrix ver-
tauscht, so hatten wir

1
1.00 1.00 | 2.00
1.00-10™* 1.00 | 1.00

und daraus O 1
1.00 1.00 | 2.00
0.00 1.00 | 1.00

erhalten, da 1.00 — 1.00 - 10™* = 0.9999 auf drei Stellen wieder 1.00 ergibt
genauso wie 1.00 — 2.00 - 10™* = 0.9998. Damit finden wir x, = 1.00 und
x1 = 1.00, was die richtige Losung ist.

Dieses Beispiel suggeriert, dass ein geschicktes Vertauschen der Zeilen nume-
risch wesentlich stabiliere Ergebnisse liefern kann. Dies hatten wir im Kapitel
zur Linearen Algebra zwar schon kurz erwéhnt; nun formalisieren wir dies
aber:

Algorithmus 44.2 (GauRalgorithmus mit Spaltenpivotierung).

Input: Ein Gleichungssystem Ax = b, wobei A [R™" eine quadratische Matrix
und b [CR" ein Vektor ist.

Output: Ein aquivalentes Gleichungssystem Rx = b, wobei R [CR™" eine rechte
obere Dreiecksmatrix und b [CR" ein Vektor ist.

Wir setzen A =: AD = (ai(jl)) und berechnen schrittweise A®*D aus A® durch
Elimination nach geschickter Zeilenvertauschung:

1. Wihle im k-ten Eliminationsschritt A® . A&D ein p [k, ..., n}, so dass

B B9 ek n
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2. Vertausche die p—te und die k—te Zeile. Dann heif3t das neue Element in der
p—ten Spalte der k—ten Zeile Pivotelement.
3. Eliminiere die Elemente unterhalb des k—ten Eintrags in der k—ten Spalte durch
Zeilenoperationen.

Die Zeilenvertauschung im k—ten Schritt wird hierbei realisiert durch Multiplikation
von links mit der Permutationsmatrix

0 «vrve 01
1 0

0 1

10 e 0

die von der Einheitsmatrix nur dadurch abweicht, dass in den Spalten k und p die 1
jeweils in der p—ten bzw. k—ten Zeile steht.

Die Elimination kann realisiert werden durch die Multiplikation von links mit der
linken unteren Dreiecksmatrix

0
1
ek 1
0"
g O--- 01

wobei [ljj| < 1 ist, weil im ersten Schritt des Algorithmus ja der gréBte Wert in der
Spalte als Pivotelement ausgewahlt wurde.

Insgesamt erhalten wir also die Matrix im (k + 1)-ten Schritt wie folgt:
AKD = | P AW,

Lemma 44.3. Fur j <k gilt ~

Pe-Lj-Pe =L,
wobei sich [j von L; nur durch die Anordnung der Elemente in der j—ten Spalte
unterscheidet.

Beweis. Einfaches Nachrechnen. 1
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44.2 Matrix-Zerlegungen

Als Folgerung aus dem obigen GaufRalgorithmus erhalten wir die Existenz
einer Zerlegung einer gegebenen invertierbaren Matrix in eine linke untere
und eine rechte obere Dreiecksmatrix, genauer:

Korollar 44.4 (LR-Zerlegung). Sei A [GL(n, R). Dann existiert eine Permuta-
tion P, eine unipotente untere Dreiecksmatrix L (d.h. mit 1-en auf der Diagonalen),

mit |lj;| < 1, sowie eine obere Dreiecksmatrix
] ]
1 T
rnn

L-R=P-A.

so dass

Beweis. Nach dem Gaufalgorithmus mit Spaltenpivotierung|44.2 ergibt sich
im n—ten Eliminationsschritt eine rechte obere Dreiecksmatrix R = A mit

A" =L 1 Pygln-oPnog - LiP1A.

Setzen wir B B
Lo-1 = Ln-1, Lk :=Pn-1 " PrerlkPysr - Pn-g,

so sind die Ly nach dem Lemma fast wieder die Ly (es sind nur zwei Werte in
der k-ten Spalte vertauscht) und es gilt:

Lk Pootv+Pros = Pnog o Prar - Ly,
daja (P;)™ = P;. Damit kénnen wir R = A(™ schrittweise umformen:
R=AM = L1 1Priln2Prz LiP1A
= Lh1ln2Pn-1Pnoslng - LiP1A
= Ln-1Ln-2Ln-3Pn-1Pn—2Pn-3Ln-4 - L1P1A

= Lpalnza - LiProy - P2PIA.

Setzen wir nun L := Lyl Ly und P = Pyy- PPy, so ergibt sich
R=L-P-AundmitL :=(L)™* schlieBlich

L-R=P-A

wie behauptet war. 1
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Ein groRer Vorteil einer existierenden LR-Zerlegung einer Matrix ist beispiels-
weise, dass das Invertieren der Dreiecksmatrizen wesentlich einfaches ist als
das Invertieren der urspriinglichen Matrix A. Gibt es eine solche Zerlegung,
fur die P die Einheitsmatrix ist, so sagt man, A besitzt eine LR-Zerlegung.

Fir gegebene symmetrische positiv definite Matrizen méchte man nicht nur
eine Zerlegung, sondern auf’erdem die Struktur erhalten:

Satz 44.5 (Cholesky Zerlegung). Sei A > 0 eine symmetrische positiv definite
Matrix.

1. Dannexisitert eine unipotente untere Dreiecksmatrix L und eine Diagonalmatrix
D mit positiven Eintrégen, so dass

A=L-D-L.
2. Setzen wir I:\{d_ ]
o \/5 %n %
2 = = .
vV
nn
VA
undL=L D,soqgilt: L
A=L-Lt.

Beweis. Die zweite Aussage folgt sofort aus der ersten. Wir beweisen also nur

diese erste. Man kann zeigen, dass eine positiv definite Matrix A = (a;j) po-

sitive Diagonaleintrége besitzt: a;; > 0. Elimination der anderen Eintrage der Problem:

ersten Spalte von A wird realisiert von einer Matrix L. Mit z := (a1, ...,a5)! @i > O ausfihrlich zei-

schreibt sich O [ gen
A= a1l zt
Tz O
und
e
L,-A= itL, = an .
a '
_a_li 1
Die oberste Zeile kbnnen wir wegen der Symmetrie von A ebenfalls mit L;
eliminieren: O |
1 0
Li-A-Lit= .
1 1 A

wobei A wieder symmetrisch und positiv definit ist. So konnen wir fortfahren
und erhalten damit die Behauptung. —1
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Abschnitt besser for-
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44.3 Fehleranalyse

Die numerische Behandlung eines Problems besteht in drei Schritten aus:
Eingabe — Algorithmus —— Ausgabe.
Fehler im Resultat kbnnen zwei Ursachen haben
Fehler in Eingabe — Fehler im Algorithmus —— Fehler in Ausgabe.

Wie stark der Fehler bei exaktem Algorithmus von den Eingabefehlern ab-
héngt, misst die Kondition des Problems. Fehleraussetzungen des Algorith-
mus werden durch die Stabilitat des Algorithmus gemessen.

Fur eine Zahl x [CR hat ihre FlieBkommadarstellung (auch Gleitkomma-
darstellung genannt) fl(x) einen relativen Fehler
— —k+1
[x = fI(X)| < d
IX| 2

=: eps,
wenn wir auf k Ziffern im d-adischen System genau rechnen. Meist ist d = 2
oder d = 10. Es ist

1
fl(x) = xa-d* mita = ad™", 0<a <d.
i=1

aist eine d-adische Nachkommazahl mit k Ziffern und fiir den Exponenten e
gilte in, - . ., Imax} A. Je nach Compiler ist eps = 10~ oder auch kleiner.
Alternativ kénnte man freilich auch Fixkommazahlen einsetzen; oft kommen
allerdings FlieBkommazahlen nach dem IEEE 754 Standard zum Einsatz.

44.3.1 Kondition eines Problems

Wir fassen den Algorithmus als eine Realisierung einer Abbildung
f:E - R,

von einer Eingabemenge E [CRN in eine Resultatmenge R [CRM.

Definition 44.6. Die absolute Kondition eines Problems f: E — R im Eingabe-
punkt x (B CRN ist die kleinste Zahl

Kaps = 0,

so dass fur X - x gilt;
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[F(X) — f(X) £ Kaps - XI— x[F o XI— x )]

Die relative Kondition K, eines Problems f: E — R ist die kleinste Zahl K¢ = 0,

so dass fur X - X:
(AR) - )L %—xﬁo%ﬂ—xﬁ

o e T X

Offenbar sollte die Kondition méglichst klein sein. Bei Werten, die viel grolzer
als 1 sind, spricht man von einer schlechten Kondition und bei Problemen,
fur die die Kondition oo ist, von schlecht gestellten Problemen.

Bemerkung 44.7. Ist f total diffbar in x, so gilt nach Definition des Differen-
tials:

Kaps = DT (X)L]
die Matrixnorm des Differentials D f(x) und
xIJ
Krel = ml:l EDf(X)D
Beispiel 44.8 (Kondition der Addition). Wir betrachten die Addition:
f:R?> - R, f(ah)=a+h.

f ist diffoar mit (D f)(a, b) = (1, 1). Verwenden wir im R? die Betragssummen-
norm und fur Df die induzierte Matrixnorm (d.h. die Spaltensummennorm),
so ergibt sich also

_ _lal+1bl . fal+ ]
Kabs = [(1,1)[ZF 1 und Kpe = @+ b] = R+b|

Fallsa = —bistalso Kry I nan spricht daher bei der Subtraktion fast gleich
groBRer Zahlen von Ausldschung; diese sollte man also vermeiden.

Betrachten wir beispielsweise 11 = 3.14159265358 ... und 3.141 bei eine Fliel3-
kommarechnung auf 4 Stellen genau: Die Subtraktion 1 — 3.141 liefert nicht
0.0005927 = 5.927-107%, sondern 3.142 —3.141 = 1.000- 1073, was fast doppelt
so viel ist wie das erhoffte Ergebnis.

Bemerkung 44.9. Wir haben schon im einfihrenden Beispiel gesehen, dass
bei der Addition von FlieBkommazahlen weitere Gesetze der Ublichen Arith-
metik nicht mehr gelten. Beispielsweise andern die Addition oder Subtrak-
tion einer betragsmaliig viel kleineren Zahl eine gegebene Zahl gar nicht
(dieses Phdnomen heif3t auch Absorption):

1.000 - 10 + 1.000 - 1072 = 1.000 - 10% + 0.000010 - 10?
= 1.000 - 10? + 0.000 - 10% = 1.000 - 10°.

Ebenso gelten im Allgemeinen weder das Assoziativgesetz noch das Distri-
butivgesetz.



Vorlesung vom:
20. Januar 2010
Qualitatsstand:
nur teilweise getippt

Problem:
to do
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Beispiel 44.10 (Losung quadratischer Gleichungen). Wir betrachten die
quadratische Gleichung in x:

X +px+q=0

mit p,q [R. Bekanntlich hat sie die beiden Lésungen

Ist eine der Losungen nahe bei Null, alsop =+ p? — 4q, so gibt diese Formel
keine guten Ergebnisse.

Eine bessere Formel erhélt man folgendermalien: Zunéchst ist

_ 1
_ p+sign(p) - p?—4qg
a 2

X1
eine ausléschungsfreie Formel fur x;. Wegen
(X = X1)(X = X2) = X% = (X1 + X2) X + X1 X2

ist p = —(Xg + X2) und q = X;X,. Diese Eigenschaft hei3t auch Satz von Vieta;
mit ihr kénnen wir nun x, ebenfalls ausléschungsfrei berechnen:
q

Xo = —.
X1

Beispiel 44.11 (Kondition eines quadratischen linearen Gleichungssys-
tems). Wir betrachten Ax = b, wobei A eine invertierbare quadratische Matrix
ist. Es gibt zwei Falle:

A fest, b variabel: f: R" - R", b 3 A™'b = x. Diese Abbildung ist diffbar

und Df = A7, alS0 Kaps = AL LONd Kyt = o AT ZF 2L (A1 [

b fest, A variabel: Die Abbildung ist nun R™" CQL(n,R) - R", AQ A™b,

zusammensetzbar aus A 3 A™! O A~!h. Die Differenzierbarkeit ist hier
aber nicht klar.

Lemma 44.12. Die Abbildung g: GL(n,R) - GL(n,R) CR™" =R™ ADQ A"l
ist diffbar mit Differential

Dg: R™ - R"™,(Dg)(C) = -A~'cA™™.

Beweis. ... —1

Direkt ergibt sich daraus:
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Proposition 44.13. Die Abbildung f: GL(n,R) - R", f(A) = A™!h, hat das
Differential Df(C) = ~A"'C(A™h) = —A~!Cx.
Fur A [GL(n,R) CR™ gilt daher

Kaps = Sup [AICx[Xx A EXL]
[ar=1

also:

(AT AL
Kiel = =1 (Khps (X = Al F A CAED

Deshalb definieren wir:

Definition 44.14. Die Kondition einer Matrix A CGL(n, R) ist
K(A) = [ACLMA
Bemerkung 44.15. 1. Insbesondere gilt nach dem Vorgehenden:
Krel < K(A) []1, oof.
2. Nach Definition der zugehorigen Matrixnorm ist

[AZF max [Ax[]
xXI=1

Man kann zeigen (siehe Aufgabe|44.4), dass

1

[A'F max A X[ F ————
mg)f X MiN = [AxC]

Bemerkung 44.16. Die zugrundeliegende Vektornorm sei die euklidische
Norm [I# [1;]Die zugehdrige Matrixnorm ist also die Spektralnorm.

1. Es gilt:
KA)=1 [T BEANB

fiir gewisse A CR™und B [CO(n). Mit anderen Worten: Genau die ortho-
gonalen Matrizen sind optimal konditioniert.

2. Ist A CGL(n, R) symmetrisch, so ist

wobei

Amax = [ALCF max{|A| | A Eigenwert von A},
Amin := A2 min{|A] | A Eigenwert von A}.
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Beweis. 1. Es gilt wegen Bemerkung|44.15:
K(A) =1 [T Inbhx [Ax[F min [Ax[F: A
xI=1 X131

[T Bl= l-A erfallt BX=F 1 Xnit X # 1

A
CIT—BICO(n).
Problem:
[IT—BI1CO(n) in Mfl2 )
bewiesen? 2. Klar mit Bemerkung|44.15

44.3.2 Stabilitat eines Algorithmus

Wir betrachten eine Gleitkommarealisierung

f:E - R
eines Algorithmus f: E - R. Wir messen die Stabilitat der Realisierung f
im Punkt X [CH dadurch, in wieweit er bei einem unvermeidlichen Eingabe-

fehler eps den unvermeidlichen Ausgabefehler K. - eps noch verscharft. Im
Folgenden schreiben wir der Kiirze halber K := K.

Der Stabilitatsindex

Definition 44.17. Der Stabilitatsindex o von f in X ist die kleinste Zahl ¢ = 0,
so dass
H(X) - f(X)

HX) =T y SV
R <0-K-eps+o(eps) fureps = X — x 0

Lemma/Definition 44.18. Fir eineNEIementaroperation o [k, —, -, -} und ihre
Gleitkommarealisierung s [{F, =,%, *} gilt:
o-kK=<1l
Beweis. & [{¥,=,~ "}. Dann gilt wegen der Definition von eps:
ash=(@-h)-1+¢)
fur ein € mit 0 < |g| < eps. Also:

ésb—aob [(A+€)-(@a=b)—(aebh)
O aeb lae b
Damit folgt: 0 - kK < 1. —1

= |e] < eps.

Beispiel 44.19. Fur die Subtraktion fast gleich groRBer Zahlen gilt k [0, &lso,
nach dem Lemma, o 1]
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Zusammengesetzte Algorithmen

Bei der Vorwértsanalyse eines Algorithmus f: E — R zerlegt man den Algo-
rithmus haufig in Schritte:

f=goh:R"-L R -% R™,

Lemma 44.20. Sei f = h - § eine Gleitkommarealisierung des zusammengesetzten
Algorithmus f = h - g. Dann gilt:

Of * Kf = 0h ' Ky + 0g - Kg - Kp.

Beweis. ... [—JProblem:
to do

Folgerung 44.21. Unvermeidliche Subtraktionen mdglichst an den Anfang eines
Algorithmus stellen.

Beispiel 44.22 (Summation). Wir setzen
s R" 5 R, (X,...,%Xn) B Xi.
i=1
Dies berechnen wir rekursiv durch s, = sp—1 © O, wobei
an: R" o R™ (g, ..., %) B (X1 + X2, X3, . - ., Xn).

Kondition und Stabilitatsindex von a, stimmen mit denen der Addition Uber-
ein: Ky, = K4, Og, = 0. Wir schreiben K;j := K, 0j := 05;. Damit ist

OnKnp = (Gn—l + K+0+)Kn—l = (1 + 0'n—l)Kn—l

wegen Lemma 44.20/und Lemma|44.18, Auf der anderen Seite ist nach der
Definition der relativen Kondition und der Dreiecksungleichung:

=Xl X1+ Xol 4+ iZg Xl
Kn = . 1 = 1 Und Kpn-1 = m— < Kn.
| iz Xi | iz Xil

Damit folgt mit der Ungleichung weiter oben:
On < (1+0n-1).
AuBerdem ist, wieder wegen |44.18, 0, = 0, < Ki < 1 (wegen |K;| = 1).

Induktiv erhalten wir also:
O <n-—1.
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Definition 44.23. Eine Gleitkommarealisierung f eines Algorithmus f heit nu-
merisch stabil, wenn ¢ < n, wobei n die Anzahl der Elementaroperationen im
Algorithmus ist.

Beispiel 44.24. Summation ist numerisch stabil (siehe Beispiel 44.22).

Fur skalare Funktionen lasst sich die Abschatzung fur o fir zusammenge-
setzte f, die in Lemmal/44.20/gegeben wurde, verbessern:

Bemerkung 44.25. Ist f: R SRR zusammengesetzt und diffbar, so gilt:

On
0t < — + 0.
Kg

Beweis. Nach Definition der relativen Kondition ist

X| - [hg(x))| -
< = L prpo) = XLITE00) - 1g°0)
f(x) Ih(g())
_ 191 g0l X! - 19"
Ih(gC)l 19|
= Kh . Kg.
Einsetzen in Lemma|44.20/liefert die Behauptung. —1
Vorlesung vom: Beispiel 44.26 (Auswertung trigonometrischer Polynome). Wir betrachten
22. Januar 2010 sogenannte trigonometrische Polynome:
Qualitatsstand:
L . 1 O
nur teilweise getippt! f(x) = 2, c0s(kx) + by sin(kx) .
k=1
Problem: Wir verwenden die Rekursionsformeln:
Rek-Formel cos als
Ubung in Mf11? cos((k + 1)x = 2 cos(x) - cos(kx) — cos((k — 1)x).

Um den Stabilitatsindex fur die Auswertung von f in x abschatzen zu kénnen,
betrachten wir wegen der Bemerkung den Kehrwert der Kondition Ky fur
g(x) = cos(x). Per Definition der relativen Kondition ist dies:

1 _Jeos(¥)| 1 _E 1

" = — OO0
Kg X| [sin(x)] xtanx x-o

Im Gegensatz dazu erhalten wir fur folgende rekursive Formel eine wesent-

Problem: lich bessere Abschéatzung: . ..
todo Fur |x| Lt dies tatsachlich besser: Mit g(x) = sinz(g) ist g'{x) = sin % -cos §
und daher: ,
H X X
izé'” f% o 1 o Eanz%ﬁ 1
K O x HEin% cosxH Hx Beo2’



44.3 Fehleranalyse 595

Aufgabe 44.1 (Gaul—-Algorithmus mit Pivotierung). Gegeben sei das Glei-
chungssystems . O O O
1200 100

11 %% 1

1. Bestimmen Sie die exakte Losung des Gleichungssystems.

2. Rechnen Sie nun mit 2 signifikanten Dezimalstellen. Bestimmen Sie die
Ldsung ohne Pivotsuche und mit vollstandiger Pivotsuche.

Aufgabe 44.2 (Cholesky-Zerlegung). Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung

der Matrix
—22D
A=E2 5 0%
07

Losen Sie mit Hilfe dieser Zerlegung das lineare Gleichungssystem Ax = b
furb = (3,—4,13).

Aufgabe 44.3 (LR-Zerlegung). Berechnen Sie mit vollstandiger Pivotsuche
die LR-Zerlegung der Matrix
27 -2 =
2 —1%

]
A =
=415 0

[¢;]

Losen Sie mit Hilfe dieser Zerlegung das Gleichungssystem Ax = b flir b =
1,2,1).

Aufgabe 44.4 (Konditionszahl). Es sei A [R™" eine invertierbare Matrix.
Zeigen Sie:
MaXy rr, x=1 [Ax[]

minxﬂgpymgl [Ax[]

K(A) =






45

Iterationsverfahren fur Eigenwerte und Rang

... schneller, genauer, einfach besser als die eher theoretischen Methoden aus

dem Abschnitt Uber lineare Algebra. . . Problem:
bessere Intro Iterati-
onsverf

45.1 Die QR-Zerlegung

Grundlegend fur viele der folgenden Verfahren ist die Zerlegung einer Matrix
in eine spezielle orthogonale Matrix Q und eine rechte obere Dreiecksmatrix
R. Der QR-Algorithmus ist ein Verfahren, eine solche zu berechnen.

Definition 45.1. Eine orthogonale Matrix der Gestalt

mit ¢2 + d? = 1 heilt Givensrotation.

Satz/Definition 45.2 (QR-Zerlegung). Sei A [CR™". Dann existiert ein Produkt
Qvon 7 Givensrotationen, so dass

A=QR,

wobei R eine obere Dreiecksmatrix ist. Dieses Produkt heifst auch QR-Zerlegung.



598 45 Iterationsverfahren fur Eigenwerte und Rang
Anwendung 45.3. Mochten wir Ax = b [6sen, so betrachten wir
Rx = Q'b
(da Q 30(n) ist Q% = QY). Fur Q M(n) sind optimal konditioniert. Die

Gleichung Rx = Q'b lasst sich dann durch riickwarts einsetzen Igsen.

Beweis (von Satz/45.2). Wir betrachten zunéchst 2x2-Matrizen: Um (a, b)! [R?
Problem: auf ein Vielfaches von (1,0)! zu drehen, ... 1
to do

Statt Rotationen kann man auch Spiegelungen verwenden. Householder hat

dies als erster in der Numerik eingefuhrt:

Definition 45.4. Seiv # 0 [CR" ein Vektor. Die Abbildung

Myo
v vl

Q:R"-R“yBy-2

heilBt Householder—Reflexion (an der Hyperebene H, = {y [CR" | M y[¥ 0},
siehe dazu auch Abschnitt|17.3).

Die Matrix der Householder-Reflexion ist durch

vVt

QVZEn_ZVt.V

gegeben, da M y[&F vt -y und daher Q,(y) = (E, — 2%) Y.
Wir wissen aus der linearen Algebra:

1. Die Matrix Q, ist symmetrisch.
2. Q;=E.
3. Q' = Q, = Q,!ist eine orthogonale Matrix.

Sei nun A [CR™" mit m = n. Analog zu vorher gehen wir rekursiv vor und
bezeichnen die Spalten von A mit a; [CR™. Wir suchen Q; := Q,, so dass:

Da Q; [CAO(n)\SO(n) und orthogonale Abbildungen Langen nicht &ndern, ist
oy = +[aj ;]

Ferner soll fur die erste Spalte dieses Produktes gelten:



45.1 Die QR-Zerlegung 599

1]
L vyt a1
G'e]_:% Qi-ay= E,—-2 -alzal—ZM1 A

vty vt.v

Der gesuchte Vektor v liegt wegen dieser linearen Abhangigkeit also in der
von e; und a; aufgespannten Ebene des R".

Man kann leicht nachrechnen, dass tatsachlich v = a; — a;e; die gewiinschte

Eigenschaft hat: Problem:

todo

o vEE -
= 20y (0 —ag1)

und Problem:

a Qa—zmalmv— oo

1 1 mvilY "
= 0j€1.

Numerisch ist es hier am Gunstigstens, a; = —sign(a;;) - [@] [2u wéhlen, um
invy = a; — ae; Ausléschung zu vermeiden.

Nach diesem Schritt haben wir mit Q; - A das Problem auf eine Matrix A, [
RM™-Dx("-1) reduziert. Rekursiv fortgesetzt liefert dies:

Satz 45.5. Mit n — 1 Householder—Reflexionen lasst sich eine Matrix A [CR™"
QR-zerlegen: A=Q - R.

Bemerkung 45.6. Um aus A die Matrizen Q und R zu berechnen, bendtigt

man nur unwesentlich mehr Speicherplatz also fur A alleine, denn: . .. Problem:
to do

Bemerkung 45.7 (Eindeutigkeit der QR-Zerlegung). Sei A [GL(n,R) und
seien A = QR = QR zwei QR-Zerlegungen. Dann gibt es & [{i1}, so dass
fur die Matrix | O

gilt; o
£ R=R, Q'Q==¢.

Beweis. Wir beginnen mit € := R - R™! und bezeichnen die Spalten von € mit hicht oder nur knapp
(@1, .., 9n). Da wir aus der Konstruktion wissen, dass der linke obere Eintrag  Vorgefuhrt
von Rund R jeweils +[a] [;list und da beides rechte obere Dreiecksmatrizen
sind, ist g1 = +e;. Analog hat g, g/~ e/-die Gestalt +e, usw. Tatsachlich
kann man nachprufen, dass diese auch die Eigenschaften mit den Qs erftllen.  Problem:
[_IEind. QR ausfiihren
nicht oder nur knapp
vorgefuhrt
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45.2 Das QR-Verfahren

Oft ist man in Anwendungen an den Eigenwerten von Matrizen interessiert,
die spezielle Struktur aufweisen. Beispielsweise kommt es haufig vor, dass
solche Matrizen symmetrisch sind. In diesem Fall kann man die Eigenwerte
mit dem QR-Verfahren recht schnell und numerisch stabil berechnen.

Fur eine symmetrische Matrix A [R™" existiert nach Satz Uber die
Hauptachsentransformation eine orthogonale Matrix S [CQ(n), so dass

O
0

s%s:o:%m %
An

eine Diagonalmatrix ist. Um diese mit den Methoden aus dem Kapitel tber
lineare Algebra zu bestimmen, berechnet man zunachst

Xa(t) = det(tE — A) CR[t]

und eine Nullstelle A; [R. Dann 18st man Ax = A1X, um einen Eigenvektor
vi mit (= 1 zu erhalten und geht induktiv zu Hy = Mldem zu v;
orthogonalen Untervektorraum, Uber.

Hierbei hat man das ernsthafte Problem, dass man eine Nullstelle eines Po-
lynoms berechnen muss, das mdglicherweise grof3en Grad hat. Zwar haben
wir in der Analysis das Newtonverfahren zur Berechnung von Nullstellen
(Abschnitt[10.3) kennengelernt, doch dies ist leider nur ein lokales Verfahren,
das nur unter gewissen Voraussetzungen eine Nullstelle liefert.

Schneller, numerisch stabiler und ohne das Problem der Nullstellenberech-
nung kommt das folgende Verfahren aus, das wegen seiner Struktur auch als
Iterationsverfahren bezeichnet wird:

Algorithmus 45.8 (QR-Verfahren). Sei A [CR™" symmetrisch. Wir berechnen
induktiv eine Folge (Ax) von n x n—Matrizen durch

1. A=A
2. Ay := QkRy, wobei dies eine QR—Zerlegung von Ay sei.
3. A1 = ReQx.

Bemerkung 45.9. Wegen Ay,1 = RyQk und Ry, = Q' Ay (weil die Qi orthogo-
nal sind, also Q,* = Q" gilt) folgt:

A1 = QA Q.

Alle Matrizen Ay sind also zu A mit orthogonalen Matrizen konjugiert und
daher auch symmetrisch.
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Satz 45.10. Sei A [R™" symmetrisch mit n vom Betrag her verschiedenen Eigen-
werten Aq, ..., Ap, die betraglich der Grof3e nach sortiert sind, d.h.

A1l > Az > -+ > |An| > 0.

Dann konvergiert die Folge (Ax) aus dem QR—-Verfahren gegen eine Diagonalmatrix
mit Eintrégen Ay, ..., Ay, die in der Regel der Grof3e nach sortiert sind. Ist Letzteres

der Fall, so gilt fur die anderen Eintrage von Ay = (ai(:f)):
.
ai(;f) —— Ound ai(;() l_—Qltg\)\—J@ firk — cound j>i.
i

Bemerkung 45.11. Man kann zeigen, dass bei mehrfachen Eigenwerten, etwa
Ak = Ag:1, auch noch Konvergenz vorliegt. Bei Ay = —Ay1 kfnnen 2x2-Bldcke
stehen bleiben.

Beweis (von Satz[45.10). Wir zeigen zunéchst fur die Potenzen von A:
Akzcﬁﬂ.--%[Ri---RE
=P, =:Uy
mit Induktion nach k. FUr k = 1 ist nichts zu zeigen: A = Q1R;.

Far den Induktionsschritt betrachten wir A..1: Wegen Bemerkung|45.9]ist

Ars1 = Que1Rir1 = ReQx
= Q' A Q«
= Q' Qua' - Q1"AQy - Qx
=Pl APy
Damit folgt mit der Induktionsvoraussetzung:

AL = AL AR AP UL = P PEA P U

= PyAri1Uk = PiQua1Rir1 Uk = Prgpa Uit

Die Aussage Uber die Potenzen AX ist damit bewiesen.

Wir méchten nun noch eine weitere QR-Zerlegung von AX herleiten und
betrachten dazu eine Diagonalisierung von A:

SDS'=A

mitS [CA(n) und D die Diagonalmatrix mit A4, ..., A, auf der Diagonalen. Da
S'S = E, erhalten wir eine weitere Darstellung von Ak:

A= (SDSH =sDkst.
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Nehmen wir nun an, dass St eine LR-Zerlegung hat, dass also insbesondere
St = LR (andernfalls mussen wir eine Permutation der Zeilen von S vorneh-
men, was zu einer Permutation der Diagonalelemente A, ..., A, fuhrt), so
folgt:
A¥=SDfLR=SDLD*D*R.
Da aber L = (I;;) eine linke untere Dreiecksmatrix ist, gilt:
k
k -k
(D°LD )ijzlij‘_L=|ii'

}\J

)\—; furi> j.

Somit gilt, da |A;| < |A;| fir i > jund da die Diagonalelemente offenbar 1 sind
(weil L unipotent ist):

DKLD X =E+Fy — E (alsoF - 0).
Wir erhalten also:
A“=S (E + F) D¥R.

Ist E + F, = &Rl-dine QR-Zerlegung von E + F, wobei Rdtrikt positive
Diagonalelemente hat (die Vorzeichen kann man in Qi unterbringen), so ist

A<= s (GRly D R) = (5 & (R B R)
eine weitere QR-Zerlegung von AX.

Wir hatten zuvor gezeigt, dass A* = P,U, ebenfalls eine solche ist — bis
auf Vorzeichen (die wir leicht &ndern kdnnten) ist eine QR-Zerlegung nach
Bemerkung 45.7|aber eindeutig, so dass folgt:

She< P, und Uy = RBFR.

Wegen E + Fy - E flirk - oo gilt aber

&, Eund R, E frk — oo,

so dass folgt:

Q= P! Pi= Q' 8' S Bed &' - E,
Rk:UkUk__llzlﬁkRR_lD_k*lF%lzl@l%lk—_> D

Schlieflich folgt:
Ay = QkRx — ED =D.

Die genauere Ausssage Uber das Konvergenzverhalten ergibt sich aus dem
von DX L D% —— E. Dies fuihren wir hier aber nicht aus. 1
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45.3 Vektoriteration

Far symmetrische Matrizen gibt es auch ein iteratives Verfahren, bei dem
nicht Folgen von Matrizen, sondern Folgen von Vektoren berechnet werden.
Leider liefert es nur den grof3ten Eigenwert der Matrix; doch manchmal ist
dies genau die bendtigte Information.

Satz 45.12 (Vektoriteration). Sei A [CR™" eine symmetrische Matrix mit Eigen-
werten A;, fur die [Ag] > [Az] = [As| = - = |Aq| gilt. Ist xo ¢ Eig(A, A1) 5@lso nicht
senkrecht zum Eigenraum zu A, so konvergiert die Folge von Vektoren

AXy

Xk+1 = kaEFBn'

falls A; > Q'ist, gegen einen normierten Eigenvektor zu A;. Ist A; < 0, so konvergiert
die Teilfolge (X2x) gegen einen normierten Eigenvektor zu A;.

Beweis. Seivy,...,V, eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu Ay, ..., A,
(die nach Satz[25.4/uber die Hauptachsentransformation existiert). Dann lasst
sich Xq schreiben als

Xo = 1Vy + -+ + UxVp
far gewissel_gipﬂi und es gilt a; # 0 nach Voraussetzung. Dann ist auch
[Afxo F LI oAV 3 0 (da vy [, ..., vy [dund wir kénnen Afxy nor-
mieren:
_ AkXO
a kaoD

Xk

Da auBBerdem nach Voraussetzung |A;| > |Aj| fur i > 1 ist, gilt

1 O EQ WM, O

AkXO = (Xi')\li('Vi = (Xl')\li' Vi + )\—I =L i
iz1 .:ﬁ 1 O
—-0 flr ko oo

so dass sich fur x, ergibt:

OJ ﬂi@ﬂ _I:I

Kk
al')\l' Vll+ |:2}\_1 ull i

Xk = = @
al - B+ T 3 e B

A [of1

Vit+ o N 'E'Vi

sign(an) - sign(Aq) - % = %

+ =V

. ) v . )
et sign(oy) - sign(Ay) - ﬁlD: sign(ay) - sign(Ag) - va,

da v, bereits normiert war. 1
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Bemerkung 45.13. Der Nachteil der Vektoriteration ist, dass wir nur den
groften Eigenwert bestimmen konnen. Eine Variante liefert auch Eigenwerte
in der Mitte: Ist A symmetrisch, A; ein einfacher Eigenwert und ist A = A
eine Approximation. Dann ist (A — AE) fast singular und (A; — A)7! der groRte
Eigenwert von (A— AE)™L. Fiir einen allgemeinen Vektor x, konvergiert daher
die durch y
= k

A — AE)Yx = Xy-1, Xk = ——

( Wk = Xk-1, Xk i
iterative definerte Folge x bis auf ein Vorzeichen gegen einen Eigenvektor
von A zu A;. Dieses Verfahren heil3t inverse Vektoriteration.

Wir bemerkgen dazu noch, dass wir, um (A—AE)Yx = X1 zU l6sen, die Matrix
(A—AE) nur einmal LR- oder QR-zerlegen mussen und dass, obwohl (A—AE)
fast singuldr ist, die inverse Vektoriteration numerisch stabil ist.

45.4 Numerisches Losen partieller Di Leréntialgleichungen

Wir haben bereits erwéhnt, dass viele Probleme auf (partielle) Differential-
gleichungen fuhren. Auch diese méchte man numerisch l6sen.

Beispiel 45.14. ...

noch konkreter:

Beispiel 45.15. Millimeterpapier fur 1m?, d.h. 10° - 103 = 10° Stiitzstel-
len. .. Laufzeit. ..

dunn besetzt (engl. sparse). .. sparse solver. ..

45.5 Allgemeine Iterationsverfahren
Bisher haben wir nur Iterationsverfahren fir symmetrische Matrizen betrach-

tet, doch auch im allgemeinen Fall sind solche Verfahren einsetzbar.

Satz 45.16 (Konvergenzkriterium fir Iterationsverfahren). . ..

Beispiel 45.17. 1. Q=E:...
2. Das Jacobiverfahren: Q = D, wobei A=L+D +R...
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Satz 45.18 (Konvergenz des Jacobiverfahrens). Das Jacobiverfahren konver-
giert fir A = L + D + R flr jeden Startwert X, gegen die Lésung von Ax = b,
wenn die Matrix A strikt diagonaldominant ist, d.h.
1
|aii| > |aij|, i=1,...,n
j#i

Beispiel 45.19. ...von oben. ..

Satz 45.20 (Gaul3-Seidel-Verfahren). Sei A = L + D + R symmetrisch zerlegt
wie oben. Dann konvergiert die Folge

X1 =—(L+D) TR x+(D+L) 1 b

fur jeden Startwert gegen die Lésung Ax = b, falls A positiv definit ist.

Beispiel 45.21. ...

45.6 Numerischer Rang und Singuléarwertzerlegung

Vorlesung vom:
Bis jetzt haben wir numerische Methoden beschrieben, lineare Gleichungs- 3- Februar 2010
systeme zu losen oder Eigenwerte zu berechnen. In vielen Problemstellungen ~ Qualitatsstand:
interessiert aber nur der Rang einer Matrix oder eine Approximation eines "0ch nicht begonnen!
Problems durch eine Matrix von kleinerem Rang. Solche kann die Singulér-
wertzerlegung liefern.

45.6.1 Einleitung

In Kapitel 28 Uber die Singularwertzerlegung haben wir bereits gesehen,
dass es fur jede Matrix A CR™" sogenannte Singularwerte 0y, ..., 0, CR mit
0y = -+ =0p = 0sowie U CO(m) und V [O(n) gibt, so dass

U'AV =3 =

Die Quadrate oi2 der Singularwerte sind die Eigenwerte von At A. AuRerdem
ist rang(A) = #{ Singulérwert von A # 0}.
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Wir werden sehen, dass diese Aussage Uber den Rang auch fur die Nume-
rik Auswirkungen hat. Den Rang kann man prinzipiell freilich auch an der
Jordanschen Normalform ablesen, doch dies ist nicht numerisch stabil und
die Eigenwerte alleine reichen (auch, wenn man exakt arbeitet) nicht aus, um
den Rang zu berechnen:

Beispiel 45.22. Offenbar gilt
] [ O

00 01
rang . =0, rang 00 =1.

Die beiden Eigenwerte sind in beiden Fallen jeweils 0, 0. Die Singularwerte
sind dagegen 0,0 bzw. 0, 1, so dass sich nach der obigen Formel tatséchlich
die R&nge ergeben.

Wie im zitierten Satz ist also im Beispiel tatséchlich die Anzahl der von 0
verschiedenen Singularwerte gerade der Rang. Die Eigenwerte lassen keine
solche Aussage zu. Man weil3 nur, dass der Rang genau dann voll ist, wenn
kein Eigenwert verschwindet.

Auch wenn die Eintrédge der Matrix fehlerbehaftet sind, bestatigt sich dies:

Beispiel 45.23. Wir betrachten
01
A= €0

V_
Da xa(t) = t> — g ist, sind die Eigenwerte + €.
Die Singuléarwerte sind die Wurzeln der Eigenwerte von
L [
€0

— At A —
B=A"A= 01"

alsoo; =1,0;, = €.

Eine naheliegende Idee ist es nun, sehr kleine Singulérwerte als 0 anzusehen
und damit einen numerisch sinnvollen Rang zu definieren.

Ubrigens: Schon an diesem einfachen Beispiel sieht man, dass es beim Rech-
nen mit einer festen Stellenanzahl passieren kann, dass die Eigenwerte von
At A zwar numerisch 0 sind, die Singularwerte es aber nicht sind. Auch aus
anderen Gruinden ist es meist wesentlich besser, die Singularwerte auf ande-
rem Weg direkt zu berechnen und nicht Uber die Eigenwerte von At A.

45.6.2 Berechnung der Singuléarwerte

Golub und Reinsch haben 1971 einen schnellen und stabilen Algorithmus
angegeben. Er ist ebenfalls ein iteratives Verfahren und ist eng mit der QR-
Methode verwandt. Siehe [SB80, S. 377ff] oder S. 452ff] fur eine detail-
lierte Ausftihrung.
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45.6.3 Zum groéf3ten Singularwert

Zur Vorbereitung auf das Hauptresultat dieses Abschnittes tber die Appro-
ximation von Matrizen durch solche von kleinerem Rang bendétigen wir noch
ein paar Hilfsmittel.

Wir haben bereits gesehen, dass flir symmetrische Matrizen

[Ax[] .
[ACE max = Amax = Mmax{|A| | A Eigenwert von A}.
x20 [XI]

Far solche Matrizen sind die Eigenwerte gerade die Singularwerte: Aj = ¢;.
Ein allgemeineres Resultat ist daher:

Satz 45.24. Es gilt:

max mXD— (6] =0
20 X[ mx T b

min mXD— Omin = O
x#0 xr1 oo

Beweis. Die Matrix B = A A ist symmetrisch. Also exisitiert mit der Haupt-
achsentransformation U [CQ(n), so dass

O
U'AU=D={ . %
An

mit Ay = = A\,. Fir x CR" ist daher:

t t t t t :I.)\. 2 A2
xXBx (x'U)(U'BU)(U'x) y Dy Ay - ALY A
XX (x'U) (UX) vy v T oy

Speziell fur einen Eigenvektor x von B zu A; ist XtXtBXX = Ay, also:

x! Bx xPALA x
A1 = max = max ———,
0#x XX 0#x XX
wie behauptet. Das Minimum ergibt sich ahnlich. 1

Satz 45.25. Sei A = (&;;) CR™", Omax := 01 = max{o | o Singuldrwert von A}.
Dann gilt:
|aij| < Omax-
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Beweis. Zunéchst zeigt man fir Ij; = ¢; - ej‘, dass omax(lij) = 1, dies flhren wir
hier nicht aus, es ist nicht schwierig. Problem:

.. - .. 5
Damit gilt lijAlij = ajjli; und SWv. Ijj vorfuhren?

Gl = Jaij| - O = Jaj).

Also:
laij| = @)li; F MAlL; X AT E= AL Opax.

45.6.4 Optimale Rang k Approximation

Wir méchten A CR™" durch eine Matrix Ay CR™" vom Rang k approxi-
mieren. Dazu betrachten wir die Singularwertzerlegung A = UZV! mit den

Singularwerten 6; = 0, = - -0y > 041 = -+ = 0, = 0. Wir setzen:
]
Ok %
3= 0 . Hm™
0
und
Ag = Uszt.

Satz 45.26 (Rang k Approximation von Matrizen). Es gilt:

min [A-B[ZF [A—-AZF 0
B: rang(B)=k

Beweis. Siehe auch [GL96, S. 73]. Zuné&chst ist

A-A=UE -V, -5 =
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und daher: [A — A = 0,1 nach Satz[45.24]

Wir mussen also noch sehen, dass alle anderen B mindestens diesen Abstand
besitzen. Dazu schreiben wir U(uy, ..., Uy), V = (V1,...,Vy) und damit:

1 1
A= UiUiVit, Ay = OiUiVit.
i=1 i=1

Ist nun B [CR™" eine beliebige Matrix vom Rang rang(B) = Kk, so ist
dim(ker(B)) = n—k. Dadie Spaltenv; linear unabhéngig sind, istdim(Spann(vy, . .., Vk+1)) =
k + 1, so dass ein

z [Ker(B) n Spann(vy,...,Vk1) # 1

existiert. Wir betrachten einen solchen Vektor z mit [z 1. Dieser lasst sich
schreiben als
K1
Z= )\iVi
i=1
fur gewisse A; mit i;ﬂ; A =1,
Nach Definition von z ist Bz = 0 und daher:

R I O | L 1
Az = (Fil.liVit : )\jVj = oi)\iui,
i=1 j=1 i=1

weil javi'vj = 1, falls i = j und 0 sonst. Es folgt:

%1:! X o—
[A - B> [(A - B)z[2)= [Az[Z]= GiAiUj %E (OiN)?
i=1 i=

1

1 K1
= (0k+1)\i)2 = 0-i+1 ' )\iz = 0-ﬁ+1'
i=1 i=1
Hierbei gilt (O] weil die u; orthonormal zueinander stehen. —1

Die Matrix Ay besitzt also unter allen Matrizen mit Rang k den kleinsten
Abstand von A.

Bemerkung 45.27. Auch bezuglich der Frobeniusnorm

ist Ay die beste Rang k Approximation:
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==

min  [A-BlE= A - Af= -5 [[F= a?.
B: rang(B)=k iCkrl

Dies ist auch nicht schwer zu zeigen; es findet sich bereits 1936 bei Eckart
und Young sowie 1965 wieder bei Golub und Kahan.

Daher definieren wir:

Definition 45.28. Fir eine Schranke € > 0 ist der numerische Rang numrang(A)
einer Matrix A CR™" die Zahl

numrang(A) := #{i | o; = €}.

Wie bereits erwahnt, kann man nach Golub und Reinsch den numerischen
Rang schnell und stabil berechnen.

01
Beispiel 45.29. Seie > 0und A = €0 Dann gilt:
0IZI
_atp_ €
B=A'A= 01"

so dass €2 und 1 die Eigenwerte von B und damit € und 1 die Singulérwerte
von A sind. Demnach ist numrang(A) = 1, falls € klein genug ist.

Ein etwas komplizierteres Beispiel ist folgendes:

Beispiel 45.30. Siehe Abschnitt 9.e) in
http://epub._ub.uni-muenchen.de/4400/5/tr031.pdf.

45.6.5 Anwendungen der optimalen Rang k Approximation
Statistik

Gegeben sei eine Datenmatrix A CR™", wobei m die Anzahl der Beobach-
tungen und n die Anzahl der Variablen sei.

Kennt man die Werte a;; nur auf drei Stellen genau, so kann man sich fragen,

ob eine Matrix A CR™" existiert mit [A— A% 0.001 und rang(A) < rang(A).
Ein solches A beschreibt die Situation mdglicherweise wesentlich besser.


http://epub.ub.uni-muenchen.de/4400/5/tr031.pdf
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Computeralgebra und Geometrie

Auch bei algebraischen und geometrischen Berechnungen am Computer hat
die Approximation durch eine Matrix von kleinerem Rang viele Anwendun-
gen. Einige Beispiele:

* Nullstellen eines Polynoms berechnen, bei dem die Koeffizienten nur
ungeféhr bekannt sind,

< Nullstellen von polynomiellen Gleichungssystemen berechnen; insbeson-
dere solche, bei denen die Koeffizienten nur ungefahr bekannt sind,

< fastsingulédre Punkte geometrischer Objekte bestimmen (siehe dazu Abb.
145.1); insbesondere solcher, die durch Gleichungen beschrieben werden,
die mit Fehlern behaftet sind. FUr eine ebene Kurve f(x,y) = 0 sind fast
singuléare Punkte beispielsweise Punkte, fur die gilt:

oyl <e BlyPce, By

fig:fastSingPkte

Abbildung 45.1. SKIZZE FEHLT!

Auch die Berechnung des numerischen Ranges hat viele Anwendungen. Bei-
spielsweise in den ebne erwéhnten Kontexten:

e Berechnung der Anzahl der Nullstellen eines Polynoms, bei dem die Ko-
effizienten nur ungefahr bekannt sind,

e Berechnung der Anzahl der fast singuldren Punkte bestimmen.

All dies sind Anwendungen der Singularwertzerleung, die zur aktuellen For-

schung gehdren. In den meisten Fallen ist es noch nicht klar, welche Herange-

hensweise an ein Problem sich letztendlich durchsetzen wird. Singulérwerte
sind hier nur eine Moglichkeit.

Aufgabe 45.1 (...)....

Problem:
Skizze fehlt:
fig:fastSingPkte!

Problem:

Aufgaben zu Itera-
tionsverfahren fehlen
noch!
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Symbolverzeichnis

2M Potenzmenge, 13
f:M - N Abbildung von M nach N,[31
X+Yy Addition von Vektoren,[210]
a [l a ist aquivalent zu b bzgl. einer Aquivalenzrelation,
111 Aquivalenz,[8
a¥ Exponentiation zu einer beliebigen Basis, [158)
Ajj Eine gewisse Unterdeterminante von A.,[311
AijD Eine gewisse Unterdeterminante von A.,[311
A<O0 Negative Definitheit einer Matrix., 435
A<0 Negative Semi-Definitheit einer Matrix., 435
M| Anzahl der Elemente einer Menge M,[13
A>0 Positive Definitheit einer Matrix.,[373
arcsin Arcussinus, Umkehrfunktion von Sinus sin,[163
arctan Arcustangens, Umkehrfunktion von Tangens tan, 162
Bild A Bild einer Matrix A.,[309
E’H f Bild eines Homomorphismus., 254
K Binomialkoeffizient mit reeelem Eintrag, 496/
C komplexe Zahlen,[112]
Clz] Menge aller Polynome in z mit Koeffizienten in C,[116]
XA charakteristische Funktion,[31
Xal(t) Charakteristisches Polynom einer Matrix A, 327
Xi(t) Charakteristisches Polynom einer linearen Abbildung f,[329
cos Cosinus,[111]
cot Cotangens cot = cos/ sin,[162|
deg(p) Grad des Polynoms p,[116/

det A Determinante einer Matrix A.,[298
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d(H. )
Af

]
d(Ly, Ly)
d(L, q)
T—

im
d(x, y)

€

Eig(A, \)
o

a [\
a¢gM
M [al
E(X)
exp
exp
eZ

Hess(f)

Abstand eines Punktes von einer Hyperebene.,218
Differenzfunktion,[16]

Disjunkte Vereinigung,[13

Abstand zweier Geraden.,[219]

Abstand von Punkt zu Gerade.,217

Durchschnitt zweier Mengen, 24

Durchnitt aller Mengen einer Familie,[36

Abstand zweier Punkte,[211]

Eulersche Zahl,[121]
Eigenraum von A zum Eigenwert A, 327
Einschrankung von ¢ auf Q,[84

a ist ein Element der Menge M, 24/
a ist kein Element der Menge M, 24
M enthélt das Element a,[24|
Erwartungswert,[487
Exponentialfunktion,[111]
komplexe Exponentialfunktion, 120
komplexe Exponentialfunktion,[121]

Familie von Mengen, indiziert durch 1,36
rationale Funktion,[130]

n-te Fibonacci-Zahl,[17]

reellwertige Funktion, 127
Umkehrfunktion von f,[133

Ableitung der Umkehrfunktion von f,[141]
Urbild von B unter f,[32]

eine Folge mit Gliedern ay, ay, .. .,[73|

eine Folge mit Gliedern a;, ay, ...,[73|
Fouriertransformierte von f,[515|
Ableitung der Funktion f,[137
Verteilungsfunktion von X, 486

Die Gamma-Funktion.,[532]

entier, ganzzahliger Anteil von x,[31

geordnetes Paar zweier Elemente, 28

Graph der Funktion f,[127]

Graph der Funktion f,[31

Gruppe, die von einem Element g erzeugt wird.,[288|
Erzeugende Funktion der Folge (P(X = Kk))x, 501

Hesse-Matrix der Funktion f.,/429



Hom(V, W)

i
Im(z)
im f

f(x) dx
D oy
f(x) dx
o f();) dx
oo
Qf x) fdx

[a

IO K)

AxB
Ker f

A

C

X, 2 X
Klz]
K[z]<n
Kllz1]

A
Dy
1

limy_o f(X)=c
liminf,_ o (bn)
limy zf(X) = o0

Iimxﬂw Ui) = oo
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liMy.. —e0 (X)
limy_.a F(X)
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Menge aller Vektorraumhomomorphismen von V nach W,
253

imaginare Einheit,[112]

Imaginarteil einer komplexen Zahl,[113
Bild eines Homomorphismus., 254
Implikation,[8]

Integral auf halboffenem Intervall,[190
uneigentliches Integral,[189

Integral einer bschrankten Funktion,[174
Integral Gber ein Kompaktum., 468
uneigentliches Integral, 190

Oberintegral,

Integral einer Treppenfunktion,[174]
Unbestimmtes Integral,[182

Unterintegral,[174
Jordankastchen der GroRRe k zum Eigenwert A, 337

kartesisches Produkt von A und B, 27
Kern eines Homomorphismus.,[254]
Die zu A komplementare Matrix.,[311
Menge der komplexen Zahlen,[24]

X konvergiert in Verteilung nach Y., /521

Menge aller Polynome in z mit Koeffizienten in K,[116]
Polynome vom Grad < n,[116/

Ring der formalen Potenzreihen.,[503]

Der Laplace-Operator.,[464

Der Laplace-Operator., 464

die leere Menge,[13

Limes endlich fir x gegen oo,[166
Limes Inferior einer Folge, 118

Limes oo fiir x von rechts gegen a,[167]
Limes oo flir x gegen oo, 167

Der Grenzwert lim,,_ . "n = 1.,[202|
Limes Superior einer Folge,[118
Limes fur x gegen —oo,[167
Grenzwert einer Funktion fur x gegen a,[133]

limy, - fi(X) = —oo Limes fiir x von links gegen b,[167

In

nattrlicher Logarithmus, [157]
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-A
A [BI
A [BI

MaXy falb] f(X)
{..}

A\B

A—-B
(1.}

A

NM

minx[@b] f(X)
a modd
m(P, A\)

AX

Mx(6)

N

Ne(f)
N(f)

n!

N (u, 0%)

n-n+1
ILH/[I
L]

k

O()

o()

f LO(g)
f [alg)
O(n)

ord(g)
ord(G)
§] 1
VI:I

P(A[B)
pf(tO! . -!tl’)
Tt

logische Negation, 8]
logisches oder,[8]
logisches und,[7

Maximum einer stetigen Funktion,[132]

Menge, spezifiziert durch Aufzahlen der Elemente, 23
Differenzmenge von A und B, 26

Differenzmenge von A und B, 26

Die Menge der Elemente ... mit der Eigenschaft ... [23
Komplement einer Menge,[24

Menge aller Abbildungen von der Menge M in die Menge N,
34

Minimum einer stetigen Funktion,[132

amodulo d, der Rest der Division von a durch d, 40
Vielfachheit von A als Nullstelle von P, 331
Multiplikation eines Vektors x mit einem Skalar A,[210
Momenterzeugende Funktion von X, 514

Menge der nattirlichen Zahlen,[12]

Niveaumengen der Funktion f zum Niveau c.,[426
Nullstellenmenge (oder Hyperflache) einer Funktion.,[443

n Fakultat, 14/

Normalverteilung mit Erwartungswert p und Standardab-
weichung ¢.,/482

Induktionsschritt,[12]

Allgemeine Definition einer Norm auf einem VR.,|376

n-te Wurzel, 103

Binomialkoeffizient, n tiber k, 28|

O-Notation fir Folgen,[78

o-Notation fiir Folgen,[79

f liegt in groR O von g,/168]

f liegt in klein o von g,/168]

Orthogonale Gruppe,[276/

Ordnung eines Elementes g,[288]

Ordnung der Gruppe G,[288

Zu U orthogonaler Untervektorraum.,[382]

Zu v [M orthogonaler Untervektorraum von V.,[343|

Bedingte Wahrscheinlichkeit,[484

Lange des Polygonzugs zu einer Unterteilung,[412]
Kreiszahl ,/161]

Potenzmenge, |13

endliches Produkt, 14|



P(X<a|Y<h)

sin
Xyl
Xy

(Z] wWlal
SO(n)
SO(n)
Spur(A)
&

Stab(m)
o}
[GX)LE
X
X=Y

RS

n=0 aan
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Bedingte Wahrscheinlichkeit, 506

Menge der rationalen Zahlen,[15]/42]
Quadratwurzel aus einer positiven reellen Zahl.,[85

Konvergenzradius einer Potenzreihe,[117]
Menge der reellen Zahlen,

Realteil einer komplexen Zahl,[113
Korrelationskoeffizient von X und Y.,[511
Der dreidimensionale reelle Raum.,[209]
Der n—dimensionale reelle Raum.,[209]

Stichprobenvarianz,[529]

Standardabweichung oder Streuung, [488]

Sinus, [111]

Skalarprodukt zweier Vektoren,[210!

Skalarprodukt zweier Vektoren,

Skalarprodukt zu einer hermiteschen Matrix A.,[370
Die spezielle reelle orthogonale Gruppe.,[301

Die Menge der speziellen orthogonalen Matrizen.,[276|
Die Spur der Matrix A.,[330

k—te Wurzel,[142]

Stabilisator eines Elementes m.,[286/
Stabilitatsindex, 592

Auswertung einer Stammfunktion an den Grenzen.,[181]
Stichprobenmittel,[528

Die Zufallsvariablen X, Y sind stochastisch gleich.,[518]

endliche Summe, 14]
Potenzreihe,[111]

Tangens tan = sin/ cos,[161]

ist Teilmenge von,[13][24

ist Teilmenge von,[13]

ist echte Teilmenge von, /13,124

ist keine Teilmenge von, 24

Die Spur (engl. trace) der Matrix A.,[330
Tupel, Punkt, 209

Taylorreihe von f,[196]

n-tes Taylorpolynom von f,[193]

Ein uneigentliches Integral.,[472]

Vereinigung zweier Mengen, [24]
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1
i
gef
Vol(K)
V(X)

X

4(2)
4(n)
€]
Z

(irip ... i)

Vereinigung aller Mengen einer Familie, 36/
g verknupft mit f, g nach f,[35

Volumen eines Kompaktums,[468

Varianz der Zufallsvariable X,[488

Quadratwurzel aus einer positiven reellen Zahl.,[85
Stichprobenmittel,[529

Menge der ganzen Zahlen,[15]

Die Riemannsche Zeta-Funktion fir n = 2,393

Die Riemannsche Zeta-Funktion fir natirliche Zahlen,[394
Riemannsche Zetafunktion, 190

konjugiert komplexe Zahl zu z,/113|

Zykelschreibweise fur eine Permutation, 279
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2m-periodisch  [380

LR-Zerlegung besitzen

O- und o- Notation fur Funktionen
168

QR-Zerlegung |597|

d-adische Nachkommazahl |588

Aquivalenz 8

Aquivalenzklasse

Aquivalenzrelation [40

Ubergangswahrscheinlichkeiten

ahnlich [43][325

aquidistanten Unterteilung

aquivalent

auRere Summe [271

offentlichen Verschlusselungsverfahren
48

offentlicher Kryptosysteme 48

Uberabzahlbar

Abbildung [31

identische
orthogonal 276

abelsch [262,)275

abelsche Gruppe [224)]
Abelscher Grenzwertsatz 204
abgeschlossen [426]
abgeschlossener Ball 426
Ableitung [137]
Ableitung der Umkehrfunktion
Abschluss 427

absolut konvergent [105
absolute Extrema [145
absolute Kondition [588

Absolute Maxima [145]
Absolute Minima [145
absorbierend (548
Absorption [589
Abstand
Gerade / Gerade
Punkt/Gerade [217
Punkt/Punkt (211
abzahlbar
Additionstheoreme fir Sinus und
Cosinus [122,[125
Additivitat [364]/368
affinen Koordinatenwechsels
algebraische Flachen
algebraische Vielfachheit [332
alternierend [299
Alternierende Gruppe [284
alternierende harmonische Reihe [104]
alternierende Quersumme  [47]
alternierende Reihe [99
A, (284
Anfangsbedingung 457
Anfangsverteilung [563|
angeordneter Korper
Ansatz |185
Anzahl der Elemente [13]
Approximationssatz 384
archimedisch angeordneter Kérper [69
arcsin  [163]
arctan [162]
Arcuscosinus |164
Arcussinus 163
Arcustangens [162]
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Argument [122 Binomische Reihe 197
arithmetische Mittel 383 binomischer Satz

assoziativ (35 mit reellem Exponenten [496]|
Assoziativgesetze [10] 26 Binormalenvektor 420
aufgespannten Untervektorraum Bnp—\Verteilung

Aufpunkt Erwartungswert [488][501
einer Geraden [215 Varianz 501

aufsteigende Kette [232 Bnp-Verteilung (484
Ausgleichsgerade Bogenlange
Ausléschung  [589] Bolzano-Weierstrass (89
ausléschungsfreie Formel [590 boolesche Algebra [481
Austauschsatz von Steinitz (236 Brennpunkte [351]
Auswahlaxiom [93 Brouwerscher Fixpunktsatz 450
Auswahlpostulats 93 Buffons Nadelexperiment

autonom  [459]
Cantors zweites Diagonalargument [93

Bézoutkoeffizienten [50 Cauchy-Folge
Bahn einer Gruppenoperation [285 Cauchy-Kriterium
Bahnenraum (287 Cauchy-Kriterium fur Reihen [98
Banachraum [377 Cauchy-Produkt von Reihen 105
Banachscher Fixpunktsatz 450 Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung
Basis (232,233 211
Basiserganzungssatz 237 Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
Basiswechselmatrizen [266] 378
Baum-Welch-Algorithmus [567 Charakteristik (68|
Baum-Welch-Algorithmus charakteristische Funktion [32]
Bayessche Formel 485 charakteristische Kurve einer Kurve
bedingte Wahrscheinlichkeit 420
bedingte Wahrscheinlichkeit [506] charakteristisches Polynom 327
Bernoulli-Verteilung 484 charakteristisches Polynom X (t) eines
beschrankt 80,1427 Endomorphismus 329
Besselsche Ungleichung [395 Chebychev-Ungleichung [514
Betrag [69,[113,211 Chernov-Schranke [515
Betragssummennorm X?-Verteilung [538
Bewegung mit n — 1 Freiheitsgraden
Bewegungen [294 Chinesischer Restsatz (53
bijektiv [32 Cholesky Zerlegung [587
Bild [32] Code [228]
eines Gruppenhomomorphismus Codewort [228

284 Cosinus (112
eines Homomorphismus [255 Cotangens [162]
Bildverarbeitung [398 Cramersche Regel (316
Binarstellen [159
Binomial-Verteilung 484 dunn besetzt 1604
Erwartungswert [488][501 de Morgansches Gesetz [11]
Varianz 501 Dedekindscher Schnitt [89
Binomialkoeffizient [28,196 Definitionsbereich (127
mit reellem Eintrag (496 Definitionsmenge

Binomische Formel [30 Deformation 355



Determinante [221]/298]

Cramersche Regel [316

eines Endomorphismus [321

Entwicklungssatz von Laplace 313

GauB-Algorithmus [304

Multiplikativitat 309

Determinanten—Multiplikationssatz
309

Determinanten-Satz 300

Dezimalbruchentwicklung [98

Dezimalzahlen

DGL [457

n-ter Ordnung [460]

DGL n-ter Ordnung [460

diagonaldominant

strikt

Diagonalgestalt 326

diagonalisierbar (331

Diagonalisierbarkeits-Kriterium 332

Diagonalmatrix [326]

Diagramm

kommutierendes (258

Dichte [369,[473

Dichte des Wahrscheinlichkeitsmalies
482

Diedergruppe [279

diffbar [137, 407

partiell auf offener Menge 428

partiell nach x; 428

Differential 430

Differentialgleichung [161,[457

n-ter Ordnung [460]

Differentialgleichungssystem 1-ter
Ordnung 460

Differentialoperatoren 465

Differenzenquotient [137

Differenzfunktion [16]

differenzierbar [137

Differenzmenge 26

differnzierbar 407

Diffusionsfilter 465

Diffzsionsgleichung

Dimension [234

Dimensionsformel 268

Dimensionsformeln 272

diophantische Gleichung

direkte Summe  271]

disjunkt

disjunkte Vereinigung [14

Sachverzeichnis 623

disjunkten Zyklen [279
Disjunktion [8
disjunktive Normalform [9]
diskrete (484
diskrete Fouriertransformation [398
diskrete Werte [487
Distribution
Distributivgesetze [10,/26
divergent [101

Division mit Rest [168

D, 1279

Doppelkegel 355
Doppelte Verneinung [11]
dot-product [211
Dreiecksmatrix

linke untere [585

obere 301

rechte obere [584
Dreiecksungleichung 212
Durchschnitt [24,[36]

Ebene [215

ebene Kurve

Vorzeichen der Krimmung 419

echt méachtiger als (93

echte Teilmenge [13,24]

Echtzeit-Visualisierung algebraischer
Flachen

Eigenraum [327

Eigenschaften des hermiteschen
Skalarproduktes (364

Eigenvalue [326

Eigenvector [326

Eigenvektor (326

Eigenwert [326

eigenwerteinfach 556

Eindeutigkeit der Determinante [305

eingeschrankt auf

eingeschrankt auf

Einheitsmatrix

Einheitsquadrat

Einheitssphére [433]

Einheitswrfel 300

Einheitswurzel 548

einschaliger Hyperboloid  355]

Einschrankung

einseitiger Test [536

einseitiger Test 527

elementare Zeilenoperation 243
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elementaren Funktionen [185]
Elementarmatrizen [308]
Elementaroperation [592]
Elemente
elementfremden Zyklen 279
Ellipsoid
elliptische DGL  [465]
elliptischen Paraboloiden
elliptischen Zylinder [356]
EM-Algorithmus [567]
Emissionswahrscheinlichkeiten
Endliche Uberdeckungen [467
Endomorphismus [321

1356

entgegengesetzt orientiert [323
entier [31]
Entrauschen [465

Entwicklung [313
Entwicklungspunkt
Entwicklungssatz von Laplace [313
Entzerrung
Epimorphismus [254][282
Ereignisraum [481]
erfullbar [9
Ergodensatz
Erwartungswert [474,[482,1487]
erweiterter euklidischer Algorithmus
50
erzeugen [230
erzeugende Funktion [496
erzeugende Funktion einer diskreten
Zufallsvariablen [501
erzeugende Potenzreihe [496
erzeugende Variable [496
Erzeugendensystem [230
euklidische Bewegung
euklidische Norm [211,376,/550]
euklidischer Algorithmus [50
euklidischer Vektorraum [377]
euklidisches Skalarprodukt [211
Euler 106
Eulersche ¢-Funktion [48
Eulersche Zahl 122
Existenz von Maximum und Minimum
stetiger Funktionen [132
Explosionsgleichung [459
Exponentialfunktion [111]
Exponentialverteilung
Exponentiation zu einer beliebigen Basis
158

Exponentielles Wachstum 457

Faktorenanalyse [512
Fakultat [14

Faltung

Faltung der Funktionen [508
Familie von Teilmengen (36
Fast Fourier Transform [398
fast sicher [517

fast singulare Punkte
Fehlerkorrektur |567
Feinheit
Fermats letzter Satz

611

FFT [398

Fibonacci-Zahlen [17,[74,336
field [63]

Fixkommazahlen [588
Fixpunkt [450]

Fixpunktsatz von Brouwer 450

FlieRkommadarstellung [588|

Folge [73

Folgenglied [73

Folgenkriterium fur Stetigkeit

formale Potenzreihe [503

Formel fur die Determinante [305]

Formel fUr die Inverse 314

Formel von Bayes [485]

Formel von Cauchy—Hadamard

Fourierkoeffizienten [388

Fourierreihe 388

Fourierreihen [102

Fouriertransformierte 515

Fraktil |538

Fresnelsches Dreibein 420

Frobeniusnorm [549

FuBpunkt [217]

Fundamentalsatz der Algebra [116,[333

Fundamentalsatz der Arithmetik [55

Funktionalgleichung der Exponential-
funktion [120

129

Gamma-Funktion [532]

ganzen Zahlen [15

ganzzahlige Anteil [31]

GauR-Seidel-Verfahren

GauB-Algorithmus fiir Determinanten
304

GauRalgorithmus  [245



zur Berechnung der inversen Matrix

264

GauRalgorithmus mit Spaltenpivotie-
rung [584

GauRverteilung 482

gcd (46

Gebiet [463]

gemeinsame Dichte [505
gemeinsame Verteilung 505
geometrisch verteilte Zufallsvariable
546
Geometrische Reihe 100
geometrische Verteilung
geometrische Vielfachheit
geordneten Paare
Geraden [215
parallel [216,[219
windschief [219
Gerschgorin—Kreise
Gesamtnorm  [549)
geschlossene Formel (336
geschlossenes Intervall), [75
Geschwindigkeit [409
Geschwindigkeitsvektor [409
Gesetz vom doppelten Komplement
27
Gesetze von de Morgan [10,126
gewdhnliche DGL n-ter Ordnung 460

546
332

552

gewdhnliche Differentialgleichung  [457
ggT (46l

Givensrotation [597

glatt (444

gleich orientiert (323

Gleichgewichtslésung

gleichmiRig stetig 176

gleichméfiige Konvergenz 200

GleichmaRiger Limes stetiger Funktio-
nen [200

gleichméachtig

Gleichverteilung 484

Gleitkommadarstellung [588

globale Extrema [145

globale Maxima [145

globale Minima [145]

groRter gemeinsamer Teiler  [46]

Grad [15,[116][231]

Gradient [428

Gram-Schmidt-\erfahren [370

Graph [127,[291]

Sachverzeichnis 625
isomorph 292
schleifenfrei (291

ungerichtet
Graph der Abbildung [31]
Grenzfunktion [199,200
Grenzwert [74,133

GroRer Umordnungssatz [105,/119]
Gruppe [262

abelsch [224][226][262
unitére 366

Gruppe der Permutationen 278
Gruppenhomomorphismus 282
gut gewdhlter [89

halboffenes Intervall
Halbwertszeit
Hamming Code [239
Hammingdistanz [227]
harmonisch [464
Harmonische Oszillator
harmonische Reihe
Hauptachsentransformation [341
Hauptkomponente [512
Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung [181
Hermitesch  364}/368]

461

hermitesche Skalarprodukt [364
Hesse-Matrix [429
Hidden Markov Model [563

Hilbertraum [377,[379

hinreichendes Kriterium fur Extrema
148

Hintereinanderausfiihrung [35]

HMM

Hochpunkt [82]

homogenes Gleichungssystem [269]

Homomorphismus [253

von Gruppen [282

Householder-Reflexion 598

Hurwitz—Kriterium [374|

hyperbolische DGL 465

hyperbolischen Paraboloiden

hyperbolischen Zylinder [356

Hyperboloid

einschalig [355

zweischalig [355

Hyperebene [215

Hyperflache [443]
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i.i.d. [535]

Idempotenzgesetze [11

identische Abbildungen [266

Identititsgesetze [10,(26]

imaginare Einheit [113

Imaginarteil 113

Implikation [8

indefinit [435]

independent and identically distributed
535

Index

einer Untergruppe [288

Induktionsanfang

Induktionsschritt

Induktionsvoraussetzung

induzierte Norm [365]

Infimum [90]

inhomogenen Gleichungssystems 269

injektiv (32,143

inkommensurabel

inner product [211

Innere 427

innere Ableitung [141

innere Punkte 427

Integral der beschréankten Funktion
174

Integral einer Treppenfunktion [174

Integralkriterium fur Reihen  [189]

integrierbar

Integrierbarkeit stetiger Funktionen
176

Intervalle

Intervallhalbierungsalgorithmus [131

invariant [328]

Inverse [261]

Matrix [261

inverse Vektoriteration [604|

Inverses [45]/64

invertierbar 261

Invertierbarkeit von diagonaldominan-
ten Matrizen [552]

irrational [70,/89

isolierten Extremum [145

isomorph 254

Isomorphismus [254,(261,282]

Isomorphismus von Gruppen [157

Iterationsverfahren [150,/600

Jacobimatrix [430

Jacobiverfahren [604
Jordankéastchen [337]
Jordansche Normalform [337]

k-te Wurzel [142
kanonische Aquivalenzklassenabbil-

dung
Kanten (291
K [419

Karatsuba [79

kartesische Produkt [28

Kategorien [540

Kegel [355

Kegelschnitte

Kern

eines Gruppenhomomorphismus
284

eines Homomorphismus [254

Kette

aufsteigende

Kettenregel [141)/431
Klassifikation von Quadriken im R"
346

Klassifikationssatz von linearen
Abbildungen [267

kleiner Satz von Fermat [48]

Kleiner Umordnungssatz 105

kleinste gemeinsame Vielfache [56]

kleinsten gemeinsamen Vielfaches [53]

Knoten [291

Koch-Kurve [139

Kodierungstheorie [227

Koeffizienten

eines Polynoms [231]

Korper [63][223]

kommensurabel [70

kommutativ 262

kommutativer Ring mit 1 224

Kommutativgesetz

Kommutativgesetze

kommutieren [258

kompakt [427

Komplement [26]

komplementare Matrix [311

komplexe Exponentialfunktion [120

komplexe Konjugation [113,[363]

komplexen Zahlen [112]

Komposition

Kondition



absolute [588

relative [589]
Kondition der Addition [589
Kondition des Problems
Kondition einer Matrix [591
Konfidenzintervall 531
kongruent modulo 40
Konjugation

Operation durch [325]
Konjugationsklasse
konjugiert 325

konjugiert komplexe
Konjunktion [§]

konjunktive Normalform [9
konkav 149

konsistenter Schatzer [530
konstante Folge
kontinuierlich
kontinuierliche Spektrum
kontrahierend [450]
Kontraposition
konvergent [74]/97,/106|/189][199]
Konvergenzkriterium fur Iterationsver-

fahren (604
Konvergenzradius
konvergiert [115
konvergiert gleichméaRig [200]
konvergiert im quadratischen Mittel
395

konvergiert in Verteilung 521
konvex [149

Koordinaten [209][329]
Koordinatensystems [209
Korrelationskoeffizient
Korrelationsmatrix
Kovarianz |510
Kovarianzmatrix [510]
Krimmung 419
Vorzeichen bei ebener Kurve 419
Krimmungskreis 419
Kreiszahl [161
Kreiszylinder (357
Kreuzprodukt [420]
Kroneckersymbol 261
Kugelkoordinaten [471]
Kurve 407
Kurvendiskussion
Kurvenzweige [410
k x k-Minor [317]
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I-Run [529]
Lange [548|

eines Vektors [211]
Losungsmenge (345
Lagrangeform des Restglieds
Lagrangescher Multiplikator (447
Landau-Symbole [79
Laplace-Operator 464
Laplace-Modell 482
Laplacegleichung
Lebensdauer 483
leere Menge [13]24
leere Summe [14
Leibnizkriterium [99
Leibnizregel (139
liegt in gro O von
liegt in klein o von
Limes
Limes Inferior 118
Limes Superior 118
linear abhangig (230
linear in jeder Zeile [298
linear unabhangig [230
lineare Abbildung [253
lineare Kongruenzgenerator [571]
lineare Rekursion [336,/501
lineares Gleichungssystem [220
Linearfaktoren [116][331]
Linearitat [211]

Linearitat des Erwartungswerts 488

Linearitat des Integrals [178

Linearkombination [230

linken unteren Dreiecksmatrix [585

Links-Nebenklasse [288]

linkshandigen Koordinatensystemen
323

Linksmodul [226

Linksoperation [287

logarithmische Reihe [203]

logarithmische Spirale 410

logische Aussage [7]

logische Formeln [8

logische Operatoren [8

logische Tautologie [9

logische Variablen [9]

lokal auflésbar 445

lokales Extremum [145,/435

lokales Maximum [145,435

lokales Minimum [145, 435|
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Lot [217
Lotto [482]

LR-Zerlegung 586

Majorante [102

Majorantenkriterium

Markov-Ungleichung [513

Markovkette [545]

zeitschrittunabhiangig [547

Markovscher Prozess [545

Mathematische Pendel 460

Matrix [242

Einheits- 261

hermitesch

inverse [261

speziell unitar [366]

strikt diagonaldominant [552]

symmetrisch [342]

Matrix der Ubergangswahrscheinlich-
keiten [547

Matrixdarstellung [257

Matrixnorm [431]549] Vlektornorm
vertraglich550

zugehdorige

Matrixschreibweise 220

Maximum (132

lokales 435

Maximum-Norm [377]

Maximumnorm [550]

Menge |23

Menge der Aquivalenzklassen [41

Menge der formalen Potenzreihen

Mengen und ihr Komplement
Mengenlehre 23
Mersenne-Primzahl [573
Mersenne-Twister [573

minimal standard 572
Minimaldistanz 228

Minimum [132

lokales 435

Minor (317

Minorante
Minorenkriterium fur den Rang 317
mit der Eigenschaft [24
Mittelwertsatz 146
Mittelwertsatz der Integralrechnung

179
Modul 226
Links- (226

modulo [40

Moment, k-tes 488
Momenterzeugende Funktion [514]
Monomorphismus [254,[282
monoton fallend
monoton steigend  [80][133
monoton wachsend (80,133
monotone [80

Monotonie der Quadratwurzel [87
Monotonie des Integrals 178
Monte-Carlo-Simulationen [575
Multiindex 434

Multiplikativitit der Determinante [309

MWS 146
nach [35

nach oben beschrénkt [80,/90

nach unten beschréankt

nach unten beschréankte

nattrliche Logarithmus

nattrliche Zahl

Nebenklasse

Links- 288

Negation [8

negativ definit [435]

negativ gekriimmt 419

negativ semi-definit [435

Negatives

Neilsche Parabel 409

Nenner [42

neutrales Element der Addition [64

neutrales Element der Multiplikation
64

Newtonsche Knoten

Newtonverfahren [150]

nicht-triviale lineare Relation [232

Niveau [426

Niveauflache [426]

Niveaulinie [426

Niveaumenge [426

Norm [376

Eigenschaften (212

euklidisch 376

euklidische [211

induzierte [365|

Maximum- 377

p- [377

co- 377

zugehorige [365)/368]



normal [213
Normalenvektor 419
einer Hyperebene [215
Normalform einer Quadrik
Normalverteilung [473,[482
normiert [219][299
normierter (365
normierter Vektorraum [377
n-te Wurzel [103,/118]
Nullfolge [88] 94
Nullpolynom [16
Nullstelle 116
Nullstellenmenge 345|[443]
Nullvektor (210
numerisch stabil 594
numerische Rang [610

O-Notation [78]

o-Notation [79

0.E. 56

obere Dreiecksmatrix [301]

obere Schranke [90

Oberintegral 174

offen 426

offener Ball 426

offenes Intervall), [75]

ohne Einschrankung [56

Operation [285

Operation von links 287

Operation von rechts [287]

Ordnung

einer Gruppe [288

eines Elementes einer Gruppe [288

orientierungstreu [322]

orthogonal [213][276]

Orthogonalbasis 380

Orthogonale Gruppe [276

orthogonale Projektion auf den
Untervektorraum [382

orthogonale Projektion auf die
Hyperebene [218

orthogonale Untervektorraum  382|

orthogonales Komplement

Orthogonalsystem (380

Orthonormalbasis

Orthonormalsystem [371,[380

p-Norm [377
parabolische DGL 465
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parabolischer Zylinder 357
Paraboloid
elliptisch  [356]
hyperbolisch
parallel
Geraden
Parallelenaxiom [213
Parallelepiped [297]
Parallelogrammgleichung [211]
Parallelotop 297
Parameterwechsel 417
Parametrisierung nach Bogenlange
417
Parity Check [238|
Parsevalsche Gleichung [395
Partialbruchzerlegung [185][502
Partialsummen
partiell differenzierbar 428
partielle Ableitung 428
hohere [428
Partielle Integration [183]
Partition [295
Peanokurven [416
Periode [161,548
Periode des Pseudozufallszahlengenera-
tors [572]
Periodenliange
periodisch (548
periodische Funktionen [161
Permutation [278]
Permutationsmatrizen [301
Phasenportrait [461]
Pivotelement
Pivotierung [247,[585
Pivotwahl 247
Platonischer Korper 294
Poisson-verteilt 520,522
Polstellen [140
Polynom [15,/116]
Koeffizient [231
positiv definit 373
Positiv Definitheit [365,/368]
positiv gekrimmt  [419]
positiv semi-definit [435
Potentialgleichung [464
Potenzmenge [13
Potenzreihe [111
formale [503
Pra—Hilbertraum [377]
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Primzahlen [12

probabilistischer Algorithmus
Produktregel [139][142]
Produktzeichen [14

Projektion

orthogonal, auf Hyperebene [218
Projektion von V auf U 382
Pseudoinverse 401
Pseudozufallszahlen [571]

Punkt

punktweise invariant [328
punktweise konvergent [199

quadratisch konvergiert [151
quadratische Gleichung [170
quadratischer Erganzung [360
quadratischer Konvergenz (87
Quadratwurzel 85

Quadrik

Quantil 536

Quersumme 47

Quicksort [575
Quotientenkriterium [103
Quotientenregel 140

R® 209

Radioaktiver Zerfall [458

Rand 427

randomisierter Algorithmus

RANDU [572

Rang (309,316

Rang k Approximation von Matrizen
608

Rationale Funktionen [130

rationalen Zahlen [16,/42

Realisierung einer Abbildung [588

Realteil (113

Rechengenauigkeit [583]

Rechenregeln fuir Ableitungen

Rechenregeln fur Grenzwerte [76]

Rechenregeln fur komplexe Zahlen
114

Rechenregeln fir Mengen 26

Rechenregeln fur stetige Funktionen
130

Rechenschieber [158

rechte obere Dreiecksmatrix

Rechts-Nebenklassen [288

rechtshandigen Koordinatensystemen
323

Rechtsoperationen [287

reelle Zahlen [14, 63

reellwertige Funktion [127

Reflexivitat

Regel von L'Hospital [165

Regel von Sarrus 306

Reihe [97]

rein imaginaren [121

rektifizierbar [412]

rekurrent

rekursiv (14

Relation

relative Kondition [589

relativen Fehler [87|[588]

Reprasentant |41

Restgliedabschéatzung der Exponential-
reihe [155

Richtungsableitung 433

Richtungsfeld [459

Richtungsvektor

einer Geraden [215

Riemann-integrierbar [174

Riemannsche Zetafunktion

Riemannschen Zeta—Funktion [394

Riemmannsche Summe [174

Ring

kommutitiv mit 1

R" [209,/407

Rotationskérpers (474

RSA (48]

Run [529,574

Saat [571
Sattelpunkt [149,[436]
Satz
Uber implizite Funktionen, allgemei-
ner Fall 453
Banachscher Fixpunktsatz [450]
Umkehrsatz 449
von Brouwer 450
von Cartan [420
von der totalen Wahrscheinlichkeit
485
von Fubini 468
von Gerschgorin
Satz Uber die Existenz und Eindeutigkeit
von Lésungen von DGLs 462
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Satz tiber implizite Funktionen [445 SO(n) 1276
Satz Giber Maximum und Minimum auf  Spaltenrang [316
einem Kompaktum [438 Spaltensummennorm 549

Satz des Pythagoras [70,[211] Spaltenvektoren
Satz vom ausgeschlossenen Dritten Spann [230
Satz vom lgel [450 sparse [604
Satz vom Widerspruch [10] sparse solver [604]
Satz von Cayley—Hamilton [331 Spektralnorm [549
Satz von Liouville [185 Spektraltest [574
Satz von Pythagoras Spezielle Orthogonale Gruppe
Satz von Rolle (146 Sphare 433
Satz von Vieta [590 Spur [330
Satz von Wiles 49 Stabilisator [286
Schénhage—Strassen |80 Stabilitat des Algorithmus [588
schlecht gestellten Problemen [589 Stabilitatsindex [592
schlecht gewdhlt [89 Stammfunktion (180
schlechten Kondition Standard-Skalarprodukt [211]
Schnittpunkt [216] Standardabweichung [474,[489

Gerade / Hyperebene [216] Starkes Gesetz der grof3en Zahl [517
Schranke [80 stetig [427
Schraubenlinie [408 stetig auf [127]
Schubladenmodell 493 stetig diffbar 139
Schwaches Gesetz der groRen Zahl 517  stetig differenzierbar 139
seed [571 stetig in  [127]
Sekante [137] Stichprobe [528,529
Selbsttiberschneidungen [410 Stichprobenmittel 528, 529
senkrecht [213][365] Stichprobenstreuung  [536]
Sesquilinearitit [364,[368 Stichprobenvarianz  [529]
sign Stirlingsche Formel 494

einer Permutation stochastisch gleich
Signalverarbeitung [398 stochastische Matrix 548]
Signum stochastischer Prozess [545]

einer Permutation [281| strebt gegen ¢ [167]
singular [444 streng monoton  180,/133]
Singularwerte (399 streng monoton fallend
Singulérwertzerlegung streng monoton steigend  [133
singular value decomposition [399 streng monoton wachsend
Singularitatentheorie [447 Streuung 489
Sinus strikt diagonaldominant 552
Skalar (210 Struktursatz von linearen Abbildungen
Skalare 267
Skalarprodukt [211][367 SU(n) [366

Eigenschaften Substitutionsregel 182

hermitesch (364 Summenzeichen [14
Skalarprodukt zur hermiteschen Matrix ~ Supremum [90,[117

370 surfex

S, [278 surjektiv (32,43

nicht abelsch 278 SVD [399

Ordnung [278 Symmetrie (40,211
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Symmetriegruppe
des reguldren n-Ecks [279

t-Verteilung

mit n — 1 Freiheitsgraden |532
Tangens [162
Tangente [409
Tangentialraum 444
Tangentialvektor einer Kurve 419
Taylorformel 434
Taylorpolynom [193] 434
Taylorreine [196
Taylorsche Formel [194
Teilfolge
Teilmatrix
Teilmenge
teilt 51
Teleskopreihen [98
Torsion einer Kurve im R® 421
Torus [475]
total diffbar 430
total differenzierbar 430
Totalgrad 434
trace [330
Transformationsformel 470
transient  547]
Transitivitat 40|
Transitivitat der Implikation |10, 11
transponierte Matrix
Transposition [280
Trennung der Variablen 458
Treppenfunktion
trigonometrische Polynome 594
trigonometrisches Polynom [389]
Tupel (209
Typ einer Quadrik [360

Umkehrfunktion
Umkehrsatz 449

unabhingig [486,(506
unabhingig identisch verteilt [535
unbestimmte Integral 182

uneigentlich integrierbar 189, 190

co—Norm [377
unendliche Produkt [106
Ungleichung

Cauchy-Schwarz’sche 211
A- oder Dreiecks- (212
unipotente 586

unitar [366]

unitarer Vektorraum 377
Untergruppe [283]
Unterintegral (174
Untervektorraum |228
aufgespannt [230
Urbild 32
Urnenmodell 493

Ursprung des Koordinatensystems 210

UVR [228

Vandermondsche Matrix [251]

Varianten der Regel von L’Hospital
167

Varianz 489

Vektor [209]

Lange [211

normiert [365|

Spalten- 209

Zeilen- [209

Vektoren [226

Vektoriteration [603

Vektorraum 225

normiert [377]

Vektorraumhomomorphismus [253]

Venn-Diagrammen |24

Vereinigung [26,/36]

verknUpft mit

VerkntUpfungstafel [225

Verknupfungstafeln [64

Verteilungsfunktion 486

vertraglich [550

Vielfachheit [331]

Viterbi-Algorithmus 567

vollstandig 115

vollstandige Induktion [12

Vollstandigkeitsaxiom 69,80, 81

Vollstandigkeitsrelation [395

Volumen

der Einheitskugel 469

einer Kugel [471

eines Ellipsoided [471]

eines Paraboloidenstumpfes |469

Volumen des Kompaktums 468

Volumen des Parallelotops

Volumen-Verzerrungsfaktor (471

VR (225

W-Raum [481



W-Dichte [486]
Warmeleitungsgleichung
Woiirfelmodell [482
Wahrheitstafel 8]

Wahrscheinlichkeitsdichte 486

465

WahrscheinlichkeitsmaR

Wahrscheinlichkeitsraum [481

Wavelets 398
Wellengleichung

Wendepunkt

wenigstens so machtig wie 93
wesentlich groRer

wesentlich ki

149

einer

50

Widerspruchsbeweis [11]

windschief
Geraden
Winkel

219

zwischen zwei Kurven

zwischen zwei Vektoren

wohldefinierte 42

Wort

eines Codes [228
Wurzelkriterium

Zahler 42
Zahlvariable

410

Zackenfunktion (200, 201,/390]
Zeilenoperation
elementare [243

Zeilenrang

316
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Zeilenstufenform [245

Zeilensummennorm 549

Zeilenumformung

elementare [243

Zeilenvektoren [209

zeitschrittunabhangige Markovkette
547

Zentraler Grenzwertsatz [523

zerfallt [331

Zerfallswahrscheinlichkeit [484

Zielmenge 31

zufallig aussehen 571

Zufallsvariable [486]

zugehdrige Matrixnorm

zugehdrige homogene Gleichungssys-
tem

zugehorige Norm  365|[368]

Zusammenhang zwischen der kom-
plexen Exponentialfunktion und
Sinus und Cosinus

Zustand

zweischaligen Hyperboloiden

zweiseitiger Test  [527,[536

zwischen [131]

Zwischenwertsatz 131

Zykel (279

Zylinder

elliptisch  [356]

hyperbolisch [356]
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